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Vorwort
zur Theoretischen Physik

Mit diesem mehrbindigen Werk lege ich ein Lehrbuch der Theoreti-
schen Physik vor, das dem an vielen deutschsprachigen Universititen
eingefiihrten Aufbau der Vorlesungen folgt: die Mechanik und die nicht-
relativistische Quantenmechanik, die in Geist, Zielsetzung und Metho-
dik nahe verwandt sind, stehen nebeneinander und stellen die Grundla-
gen fiir das Hauptstudium bereit, die eine fiir die klassischen Gebiete,
die andere fiir Wahlfach- und Spezialvorlesungen. Die klassische Elek-
trodynamik und Feldtheorie und die relativistische Quantenmechanik
leiten zu Systemen mit unendlich vielen Freiheitsgraden iiber und legen
das Fundament fiir die Theorie der Vielteilchensysteme, die Quanten-
feldtheorie und die Eichtheorien. Dazwischen steht die Theorie der
Wirme und die wegen ihrer Allgemeinheit in einem gewissen Sinn alles
iibergreifende Statistische Mechanik.

Als Studentin, als Student lernt man in einem Zeitraum von drei
Jahren fiinf groBe und wunderschone Gebiete, deren Entwicklung im
modernen Sinne vor bald 400 Jahren begann und deren vielleicht dich-
teste Periode die Zeit von etwas mehr als einem Jahrhundert von 1830,
dem Beginn der Elektrodynamik, bis ca. 1950, der vorldaufigen Vollen-
dung der Quantenfeldtheorie, umfasst. Man sei nicht enttduscht, wenn
der Fortgang in den sich anschlieBenden Gebieten der modernen For-
schung sehr viel langsamer ist, diese oft auch sehr technisch geworden
sind, und geniefe den ersten Rundgang durch ein groBartiges Gebédude
menschlichen Wissens, das fiir fast alle Bereiche der Naturwissenschaf-
ten grundlegend ist.

Die Lehrbuchliteratur in Theoretischer Physik hinkt in der Regel der
aktuellen Fachliteratur und der Entwicklung der Mathematik um einiges
nach. Abgesehen vom historischen Interesse gibt es keinen stichhal-
tigen Grund, den Umwegen in der urspriinglichen Entwicklung einer
Theorie zu folgen, wenn es aus heutigem Verstindnis direkte Zuginge
gibt. Es sollte doch vielmehr so sein, dass die grofen Entdeckungen
in der Physik der zweiten Hilfte des zwanzigsten Jahrhunderts sich
auch in der Darstellung der Grundlagen widerspiegeln und dazu fiih-
ren, dass wir die Akzente anders setzen und die Landmarken anders
definieren als beispielsweise die Generation meiner akademischen Leh-
rer um 1960. Auch sollten neue und wichtige mathematische Methoden
und Erkenntnisse mindestens dort eingesetzt und verwendet werden, wo
sie dazu beitragen, tiefere Zusammenhinge klarer hervortreten zu las-
sen und gemeinsame Ziige scheinbar verschiedener Theorien erkennbar
zu machen. Ich verwende in diesem Lehrbuch in einem ausgewogenen
MaB moderne mathematische Techniken und traditionelle, physikalisch-
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intuitive Methoden, die ersteren vor allem dort, wo sie die Theorie
prizise fassen, sie effizienter formulierbar und letzten Endes einfa-
cher und transparenter machen — ohne wie ich hoffe in die trockene
Axiomatisierung und Algebraisierung zu verfallen, die manche neueren
Monographien der Mathematik so schwer leserlich machen; aulerdem
mochte ich dem Leser, der Leserin helfen, die Briicke zur aktuellen phy-
sikalischen Fachliteratur und zur Mathematischen Physik zu schlagen.
Die traditionellen, manchmal etwas vage formulierten physikalischen
Zuginge andererseits sind fiir das veranschaulichende Verstindnis der
Phinomene unverzichtbar, auBerdem spiegeln sie noch immer etwas von
der Ideen- und Vorstellungswelt der grofen Pioniere unserer Wissen-
schaft wider und tragen auch auf diese Weise zum Verstindnis der
Entwicklung der Physik und deren innerer Logik bei. Diese Bemerkung
wird spétestens dann klar werden, wenn man zum ersten Mal vor ei-
ner Gleichung verharrt, die mit raffinierten Argumenten und eleganter
Mathematik aufgestellt ist, die aber nicht zu einem spricht und verrit,
wie sie zu interpretieren sei. Dieser Aspekt der Interpretation — und
das sei auch den Mathematikern und Mathematikerinnen klar gesagt —
ist vielleicht der schwierigste bei der Aufstellung einer physikalischen
Theorie.

Jeder der vorliegenden Binde enthélt wesentlich mehr Material als
man in einer z.B. vierstiindigen Vorlesung in einem Semester vor-
tragen kann. Das bietet den Dozenten die Moglichkeit zur Auswahl
dessen, was sie oder er in ihrer/seiner Vorlesung ausarbeiten mochte
und, bei Wiederholungen, den Aufbau der Vorlesung zu variieren. Fiir
die Studierenden, die ja ohnehin lernen miissen, mit Biichern und Origi-
nalliteratur zu arbeiten, bietet sich die Moglichkeit, Themen oder ganze
Bereiche je nach Neigung und Interesse zu vertiefen. Ich habe den Auf-
bau fast ohne Ausnahme ,,selbsttragend konzipiert, so dass man alle
Entwicklungen bis ins Detail nachvollziehen und nachrechnen kann. Die
Biicher sind daher auch fiir das Selbststudium geeignet und ,,verfiihren*
Sie, wie ich hoffe, auch als gestandene Wissenschaftler und Wissen-
schaftlerinnen dazu, dies und jenes noch einmal nachzulesen oder neu
zu lernen.

Biicher gehen heute nicht mehr, wie noch vor anderthalb Jahr-
zehnten, durch die klassischen Stadien: handschriftliche Version, erste
Abschrift, Korrektur derselben, Erfassung im Verlag, erneute Korrek-
tur etc., die zwar mehrere Iterationen des Korrekturlesens zulief3en,
aber stets auch die Gefahr bargen, neue Druckfehler einzuschmuggeln.
Der Verlag hat ab Band 2 die von mir in LaTeX geschriebenen Da-
teien (Text und Formeln) direkt iibernommen und bearbeitet. Auch bei
der siebten Auflage von Band 1, der vom Fotosatz in LaTeX kon-
vertiert wurde, habe ich direkt an den Dateien gearbeitet. So hoffe
ich, dass wir dem Druckfehlerteufel wenig Gelegenheit zu Schaber-
nak geboten haben. Uber die verbliebenen, nachtriglich entdeckten
Druckfehler berichte ich, soweit sie mir bekannt werden, auf einer Web-
seite, die iliber den Hinweis Buchveriffentlichungen/book publications



auf meiner homepage zuginglich ist. Die letztere erreicht man {iiber
http://wwwthep.physik.uni-mainz.de.

Den Anfang hatte die zuerst 1988 erschienene, seither kontinuierlich
weiterentwickelte Mechanik gemacht. Ich wiirde mich sehr freuen, wenn
auch die anderen Binde sich so rasch etablieren wiirden und dieselbe
starke Resonanz finden wie dieser erste Band. Dass die ganze Reihe
tiberhaupt zustande kommt, daran hat auch Herr Dr. Hans J. K6lsch vom
Springer-Verlag durch seinen Rat und seine Ermutigung seinen Anteil,
wofiir ich ihm an dieser Stelle herzlich danke.

Mainz, August 2009 Florian Scheck

Vorwort zur Theoretischen Physik
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Vorwort zu Band 3, 3. Auflage

Der traditionelle Aufbau der klassischen Elektrodynamik in vielen Vor-
lesungen und Lehrbiichern beginnt mit einer ausfiihrlichen Behandlung
von Elektrostatik, Magnetostatik und stationdren Stromen, und wendet
sich erst dann den vollen, zeitabhingigen Maxwell’schen Gleichungen
in deren lokaler Form und einer Reihe von klassischen Anwendungen
aus Nachrichtentechnik und Optik zu. In diesem Band schlage ich einen
etwas anderen Weg ein: Ausgehend von den Maxwell’schen Gleichun-
gen in integraler Form, d. h. von der phdnomenologischen, experimentell
erwiesenen Basis der Elektrodynamik, werden die lokalen Gleichungen
aufgestellt und von Anfang an in ihrer vollen, zeit- und raumabhéngi-
gen Form diskutiert. Statische oder stationédre Verhiltnisse erscheinen
als Spezialfille, bei denen die Maxwell’schen Gleichungen in zwei un-
abhingige Gruppen zerfallen und daher bis zu einem gewissen Grad
entkoppelt werden.

GroBles Gewicht lege ich auf die Symmetrien der Maxwell’schen
Gleichungen und insbesondere auf ihre Kovarianz unter Lorentz-Trans-
formationen. Ihre Einbettung in den Rahmen der klassischen Feldtheorie
mittels einer Lagrangedichte und iiber das Hamilton’sche Extremalprin-
zip ist ein zentrales Thema des Buches. Damit erleben die allgemeinen
Prinzipien, die in der Mechanik entwickelt wurden, eine vertiefte und
verallgemeinernde Anwendung, die als Modell und Vorbild fiir jede
klassische Feldtheorie dient. Auch die Notwendigkeit, bei den raum-
und zeitabhingigen Feldern der Maxwell-Theorie den traditionellen
Rahmen der Tensoranalysis im R auf den #uBeren Kalkiil iiber R*
zu erweitern, habe ich hoffentlich klar genug dargestellt. Die ehrwiir-
dige Vektor- und Tensoranalysis, die auf dreidimensionale, Euklidische
Réume zugeschnitten ist, reicht nicht aus und muss auf hohere Dimen-
sionen und auf Minkowski-Signatur verallgemeinert werden. So wie das
duBere Podukt die Verallgemeinerung des Kreuzprodukts im R? ist, so
liefert die Cartan’sche duBlere Ableitung die natiirliche Verallgemeine-
rung der Rotation des R3, und fasst zugleich die vertrauten Operationen
Gradient und Divergenz mit der (verallgemeinerten) Rotation zusam-
men.

Unter den Anwendungen habe ich einige charakteristische und, wie
mir scheint, heute besonders relevante Beispiele ausgewdhlt, darun-
ter eine ausfiihrliche Diskussion von Polarisation elektromagnetischer
Wellen, die Beschreibung von sog. Gauf3’schen Strahlen (analytische
Losungen der Helmholtz-Gleichung in paraxialer Niherung) und die
Optik von Metamaterialien mit negativem Brechungsindex. Fiir andere,
traditionellere Anwendungen verweise ich auf die gut eingefiihrten und
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I Erste Ideen hierzu wurden von Oskar
Klein, Z. Physik 37 (1926) 895, und
der Uberlieferung nach von Wolfgang
Pauli entwickelt.

bewihrten Lehrbiicher der deutschen und der internationalen Literatur,
von Cl. Schifer, A. Sommerfeld, R. Becker und F. Sauter, L. D. Landau
und E. M. Lifshits, bis zu J.D. Jacksons Klassiker.

Im fiinften Kapitel verfolge ich — als Novum — eine weitere, heute
sehr wichtige Richtung: die Konstruktion von nicht-Abel’schen Eich-
theorien. Solche sog. Yang Mills-Theorien! sind fiir unser heutiges
Verstindnis der fundamentalen Wechselwirkungen der Natur wesent-
lich und unverzichtbar. Obwohl solche Theorien, die die Grundlage des
sog. Standardmodells der Elementarteilchenphysik bilden, tief in die
quantisierte Feldtheorie hinein fiihren, sind ihr Aufbau und ihre we-
sentlichen Ziige rein klassischer Natur, solange man nur die Strahlung,
d.h. das Analogon der Maxwell-Felder und klassische skalare Felder
betrachtet, die fermionischen Materiebausteine aber aufler Acht ldsst.
Nicht-Abel’sche Eichtheorien werden getreulich nach dem Vorbild der
Maxwell-Theorie konstruiert und weisen viele Ahnlichkeiten, aber auch
physikalisch bedeutsame Unterschiede zu dieser auf. Sogar das Pha-
nomen der spontanen Symmetriebrechung, das vor dem Ausufern zu
zahlreicher masseloser Felder rettet, ist im Wesentlichen auf klassischer
Ebene definiert. Angesichts der universalen Bedeutung von Eichtheorien
in unserem Verstdndnis der fundamentalen Wechselwirkungen wire es
schade, wenn man diesen Schritt nicht vollziehen wiirde, der sich auf
natiirliche Weise an die Maxwell’sche Theorie anschlief3t.

Das sechste Kapitel gibt eine vertiefte phinomenologische und geo-
metrische Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie und rundet
damit die Beschreibung der fundamentalen Wechselwirkungen im Rah-
men der klassischen Feldtheorie ab. Auch hier verwende ich konsequent
eine moderne geometrische Sprache, die — nach einer Anfangsinvesti-
tion in etwas Differentialgeometrie — eine transparentere und besser auf
das Wesentliche konzentrierte Beschreibung der Einstein’schen Glei-
chungen zulésst als die &ltere Tensoranalysis in Komponentenschreib-
weise. Die vorliegende dritte Auflage wurde iiberarbeitet und erginzt.
Das sechste Kapitel insbesondere wurde durch eine Analyse der physi-
kalischen Bedeutung des Schwarzschild-Radius erweitert.

Vieles von dem, was in diesen Band aufgenommen wurde, habe ich
in zahlreichen Vorlesungen erprobt, die ich an der Johannes Gutenberg-
Universitit im Laufe der Jahre gehalten habe. Ich danke daher an dieser
Stelle den Studenten und Studentinnen, die diese Vorlesungen gehort
haben, sowie den getreuen Assistenten und Assisteninnen, die viele
Ubungsgruppen und Seminare mit Eifer und Engagement betreut haben,
fiir kritische Fragen, Kommentare und viele Anregungen.

Meinem Kollegen Immanuel Bloch danke ich herzlich fiir Gespri-
che iiber moderne optische Anwendungen der Maxwell-Theorie und
fiir die Anregung, die Beschreibung Gauf3’scher Strahlen und das fas-
zinierende Gebiet der Metamaterialien mit negativem Brechungsindex
in dieses Buch aufzunehmen. Besonders erwidhnen mochte ich Mario
Paschke, der immer wieder originelle Ideen in die Diskussion warf und



auf interessante, manchmal zu Unrecht vergessene Literatur aufmerksam
machte, sowie Nikolaos Papadopoulos und Rainer HiauBling, die Teile
des Entwurfs gelesen und wichtige oder nachdenkliche Anregungen ge-
geben haben.

Die Zusammenarbeit mit dem Springer-Verlag in Heidelberg und mit
der LE-TeX GbR in Leipzig war wie immer ausgezeichnet und effizient.
Hierfiir danke ich besonders Herrn Dr. Thorsten Schneider bei Springer
und Herrn Uwe Matrisch bei der LE-TeX GbR.

Mainz, August 2009 Florian Scheck

Vorwort zu Band 3, 3. Auflage
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Die Maxwell’schen Gleichungen

Einfithrung

Die empirische Basis der Elektrodynamik ist durch das Indukti-
onsgesetz, das Gaul3’sche Gesetz, das Biot-Savart’sche Gesetz
sowie durch die Lorentz-Kraft und die universelle Erhaltung der
elektrischen Ladung gegeben. Dies sind die GesetzméiBigkeiten, die
sich in realistischen Experimenten bestitigen oder, schlimmstens-
falls, widerlegen lassen. Die integrale Form der Grundgesetze enthélt
ein-, zwei- oder dreidimensionale Objekte, d. h. lineare Leiter, Leiter-
schleifen, rdumliche Ladungsverteilungen oder Ahnliches, und hiingt
daher immer von konkreten experimentellen Anordnungen ab. Um
den Zusammenhingen zwischen scheinbar ganz unterschiedlichen
Phianomenen auf den Grund zu gehen, muss man aus der integralen
Form der empirisch getesteten Gesetze auf lokale Gleichungen tiber-
gehen, die mit den integralen Aussagen vertrdglich sind. Erst dann
entstehen die grundlegenden partiellen Differentialgleichungen, die
wir die Maxwell’schen Gleichungen nennen und die bis heute alle
elektromagnetischen Erscheinungen richtig beschreiben.

Dieser Ubergang von integralen zu lokalen Gesetzen bezieht seine
mathematischen Hilfsmittel zunéchst ,,nur* aus der Vektoranalysis
auf dem Euklidischen R und dem bekannten Differentialkalkiil auf
diesem. Allerdings, da die elektromagnetischen Felder i. Allg. auch
von der Zeit abhingen und somit iiber der Raumzeit R* definiert
sind, reicht diese nicht aus und muss auf mehr als drei Dimensio-
nen verallgemeinert werden. Diese Verallgemeinerung wird beson-
ders transparent und damit letztlich besonders einfach, wenn man den
sog. dufleren Kalkiil verwendet.

Die Phidnomenologie der Maxwell’schen Gleichungen entwickeln
wir in diesem Kapitel zunidchst anhand der vollen, zeit- und ortsab-
hingigen Gleichungen, und reduzieren diese erst in einem zweiten
Schritt auf stationire bzw. statische Verhiltnisse.

1.1 Gradient, Rotation und Divergenz

Die Elektrodynamik und ein GroBteil der klassischen Feldtheorie leben
auf flachen Riumen R” der Dimension n. Dabei bildet bei statischen
oder stationdren Prozessen der gewohnliche dreidimensionale Raum
R3, in allen anderen Fillen die vierdimensionale Raumzeit mit n = 4
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Die Maxwell’schen Gleichungen

den adidquaten mathematischen Rahmen. Solche Rédume sind beson-
ders einfache Spezialfille von glatten Mannigfaltigkeiten, auf denen
man verschiedene geometrische Objekte und einen Differentialkalkiil
vorfindet, mit dessen Hilfe man Beziehungen zwischen diesen, d.h.
letztlich physikalische Bewegungsgleichungen aufstellen kann. Ist z. B.
& (x) = d(x!, x%, ..., x") eine glatte Funktion auf R”, so ist das daraus
gebildete Gradientenfeld wie folgt

AD(x) 9D(x) ad(x)\ !
ox! 7 ax2 7T axn

grad @(x) = ( (1.1)

definiert. Im IR? ist grad der bekannte Differentialoperator (,,Nablaope-
rator®)

a a9 9\!
v=(—, = =) .
oxl’ ax2’ ax3

Es werde eine (kleine) Probemasse m in das Gravitationsfeld zweier
gleicher, punktformiger Massen M gesetzt, die sich an den Orten x®,

i = a, b, befinden. Das Potential am Ort x der Probemasse ist dann

1 1
P(x)=Ux) =—-GnmM + .
(=000 =-0x { x—x@] " x—x®) }
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man das Bezugssystem so
legen, dass x®) = —x(@ ist. Das aus diesem Potential abgeleitete Kraft-
feld ist dann

_ @ B
F(x):—chD(x):—GNmM{ X X }

x—x@]3 | x—x®)]3

(a) (@)
X—x xX+x
=-—-GNnmM { + }

x—x@]3 " |x4x@]3

Dies ist ein konservatives Kraftfeld, das man sich leicht am Beispiel
x@ = (d,0,0)7, x® = (—d, 0,0)T zeichnerisch veranschaulicht.

Isté;,i=1,...,n,eine Basis, V=) 7, Vi(x)é; ein Vektorfeld, so
ist die Divergenz dieses Vektorfeldes als

0

divv="> :FVi(x) (1.2)
X
i=1

definiert. Auch dies ist eine im R? wohlbekannte Konstruktion. Ins-
besondere wenn V ein Gradientenfeld ist, V = V@&(x), dann ist seine
Divergenz gleich

3

3’d
divgrad @ = Z )
i=1



Die Aussage, dass die Rotation eines Vektorfeldes wieder ein Vektorfeld
ist, ist allerdings eine Besonderheit der Dimension 3. Im R3 hat

rotV=VxV (1.3a)

in der Tat drei Komponenten. In kartesischen Komponenten ausgedriickt
sind diese

av3  av?
(VxV), = P iate (und zyklisch erginzt) , (1.3b)
oder mithilfe des e-Tensors in drei Dimensionen formuliert,
3 3
i 1 ijk BV]( 8V] . ijk 3Vk
(VXV) —5]%_:18 ax—]_w —J;lé‘ 8x—J (13C)

Den tieferen Grund fiir diese Verwandtschaft haben wir in Band 1,
Kap. 5, ausgearbeitet, wir kommen hierauf aber auch in diesem Band
ausfiihrlich zuriick (s. Abschn.2.1.2). Bemerkenswert ist allerdings
auch, dass V x V kein ganz ,richtiges” Vektorfeld sein kann, denn
das Transformationsverhalten von V und das seiner Rotation unter
Raumspiegelung sind entgegengesetzt: wenn V sein Vorzeichen unter P
andert, dann bleibt V x V invariant.

Bemerkungen

1. Uber dem R3, der die einfache Metrik gjx = 8;x zulisst, besteht kein
Unterschied zwischen den kontravarianten Komponenten V* von V
und den kovarianten Komponenten V;. Deshalb kann man statt wie
in (1.3b) — und wie in (1.3c) vorweg genommen — auch

(V X V)1 = % — % (und zyklisch ergiinzt) .
schreiben. Wie die nun folgende Bemerkung erldutert, ist diese leicht
modifizierte die eigentlich richtige Definition der Rotation.

2. Auf dem R” oder, allgemeiner, auf der glatten Mannigfaltigkeit M"
der Dimension n — falls diese einen metrischen Tensor g = {gi}
besitzt — , kann man anstelle der kontravarianten Komponenten V*
des Vektorfeldes V' die kovarianten Komponenten V; =", gix vk
einfithren. Damit ldsst sich als Verallgemeinerung der Rotation ein
schiefsymmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe

. a 0
I'OtVEC, mit Clk:QVk_WVI
definieren. Da Cy; = —Cj; gilt, hat dieser Tensor %n(n — 1) Kompo-

nenten, in der Dimension n = 2 also eine, in Dimension n = 3 drei,
in Dimension n = 4 sechs Komponenten usw. Man sieht somit schon
hier, dass die Rotation nur iiber dem R? die richtige Anzahl Kom-
ponenten hat, um wie ein Vektorfeld behandelt werden zu konnen.

1.1 Gradient, Rotation und Divergenz
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3. Aus der vorhergehenden Bemerkung folgt, dass es nur in Dimension
n =3 sinnvoll ist, die Divergenz einer Rotation zu bilden. Dann gilt
die Aussage

divrotA=V-(VxA)=) " ——A=0. (1.4)
i)k *
Dies ist gleich Null, weil der e-Tensor, der in i und j antisymme-
trisch ist, mit dem symmetrischen Produkt der beiden Ableitungen
multipliziert wird. Ganz allgemein ist die Kontraktion eines in zwei
Indizes symmetrischen Tensors mit einem in denselben Indizes an-
tisymmetrischen Tensor gleich Null. Dies bestitigt man leicht durch
direktes Nachrechnen.
4. Die bekannte Aussage, dass die Rotation eines glatten Gradienten-
feldes gleich Null ist, V x (V <1§(x)) =0, die man aus dem R> kennt,
gilt allgemein:

rotgrad @(x) =0. (1.5)

Dies folgt aus der Gleichheit der gemischten Ableitungen von @(x).
5. Auch in Dimension n # 3 gibt die Kombination aus Divergenz und
Gradient den Laplace-Operator, im R” zum Beispiel
PD(x)
a(xi)z -

n

divgrad @ = Z D(x) .
i=1

Auf einer Mannigfaltigkeit M", die nicht flach ist, oder schon auf
R" bei Verwendung von krummlinigen Koordinaten gilt eine etwas
allgemeinere Formel, die den metrischen Tensor und Ableitungen
davon enthilt und auf die wir weiter unten zuriick kommen.

Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung: Es sei o(r) eine
ganz im Endlichen liegende, stiickweise stetige Ladungsverteilung, die
im Integral die Gesamtladung Q enthilt. Dies bedeutet, dass man eine
Sphére S%e mit Radius R um den Ursprung (dem Symmetriezentrum der
Ladungsverteilung) legen kann, auerhalb derer o(r) verschwindet. Die
Normierungsbedingung besagt, mit d3x = r>drd(cos 0) de,

oY) R
/// d*x o(r) = 4n /rzdr o(r)=4m /rzdr or)=0.
0 0
Aus der Ladungsdichte o(r) werde die differenzierbare Funktion
r oo

1
U(r)=4m { - /r/zdr’ o)+ /r/dr’ o(r)
r

0 r



gebildet. Fiir » > R ergibt sie zusammen mit der Normierungsbedingung
die einfache Form U(r) = Q/r, das ist nichts Anderes als das Coulomb-
Potential zur Ladung Q. Fiir kleinere Werte der Radialvariablen weicht
U(r) i. Allg. von dieser einfachen Form ab. Ist z. B. eine homogene La-
dungsverteilung vorgegeben,
(r) S0 O(R—r) it
r)= —r), mi
¢ 47 R3
Ox)=1 firx>0, X =0 firx<0

der Heaviside-Funktion, so ist

0 (3 1 "
Uinnen(r) = F §R2 — Erz fiir r < R s
0 )
Uauen(r) = — fir r> R.
r
Im Innenbereich ist das Potential U(r) parabelformig, im AuBenbereich
fallt es mit 1/r ab. An der Stelle » = R sind U(r) und seine erste Ab-
leitung stetig, fiir die zweite Ableitung gilt dies aber nicht. Berechnet
man das (negative) Gradientenfeld von U(r) und beachtet, dass V in
sphérischen Polarkoordinaten durch

d 1 a9 19
V=V V. Vo)==, ——., -—
or rsinf d¢p r 90

gegeben ist, dann folgt fiir E=—-VU(r)

Q. Q.
Einnen(x) = Fr e, Eqypen(x) = I”_2 €.

Das Feld E ist radial nach aulen gerichtet, sein Betrag E(r) = |E| ist in
Abb. 1.1 aufgetragen. Im AufBenraum ist dies das bekannte elektrische
Feld um die Punktladung Q, das mit dem inversen Quadrat des Radius
abklingt. Im Innenraum wéchst oder fillt (je nach Vorzeichen von Q)
das Feld linear von Null im Ursprung auf den Wert Q/R? bei R.
Bildet man in diesem Beispiel die Divergenz von E, so folgt mit

1d dU
AU = - 4 (2290
r2dr dr
sowohl im Innen- als auch im AuBenbereich
divE=V -E=—-AU(r) =4mo(r) .

Das ist natiirlich nichts Anderes als die Poisson-Gleichung, die wir
in Abschn. 1.7 ausfiihrlicher diskutieren, hier im Gauf3’schen MalBsys-
tem notiert.

Beispiel 1.3

Vektorpotential eines magnetischen Dipols: Es sei das statische Vektor-
feld

A(x) =

mxx

1.1 Gradient, Rotation und Divergenz
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Abb.1.1. Der Betrag E(r) des elek-
trischen Feldes E(x) = E(r)é, fiir die
homogene Ladungsverteilung mit Ra-
dius R

14
E(r)/E(R)

0.5+

gegeben, wo m ein konstanter Vektor ist. Es soll B =rot A berechnet
werden. Als Beispiel sei hier die 1-Komponente angegeben:

Ly O _ 9
B0 = 5 Asw) — - 5 A2

9 (m'x?—m2x! 9 (m3x!'—mlx3
o a2 r3 x3 r3

b3
= 2m—3 + - [—m1 2+ mx P+ mxd —m! (x3)2]
r r

1 1
m 3x
=——=+t —S[mlx1 +m2x2+m3x3]
r r
1 I
=< (-m'+3@ mz'),
’
wobei im vorletzten Schritt ein Term 3m!(x')?/r> addiert und subtra-
hiert und ¥ = x/r eingesetzt wurden. Das Ergebnis ist somit

| A
B(x) = r—3(3(x-m)x—m) .

Wenn m ein statischer magnetischer Dipol ist, dann beschreibt B(x) das
Induktionsfeld im AuBenraum, das von diesem erzeugt wird.



1.2 Die Integralsitze im Fall des R?

In einer auf dem Raum R3 zulissigen einfachen Notation lauten die
wichtigsten Integralséitze, auf denen die Elektrodynamik aufbaut, fol-
gendermallen:

Gaul'’scher Satz

Es sei F eine glatte, orientierbare, geschlossene Fliche, die in den
R3 eingebettet ist und die ganz im Endlichen liegt. Es sei V(F) das
von dieser Fliche eingeschlossene Volumen und es sei V ein glattes
Vektorfeld. Dann gilt

/f/d%V-V://dav-ﬁ. (1.6)
F

V(F)

Hierbei ist 2 die nach auBen gerichtete Flichennormale am Ort des
Flachenelements do.

Die Relation (1.6) verkniipft das Volumenintegral der Divergenz
eines Vektorfeldes mit dem Integral seiner nach auflen gerichteten Nor-
malkomponente iiber die Fliche, die das Volumen einschlieft. Dabei
kommt es nicht darauf an, ob V statisch, d.h. nur von x abhéngig oder
nichtstatisch, d. h. eine Funktion V (¢, x) der Zeit und des Ortes ist. Man
kann sich die rechte Seite von (1.6) als die Bilanz einer Strémung durch
die Fliche F hindurch vorstellen, die durch die Normalkomponente von
V gegeben ist. Die Divergenz im Integranden der linken Seite ist so
etwas wie eine ,,Quellstirke”, die diesen Fluss fiittert. Hier folgt ein
Beispiel fiir die Anwendung des Gauf3’schen Satzes.

Elektrisches Feld der homogenen Ladungsverteilung. Die Ladungs-
verteilung sei kugelsymmetrisch und homogen, o(x) =3Q/(47R%)
O(R —r). Die Divergenz des elektrischen Feldes ist proportional zur La-
dungsdichte, V- E =4mp. Da keine Richtung ausgezeichnet ist, kann
das Feld nur in die radiale Richtung zeigen, muss also die Form
E = E(r)é, haben. Setzt man diesen Ansatz anstelle von V in den
GauB’schen Satz ein und wihlt fir F die Sphire S? mit Radius r um
den Ursprung, so gibt die rechte Seite von (1.6) die skalare Funktion
E(r) mal dem Flicheninhalt der S2, d.h. E(r)47r?. Auf der linken Seite
macht man die Fallunterscheidung

r<R: 4m /// dxo@r) = (4m)? /r’zdr' <4i%3
0

) OR-7)

1.2 Die Integralsdtze im Fall des

3
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Die Maxwell’schen Gleichungen

Abb.1.2. Um das Symmetriezentrum
einer kugelsymmetrischen Ladungsver-
teilung o(r) legt man z.B. eine Sphire
S,2 und integriert o(r) iiber das von ihr
eingeschlossene Volumen. Das elektri-
sche Feld auf S? ist radial gerichtet und
folgt aus dem Gauf’schen Satz

r>R: 4nf//d3xg(r)=4nQ.

Der Vergleich mit der rechten Seite ergibt das aufgrund des Beispiels 1.2
erwartete Resultat
0 0
r2’

Einnen(r) = Fr s Eaupen(r) = (E=E®e,) .

Abbildung 1.2 illustriert die Geometrie dieses einfachen Beispiels.

Stokes’scher Satz

Es sei C ein glatter, geschlossener Weg und es sei F(C) eine von
C begrenzte, ebenfalls glatte (orientierbare) Fldche. Fiir ein glattes
Vektorfeld V, das auf F inklusive seines Randes definiert ist, gilt

//do(va)-ﬁzfds-V. (1.7)

F(e)

Hierbei ist 7i die orientierte Flichennormale auf F(C), ds ist das ge-
richtete Linienelement auf €. Diese Orientierungen sind so korreliert,
dass die geschlossene Kurve € und # eine Rechtsschraube bilden.

Bemerkungen

1. Fiir die Giiltigkeit des Gaul3’schen Satzes genligt es zu fordern, dass
die Fliche F, die das Volumen V(F) berandet, stiickweise glatt sei.
Sie kann also beispielsweise wie die Oberflache eines Fulballs aus-
sehen: die Flédche ist iiberall stetig und besteht aus endlich vielen,
glatten Teilstiicken. Auch im Stokes’schen Satz kann man zulassen,
dass die Randkurve C nur stiickweise glatt ist.

Beiden Integralsitzen (1.6) und (1.7) ist gemeinsam, dass sie ein In-
tegral iiber eine kompakte Mannigfaltigkeit M mit Rand mit einem
Integral iiber deren Rand verkniipfen, den man in der Differen-
tialgeometrie mit dM bezeichnet. Im Gaul3’schen Satz ist M ein
kompaktes Gebiet V(F) im R3, 9M ist seine Oberfliche F. Im Sto-
kes’schen Satz ist M eine zweidimensionale, in den R3 eingebettete,
berandete Fliche, dM ist deren Randkurve. Auflerdem erscheint im
Integral iiber dM eine Funktion des Vektorfeldes V, im Integral iiber
M erscheint dagegen eine Funktion der ersten Ableitungen von V,
einmal die Divergenz im Gauf3’schen Satz, das andere Mal die Ro-
tation im Stokes’schen Satz. In Tat und Wahrheit handelt es sich
bei (1.6) und (1.7) um ein und denselben Satz, wenn auch fiir unter-
schiedliche Dimensionen von M. In Abschn.2.1.2 wird man sehen,
dass dieser wichtige Integralsatz in der Sprache der duBleren For-
men allgemein, d.h. fiir jede Dimension n formuliert werden kann.
Er sagt, um dies hier vorweg zu nehmen, folgendes: Ist w eine

N



(n — 1)-Form mit kompaktem Triger auf der orientierten, berande-
ten Mannigfaltigkeit M definiert und iibernimmt man die dadurch
induzierte Orientierung fiir ihren Rand dM, so gilt

M o ﬂvl @ (1.8a)

=1/ am
oder, etwas kompakter geschrieben

/da):/a). (1.8b)
M oM

Im Satz (1.6) ist w eine 2-Form, dw eine 3-Form, im Satz (1.7) ist w
eine Einsform, ihre duBere Ableitung dw eine 2-Form. Mehr davon
in Abschn.2.1.2!

3. Hier kommt ein besonders einfaches Beispiel fiir den Stokes’schen
Satz: Die Mannigfaltigkeit sei eine glatte Kurve M = y, die von a
nach b lduft, w sei eine Funktion oder, in der Sprache der dufleren
Formen, eine Nullform, w = f. Der Rand dM von M besteht aus den
Punkten a und b, 0M = {a, b}, und dw = df ist das totale Differen-
tial von f. Aus der allgemeinen Form (1.8b) zuriick iibersetzt lautet
der Stokes’sche Satz hier

/ df=/bdt%=f(b)—f(a)=/f,
M=y a M

wovon der mittlere Teil wohlvertraut ist.

Green’sche Satze

Der Gaull’sche Satz (1.6) hat zwei Varianten, die u. A. bei der Diskus-
sion von Randwertproblemen im R> von groBem Nutzen sind.

Erster Green’scher Satz

Es seien @(¢,x) und ¥(f, x) im Argument x C2-Funktionen. Es sei
V(F) ein endliches Volumen und F = 9V seine Oberfliche wie im
Gauf’schen Satz. Dann gilt

///CP (PAV +V® - V) //da@—. (1.9)

V(F)

Dieser Satz ist eine direkte Anwendung des Gauf3’schen Satzes (1.6),
wenn man dort das Vektorfeld

V(t,x) = ®(t,x) (VU(1,x))

1.2 Die Integralsdtze im Fall des

3
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einsetzt und die Produktregel fiir die Differentiation verwendet,
V(PVY)=VD VU + DAY .

Notiert man den Satz (1.9) mit den Funktionen & und ¥ vertauscht und
subtrahiert man die beiden so erhaltenen Formeln voneinander, dann er-
hilt man den zweiten Green’schen Satz:

Zweiter Green’scher Satz

Unter denselben Voraussetzungen wie im Gauf3’schen Satz gilt

/f/d3 (GAY —wAD) //da <¢__lpc‘;¢). w10

V(F)

In beiden Fillen ist mit 0¥/di bzw. d®/di die Normalableitung ge-
meint, das ist die Richtungsableitung der jeweiligen Funktion in Rich-
tung der Flichennormalen 72 am betrachteten Punkt der Fliche F, die
auch anders als 7i- VW bzw. fi- V@ geschrieben werden kann.

1.3 Maxwell’sche Gleichungen in integraler Form

Dieser Abschnitt fasst die Maxwell’schen Gleichungen in der integralen
Form zusammen, wie sie in makroskopischen Experimenten ganz un-
terschiedlicher Art direkt und indirekt getestet oder angewandt werden.
Ich setze voraus, dass der Leser/die Leserin die wichtigsten Experimente
zur klassischen Elektrodynamik und die daraus zu ziehenden Schliisse
schon von Schulzeiten her oder aus Vorlesungen iiber Experimentalphy-
sik kennen.

1.3.1 Das Induktionsgesetz

Es sei C eine glatte Kurve endlicher Linge, ds das Linienelement ent-
lang dieser Kurve und sei E(¢, x) ein elektrisches Feld. Dann nennt man
das Wegintegral |, e ds - E(t, x) die elektromotorische Kraft.

Sei nun ein magnetisches Induktionsfeld B(¢, x) vorgegeben, das so-
wohl zeitlich als auch rdumlich verinderlich sein darf, und sei € eine
glatte, jetzt aber geschlossene Kurve im R>, die eine glatte Fliche F
berandet. Sowohl die Fliche F als auch ihre Randkurve C konnen
durchaus zeitlich verinderlich sein, allerdings sollen alle Anderungen
mindestens stetig, oder sogar ihrerseits glatt sein. Die Flidche soll ori-
entiert sein, die lokale Flichennormale sei mit 7i(z, x) bezeichnet. Dann
ist der magnetische Fluss durch die Fldche F als das Flachenintegral



1.3 Maxwell’sche Gleichungen in integraler Form
D(1) := // doB(t, x) -i1(t, x) (1.11)
F

definiert. Das Faraday’sche Induktionsgesetz verkniipft die zeitliche
Anderung des magnetischen Flusses mit der entlang der Randkurve in-
duzierten elektromotorischen Kraft

Faraday’sches Induktionsgesetz (1831)
4 / d A
%ds-E(r,x):—fFa‘// do B(t,x)-f(t, x) , (1.12)
(¢ F

X eC,xeF.

Der Faktor fr ist dabei reell-positiv und héngt von der Wahl der phy-
sikalischen Finheiten ab: Im rationalen MKSA-System, dem sog. SI-

System ist er fr= 1, im Gauf3’schen Mafsystem ist er frp = %

Bemerkungen

1. Im Integranden der linken Seite steht die Tangentialkomponente
des elektrischen Feldes entlang der Randkurve, im Integranden der
rechten Seite dagegen die Normalkomponente des magnetischen In-
duktionsfeldes am betrachteten Punkt auf der Fldche. Das negative
Vorzeichen der rechten Seite enthilt eine physikalische Aussage: die
Richtung des in der Kurve C induzierten Stroms ist derart, dass der
eigene, von diesem Strom erzeugte magnetische Fluss der zeitlichen
Anderung des Flusses der rechten Seite von (1.12) entgegen wirkt.
Das ist der Inhalt der sog. Lenz’schen Regel.

. Das Gesetz (1.12) fasst eine Fiille von unterschiedlichen experi-
mentellen Beobachtungen zusammen. So kdnnen beispielsweise die
Fldche und ihre Randkurve beziiglich des Intertialsystems eines Be-
obachters fest vorgegeben sein, das Induktionsfeld aber zeitlich ver-
dnderlich sein. Ein sehr einfaches Beispiel wire ein Kreisring, durch
den man einen Permanentmagneten so bewegt, dass der magneti-
sche Fluss zu- oder abnimmt. Umgekehrt kann das Feld B(x) fest
vorgegeben und moglicherweise sogar homogen sein, wihrend die
geschlossene Schleife durch das Feld in einer Weise bewegt wird,
dass der Fluss @(t) zeitlich verdnderlich ist (Elektromotoren!).

Die vorhergehende Bemerkung wirft ein Problem auf, das man

genauer untersuchen muss. Es kann durchaus eine experimentelle

Situation auftreten, bei der das elektrische Feld am Raumzeitpunkt

(¢, x") der linken Seite in einem anderen Bezugssystem vorgegeben

ist als das Induktionsfeld B(z,x) der rechten Seite. (Dies ist der

Grund warum wir auf der linken Seite vorsichtshalber E’ statt E ge-

schrieben haben.) Auf die Frage, die damit gestellt wird, gibt es hier

eine erste Antwort, spiter eine wesentlich tiefergehende Analyse.

\S]

et
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Stellen wir uns vor, die Form der Leiterschleife und der von ihr be-
randeten Fliche seien fest vorgegeben. Diese starre Anordnung moge
sich relativ zu demjenigen Bezugssystem bewegen, in dem das In-
duktionsfeld B definiert ist. Von einem mit C mitbewegten System
(momentanes Ruhesystem der Anordnung) aus gesehen ist

d ]
- - .V
&= ut?

und, auf die rechte Seite von (1.12) angewandt,
B 8B+( V)B 8B+V (Bxv)+(V-B)
—_— = . = — x (B x -B)v.
dr o TV or Y

(Die Terme (B-V)v— B(V -v) verschwinden, wenn v als konstanter
Vektor festgehalten wird.)

Greifen wir voraus und nehmen zur Kenntnis, dass das Induktions-
feld immer divergenzfrei ist, V- B =0, setzen diese Entwicklung in
(1.12) ein, dann ldsst sich der Rotationsterm mittels des Stokes’schen
Satzes (1.7) in ein Wegintegral iiber den Rand € verwandeln. Es er-
gibt sich

%ds.[E/—fF(va)] (t, x) =—fF// do 8Bétt,x) At x) .
e F

(1.13a)

Jetzt zumindest sind die Integranden auf beiden Seiten auf ein und
dasselbe System bezogen und es liegt nahe,

[E'— fr(vx B)] = E (1.13b)

als das mit dem Induktionsfeld B zu vergleichende, elektrische Feld
zu interpretieren. Die Differentialoperatoren wirken jetzt nur noch
auf die Integranden, aber nicht auf das Integral der rechten Seite als
Ganzer.

1.3.2 Das Gaul¥’sche Gesetz

Neben dem elektrischen Feld ist die dielektrische Verschiebung D(t, x)
ein wichtiges Bestimmungsstiick der Elektrodynamik. Im Vakuum ist
dieses Vektorfeld proportional zum elektrischen Feld, D(¢, x) o< E(t, x),
und damit wesensgleich mit diesem. In polarisierbaren Medien sind die
beiden Typen von Vektorfeldern iiber die Relation D = ¢E verknlipft,
wo ¢(x) ein Tensor zweiter Stufe ist und die Eigenschaften des Medi-
ums — hier also seine elektrische Polarisierbarkeit — beschreibt.

Das GaufB’sche Gesetz setzt den Fluss der dielektrischen Verschie-
bung durch eine geschlossene Fliache in Beziehung zur gesamten, durch
diese Fldche eingeschlossenen elektrischen Ladung.
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GauB’sches Gesetz

Es sei F eine geschlossene, glatte oder wenigstens stiickweise glatte
Flache, V(F) sei das von F definierte und eingeschlossene, raumliche
Volumen. Wenn o(t, x) eine vorgegebene elektrische Ladungsdichte
beschreibt, so gilt

/fda (D, x') - i) =fG[f/d3x o(t,x) = fGQv . (1.14)
F

V(F)

Die reelle, positive Konstante fg ist universell, hingt aber vom ge-
wihlten System physikalischer Einheiten ab, 71 ist die nach aufen
gerichtete Flichenormale und Qy ist die im Volumen V(F') einge-
schlossene Gesamtladung.

Bemerkungen

1. Auf der linken Seite steht die Bilanz des Flusses des Vektorfeldes D
durch die Oberfliche. Diese kann positiv, negativ oder Null sein.
Die Abb. 1.3 zeigt das Beispiel zweier gleicher Kugeln, die entge-
gengesetzt gleiche Ladungen ¢g; = ¢ und ¢, = —¢q tragen. Da die
Gesamtladung Q = g1 + ¢ gleich Null ist, verschwindet die Bilanz
des Flusses der Verschiebung iiber jede Oberfliche, die die Kugeln
vollstindig einschlieft.

2. Die Konstante auf der rechten Seite von (1.14) hat den Wert Abb. 1.3. Um zwei geometrisch gleiche,

aber entgegengesetzt gleich geladene

Kugeln wird als geschlossene Fliche

fc =4x im Gaul’schen Malisystem. ein Ellipsoid gelegt. Obwohl der Fluss
. i . . des Vektorfeldes D lokal nicht Null ist,
3. Wenn D proportional zum elektrischen Feld E ist, D = ¢E mit kon-  jg¢ seine Bilanz iiber die ganze Fliche

stantem Faktor ¢, und wenn D nicht von der Zeit abhéngt, dann folgt gleich Null, weil die eingeschlossenen
aus (1.14) die Poisson-Gleichung: Man verwandelt dazu die linke Ladungen sich zu Null addieren

Seite unter Verwendung des Gauf3’schen Satzes (1.6) in ein Volu-

menintegral der Divergenz iiber V(F'). Da die Wahl der Flache F

und damit des hiervon eingeschlossenen Volumens beliebig ist, miis-

sen die Integranden der linken und der rechten Seite gleich sein und

es folgt

1
V.-E(Xx) = ngQ(x) . (1.15a)

Stellt man hier das elektrische Feld als Gradientenfeld dar!, E =
—V&(x), dann ergibt sich die Poisson-Gleichung

fo=1 im SI-System,

1
ADP(x) =—fg—o(x) . (1.15b)

. . .8 . I Hier greifen wir vor, indem wir aus-
Sind die Felder nicht stationér, sondern héngen von x und von 7 ab, nutzen, dass in zeitunabhéngigen Situa-
so folgt aus (1.14) nur tionen das elektrische Feld wirbelfrei

ist. Das gilt natiirlich nicht im allgemei-
V-D(t,x) = fco(t, x) , (L.15¢)  pen Fall!
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- ©

iit, X)

Abb. 1.4. Modell eines diinnen zylindri-
schen Leiters

der Zusammenhang zwischen D und E bleibt offen. Dies ist
iibrigens schon eine der Maxwell’schen Gleichungen in lokaler
Form.

4. Eine weitere, fiir das Folgende wichtige Aussage ldsst sich ge-
winnen, wenn man das Gauf3’sche Gesetz (1.14) auf magnetische
Ladungen und die von ihnen erzeugte magnetische Induktion iiber-
triagt. Das Experiment sagt uns, dass es keine freien magnetischen
Ladungen gibt. Jeder statische Permanentmagnet hat einen Nord-
und einen Siidpol, die sich auf keine Weise trennen oder isolieren
lassen. Wenn immer man den Magneten in kleinere Teile zu zerlegen
versucht, findet man Bruchstiicke, die ebenfalls Nord- und Siidpole
haben. Das Integral der rechten Seite von (1.14) ist daher fiir jedes
Volumen V(F) gleich Null, wenn man dort die magnetische La-
dungsdichte einsetzt. Deshalb erwartet man die folgende allgemeine
Aussage: Es ist

/fda (B(t,x')-A) =0 (1.16)
F

fiir jede glatte oder stiickweise glatte Fliche. Wendet man auf die
linke Seite (ebenso wie in der vorhergehenden Bemerkung) den
Gauf’schen Satz (1.6) an und beachtet, dass die Fliche F und da-
mit das von ihr eingeschlossene Volumen V(F') vollkommen beliebig
sind, so folgt die lokale Gleichung

V.-B(t,x)=0. (1.17)

Die Gleichung (1.16) driickt die Erfahrungstatsache aus, dass die
magnetische Induktion an keiner Stelle des Raums Quellen besitzt.

1.3.3 Gesetz von Biot und Savart

Es ist wohlbekannt, dass stromdurchflossene Leiter im Aufenraum ma-
gnetische Felder erzeugen, auch dann, wenn die elektrischen Strome
stationdr sind. Unter einem Leiter stellt man sich gemeinhin einen diin-
nen Draht, also ndherungsweise eine Kurve im R3 vor, durch den die
Stromstidrke J flieBt. Andererseits ist es einfacher, weil von speziellen
experimentellen Aufbauten unabhingig und zugleich allgemeiner, ein
Vektorfeld der Stromdichte j(t,x’) einzufiihren, das als die pro Zeitein-
heit in der Richtung } durch die Einheitsfliche tretende Ladung definiert
ist. Die Stromstérke ist dann — etwas locker definiert — das Integral von
J tber den Leiterquerschnitt. Um dies zu veranschaulichen, betrachten
wir ein einfaches Modell. Es sei ein gerader, zylindrischer Leiter mit
Querschnitt F gegeben, der in 3-Richtung ausgerichtet ist. Die Strom-
dichte sei ebenfalls der Richtung €3 proportional und sei nur innerhalb
des Zylinders ungleich Null. Bezeichnet wie in Abb. 1.4 ds ein Stiick
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des Leiters, do das Fliachenelement quer zur 3-Richtung, so ist

Jds = /da lj(t, x)| | ds.
F

In differentieller Form sagt das Gesetz von Biot und Savart aus, dass
der Anteil ds des Leiters einen Beitrag

L .

dH X —=
4r x|

zum Magnetfeld H erzeugt. Nimmt man diese beiden Formeln zusam-
men und ldsst jetzt zu, dass die Stromdichte j(¢, x) zwar weitgehend
beliebig ist, aber ganz im Endlichen liegt, dann ist die folgende integrale
Form des Biot-Savart’schen Gesetzes einleuchtend:

Biot-Savart’sches Gesetz (1822)

Die Stromdichte j(z, x") liege ganz im Endlichen und sei ein glattes
Vektorfeld. Dann ist das durch diese Verteilung erzeugte Magnetfeld
gegeben durch

H(t,x) = %/// &x' jit, %) x L",P (1.18)

lx—x

Dieser Ausdruck gilt im Auflen- ebenso wie im Innenraum der Quell-
verteilung j(x). Der Wert des konstanten Faktors fgs ist von der
Wahl des Systems der Einheiten abhéngig.

Der Ortsvektor x bezeichnet den Aufpunkt, in dem das Feld gemes-
sen wird, x’ ist das Argument, mit dem die gegebene Verteilung j (¢, x)
abgetastet wird. Die Abb. 1.5a illustriert den differentiellen Beitrag des
Stromelements Jds eines stromdurchflossenen Leiters zum Magnetfeld,
in Abb. 1.5b ist eine mogliche Stromdichte skizziert, die ganz im End-
lichen liegt, d. h. von einer Kugel mit Radius R eingeschlossen gedacht
werden kann.

1.3.4 Die Lorentz-Kraft

Eine weitere wichtige, vom Experiment bestétigte Erfahrungstatsache
steckt im Ausdruck fiir die Kraftwirkung von beliebigen elektrischen
Feldern E(t, x) und Induktionsfeldern B(t, x) auf ein Punktteilchen,
das die elektrische Ladung ¢ trdgt und sich mit der Geschwindigkeit
v relativ zu demjenigen Bezugssystem K bewegt, beziiglich dessen
die Felder E und B definiert und vorgegeben sind.

X

Abb. 1.5. (a) Ein diinner, vom Strom J
durchflossener Leiter erzeugt ein Ma-
gnetfeld in seinem AufBlenraum, wobei
das Stromelement Jds den Anteil dH
beitrdgt. (b) Eine Stromdichte, die ganz
im Endlichen liegt. Das Gesetz von
Biot und Savart beschreibt das von die-
ser erzeugte Magnetfeld auflerhalb und
innerhalb des Gebiets, wo die Strom-
dichte ungleich Null ist

15
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Lorentz-Kraft auf ein geladenes Punktteilchen

Bewegt sich ein Teilchen der Ladung ¢ mit der momentanen Ge-
schwindigkeit v durch die in einem Bezugssystem K vorgegebenen
Felder E(¢, x) und B(t, x), so spiirt es das Kraftfeld

F(t,x)= q(E(t, x) + frv x B(t, x)) . (1.19)

In dieser Formel ist der Betrag der Geschwindigkeit kleiner als die
oder gleich der Lichtgeschwindigkeit, |v| < c.

Bemerkungen

1. Der Faktor ff liegt eindeutig fest, hiangt aber von der Wahl der phy-
sikalischen Einheiten ab. Er ist derselbe wie der Vorfaktor auf der
rechten Seites des Induktionsgesetzes (1.12), d.h. er ist gleich 1 im
SI-System, in Gauf’schen Einheiten ist er dagegen fr=1/c.

2. Der erste Anteil, gE(t, x), ist die schon bekannte Kraftwirkung in
elektrischen Feldern. Der zweite Anteil ist mit dem Biot-Savart’schen
vertriglich. Dies wird plausibel, wenn man das entlang der Bahn-
kurve r(r) bewegte geladene Teilchen als Stromdichte j(¢,x) =
q7(H)d(x —r(¢)) beschreibt und die Kraftwirkung eines Induktions-
feldes auf diese ausrechnet.

3. Der Ausdruck (1.19) fiir das Kraftfeld ist exakt und gilt fiir alle mit
der Speziellen Relativititstheorie vertriglichen Geschwindigkeiten.
Auf diese wichtige, vom Experiment bestitigte Aussage kommen
wir ausfiihrlich zuriick.

1.3.5 Die Kontinuitatsgleichung

Eine weitere, fundamental wichtige Aussage ist die der Erhaltung der
Ladung:
Die elektrische Ladung ist unter allen Wechselwirkungen erhalten.
Dabei ist es wichtig zu bemerken, dass dies nicht nur global, bei Integra-
tion iiber Volumina im R3, sondern lokal in jedem Raumbereich gilt.
Versuchen wir dieses Gesetz in einer weitgehend allgemeinen, in-
tegralen (d.h. im Experiment direkt nachpriifbaren) Form zu fassen,
so wire das folgende Modell sicher physikalisch verniinftig: Eine zeit-
abhingige Ladungsdichte o(t,x), die ganz im Endlichen liegt, und
eine von den Bewegungen der in o enthaltenen Ladungen erzeugte
Stromdichte j(z,x) seien vorgegeben. Mit jeder (stiickweise) glatten,
geschlossenen Fliche F und dem von ihr eingeschlossenen Volumen
V(F) gilt die Bilanzgleichung

d 3 . / ~
—afffdxg(z,x)=f/da(1(z,x)-n), (1.20)
F

V(F)
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oder, in Worten, die negative zeitliche Anderung der im Volumen V
eingeschlossenen Ladung Q(V) ist gleich dem gesamten iiber dessen
Oberfliche integrierten Fluss der elektrischen Stromdichte. Hat Q(V)
abgenommen, so muss in der Bilanz iiber die Fliche mehr Strom aus-
als eingetreten sein; hat Q (V) zugenommen, so muss insgesamt Ladung
in das Volumen hinein gestromt sein.

Verwandelt man die rechte Seite von (1.20) mit Hilfe des Gaul3’-
schen Satzes (1.6) in ein Volumenintegral {iber die Divergenz von j und
nutzt aus, dass die gewonnene Aussage fiir jede beliebige Wahl dessel-
ben und damit fiir die Integranden selbst gelten muss, dann erhdlt man
die differenzielle Form der Kontinuitétsgleichung:

Kontinuitatsgleichung

do(t, x)

o +V.jit,x)=0. (1.21)

Bemerkungen

1. In dieser Gleichung gibt es keine vom Einheitensystem abhiingigen,
relativen Faktoren. Dies liegt daran, dass die physikalische Dimen-
sion der elektrischen Stromdichte kraft ihrer Definition durch die
gewihlte Einheit der Ladung schon festgelegt ist. Die oben angege-
bene Formel fiir die Stromdichte, die einem mit Geschwindigkeit v
fliegenden Teilchen der Ladung e entspricht,

J(t,x) =ev()d(x—r(@)),

gibt ein Beispiel hierfiir. Misst man e in cgs-Einheiten, dann sind die
Dimensionen der Ladung und der Stromdichte aus den Einheiten M
der Masse, L der Linge und T der Zeit abgeleitete Dimensionen,

[e] = M!/2L3/2T1 1= M/2 L1272

Konkret sind dies also 1 g'/2cm?/2s~! fiir die Ladung, bzw. 1 g!/?-
ecm~ /2 s72 fiir die Stromdichte. Die Ladungsdichte o ist als Ladung
pro Volumeneinheit definiert; somit bestitigt man leicht, dass (1.21)
in den physikalischen Dimensionen richtig ist.

Im SI-System erhélt die elektrische Ladung eine eigene FEinheit,
[e] =1 C (Coulomb), die Stromstidrke wird in Ampere 1 A gemessen,
so dass die Dimension der Stromdichte [j]=1Cm2s~!=1Am™?
ist. Dabei haben wir benutzt, dass die Einheit der Ladung 1C =
1 As, d.h. dass 1 Coulomb gleich 1 (Ampere x Sekunde) ist.

In Band 1, Kap. 4 hat man gelernt, dass die Operation der Divergenz
div(a) = V -a, die im R? wohlvertraut ist, auf die vierdimensionale
Raumzeit der Speziellen Relativititstheorie verallgemeinert werden

»
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kann. Dort lautet der entsprechende Operator mit x* = ¢z, {x'} = x:

d d d d d 10 v (1.222)
— =, —, =, | =| ——, . .zZa
Axt ax0’ ax!’ 9x2’ 9x3 c ot

Das Verhalten dieses Differentialoperators unter eigentlichen, or-
thochronen Lorentz-Transformationen A € Ll ruft man sich leicht
wieder ins Gedichtnis, wenn man ihn auf das Lorentz-skalare Pro-
dukt a-x =a%+" —a-x = a,x* aus einem konstanten Vierervektor a
und aus x anwendet, dann ist ndmlich

E))c_ﬂ(a X)=ay .
Die Ableitung einer Invarianten wie (a-x) nach dem (kontravari-
anten) Argument x* gibt a,, das ist eine kovariante GroBe in der
Terminologie von Band 1, Kap. 4. Mit Blick auf dieses Transfor-
mationsverhalten schreibt man den Operator (1.22a) auch in einer
Weise, die dieses Verhalten augenfillig macht,

{0} = (30, 01, 82, 33) . (1.22b)

Unterwirft man die Punkte x der Raumzeit einer Lorentz-Transfor-
mation, z. B. der Speziellen Lorentz-Transformation

y 00 By
~ 0100 . v 1
L(ves) = , mit f=—-,y=——,
0010 c /1— B2
By 00 y

so werden in (1.21) die Ableitungsterme nach ¢ und nach x! in einer
zunichst scheinbar uniibersichtlichen Weise vermischt. Wenn allerdings
die Ladungsdichte und die Stromdichte sich wie folgt zu einer Vierer-
Stromdichte j zusammenfassen lieBen,

T 0

Jj=(co(x), j(x)) mit x = (%, 0)7, xO=cr, (1.23)

und wenn j*(x) sich unter A € Ll kontravariant transformierte, so wire

co(t,x))+V-jt,x)=0
(1.24a)

mit der Kontinuititsgleichung (1.21) identisch und konnte in der
Lorentz-invarianten und sehr kompakten Form

10
0" () = 0/ + V() = = =

3" (x) =0 (1.24b)

geschrieben werden. Was man Ladungsdichte nennt und was Strom-
dichte ist dann aber abhingig davon, in welchem Bezugssystem man
sich als Beobachter befindet.
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3. Man muss sich dariiber klar sein, dass die Grundgleichungen der Max-
well’schen Theorie zwei unterschiedliche Gruppen von physikalischen
GroBen enthalten: einerseits die elektromagnetischen Felder E(t, x),
H(t,x), D(t,x) und B(t, x), andererseits die Quellterme o(z, x) und
J(t, x). Wihrend die Groflen der ersten Gruppe sozusagen ,,fiir sich
alleine leben* konnen, d.h. durch physikalisch aussagekriftige, in
Experimenten im Vakuum nachpriifbare Bewegungsgleichungen ver-
kniipft sind, betreffen die GroBen der zweiten Gruppe die in ganz
unterschiedlichen materiellen Formen vorliegenden Ladungstriger.
Die erste Gruppe kann man etwas verkiirzt die ,,Strahlung* nennen,
die zweite die ,,Materie®. Die Materie wird durch andere Bewegungs-
gleichungen beschrieben als die Strahlung, sie hat also zunéchst ihre
eigene Dynamik, z. B. die klassische Mechanik oder die Quantenme-
chanik, die man in den Binden 1 und 2 kennen gelernt hat. Die Frage,
die in der vorhergehenden Bemerkung aufgeworfen wird, ist somit
die Frage, ob die Materie durch eine unter der Speziellen Relativi-
titstheorie invariante Theorie beschrieben wird und — natiirlich — ob
diese die absolute Erhaltung der elektrischen Ladung enthilt. Nur un-
ter diesen Bedingungen wird man die Quellterme der Maxwell’schen
Gleichungen in der Form einer Vierer-Stromdichte j(x) zusammenfas-
sen konnen, die das richtige Transformationsverhalten besitzt.

4. An die vorhergehende Bemerkung schliefft sich ein einfaches Bei-
spiel an. Ein geladenes Punktteilchen, das sich gemil3 der Speziellen
Relativitétstheorie auf der Weltlinie x(7) bewegt, wo t die Eigenzeit
ist, hat die Geschwindigkeit

u(t) = —x(r) (yc,yv)T

Die Welthme x(7) verldauft an jedem Punkt der Raumzeit zeitar-
tig gerichtet, womit zum Ausdruck kommt, dass die momentane
Geschwindigkeit immer wunterhalb der Lichtgeschwindigkeit bleibt.
Die Vierergeschwind1%kelt ist so normiert, dass ihre invariante, qua-
drierte Norm gleich ¢~ ist,

u> =’ —u —c2y2(1 ,32):c2.
Wihrend x(7) und u(t) koordinatenfrei definiert sind — die Eigen-
zeit 7 ist ein Lorentz-Skalar! —, setzt die Zerlegung u = (yc, yv)”
voraus, dass ein Bezugssystem K ausgewihlt wurde.

Dieses Teilchen, das die Ladung e tragen moge, erzeugt die Strom-
dichte

j(y) = ec / dr u(y) 8Y (y—x(v) . (1.25)

Dies ist einerseits tatsdchlich ein Lorentz-Vektor: die Geschwindigkeit
u ist ein solcher, die Eigenzeit und das Produkt der vier Delta-
Distributionen sind Lorentz-Skalare, womit klar wird, dass auch j
ein Lorentz-Vektor ist; andererseits ergeben sich in jedem Bezugssys-
tem K die erwarteten Ausdriicke fiir die Ladungs- und Stromdichten.
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Dies sieht man, wenn man das Integral iiber T mit der Beziehung
dt = d¢’/y zwischen Eigenzeit und Koordinatenzeit ausfiihrt und
hierbei die Formel 8(y° — x(1)) = 8(ct —ct’) = 8(t —t") /c verwendet,

Jty) =ces® (y—x0) =colt, y)
Jity)=ev 8P (y—x®), i=12.3.

Gleichung (1.25) beschreibt die vom bewegten Teilchen erzeugten
Dichten ¢ und j richtig und obendrein in einer Form, die ihren
Charakter als Lorentz-Vektor offensichtlich macht. Dass j(y) die
Kontinuititsgleichung 9, j*(y) = 0 erfiillt, ist eine Ubungsaufgabe.

1.4 Die Maxwell’schen Gleichungen in lokaler Form

Die integrale Form der Grundgleichungen (1.12), (1.14), (1.16) und
(1.18) hat den Vorteil, dass sie tatsdchlich messbare GroBen enthilt
und daher direkt mit den Ergebnissen von Experimenten vergleichbar
sind. Thr Nachteil ist, dass sie konkrete Anordnungen wie Leiterschlei-
fen, Volumina, geschlossene Flichen u. dgl. enthalten und dass sie
Dinge verkniipfen, die nicht ohne Weiteres als ,,Ereignisse® interpre-
tiert werden konnen, d.h. als physikalische Phinomene, die an einem
definierten Ort x zur definierten Zeit ¢ stattfinden. Um von derlei kon-
kreten experimentellen Aufbauten wegzukommen, iiberfithrt man die
Grundgleichungen unter Verwendung der Integralsidtze aus Abschn. 1.2
in lokale Gleichungen, d.h. in partielle Differentialgleichungen, die am
selben Raumzeitpunkt (z, x) formuliert sind. Man gewinnt damit zweier-
lei: zum Einen sind in solchen lokalen Gleichungen alle (historischen)
experimentellen Anordnungen enthalten, aus denen man die Maxwell-
Gleichungen in integraler Form abstrahiert hat; zum Anderen erlauben
sie es, neue, von den Ersteren unabhingige Experimente vorzuschlagen
und auf diese Weise die Theorie neuen Tests zu unterwerfen.

Ein beriihmtes Beispiel sind die elektromagnetischen Wellen im Va-
kuum: Aus den Maxwell’schen Gleichungen in lokaler Form folgt die
Wellengleichung, deren Losungen zu vorgegebenen Randbedingungen
berechnet werden konnen. Diese Konsequenz der Theorie wurde 1887
in den Versuchen Heinrich Hertz’ iiberzeugend bestitigt. Gleichzeitig
wurde damit die Realitdt des Maxwell’schen Verschiebungsstroms be-
stitigt, den dieser aus theoretischen Uberlegungen postuliert hatte.

1.4.1 Induktions- und Gaul¥’sches Gesetz

Das Induktionsgesetz (1.12) ist mit der im eben beschriebenen Sinn lo-
kalen Aussage

VX E({ x)= —fp%B(l, x) (1.26)
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vertrdglich. Um dies zu sehen, wende man den Stokes’schen Satz in der
Form (1.7) auf die linke Seite von (1.13a) an,

f ds-E(t,x/)=// do(V x E) .
F

C=0F

Dann argumentiert man, dass der Weg C auf stetige Weise zusam-
men gezogen werden kann, die von ihm eingeschlossene Flidche aber
gleichzeitig auf einen Punkt schrumpft. In diesem Grenzfall miissen die
Integranden gleich sein und es entsteht die lokale Gleichung (1.26).
Man muss aber im Auge behalten, dass das Induktionsgesetz in seiner
integralen Form zwar aus (1.26) folgt, dass die lokale Form aber nicht
zwingend daraus abgeleitet ist, sondern dass in ihr eine zusitzliche Hy-
pothese steckt. Diese Annahme ist in der Formel (1.13b) zu erkennen,
die ja aussagt, dass ein Feld, das in einem Bezugssystem ein reines elek-
trisches Feld ist, beziiglich eines relativ dazu bewegten Systems als eine
Linearkombination von elektrischem und magnetischem Feld erscheint.

Dies ist vielleicht tiberraschend, aber physikalisch durchaus einsich-
tig: Betrachten wir noch einmal das Beispiel eines geladenen Punktteil-
chens, das sich geradlinig-gleichformig bewegt. In seinem Ruhesystem
erzeugt es nichts Anderes als das bekannte elektrische Coulomb-Feld
einer Punktladung. In jedem anderen Bezugssystem, in dem es die Ge-
schwindigkeit v hat, stellt das Teilchen aufler einer Ladungs- auch eine
Stromdichte dar, die iiber das Gesetz (1.18) ein Magnetfeld erzeugt.

Auch das Gaufy’sche Gesetz (1.14) 1a6t sich in eine lokale Aussage
verwandeln, wenn man die linke Seite vermittels des Gauf3’schen Inte-
gralsatzes (1.7) in ein Volumenintegral verwandelt,

f/da (D-ﬁ):f//d3xV~D=fG///d3xg(t,x).

V(F) V(F)

Da das Volumen beliebig ist und seine Oberfliche F stetig zusammen-
gezogen werden kann, miissen die Integranden gleich sein. Es entsteht
die lokale Gleichung (1.15¢), die wir in Abschn. 1.3.2 hergeleitet ha-
ben.

1.4.2 Lokale Form des Biot-Savart Gesetzes

Hier ist das Ziel, aus dem integralen Gesetz (1.18) eine lokale Glei-
chung zu destillieren. Zunéchst notiert man die Hilfsformeln

x—x 1 1
x—x? :_V*<|x—x’|):W’”(lx—xw)‘ (127

Setzt man die erste dieser Formeln auf der rechten Seite von (1.18) ein
und beachtet, dass man die Ableitungen nach x aus dem Integral her-
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ausziehen kann, so ist

H(, x) = fBS///d3x/](tx)xV (| |>
—+@V ///d3x’1(t’x).
lx — x|

Der Vorzeichenwechsel kommt von der Vertauschung der Reihenfolge
im Vektorprodukt. Jetzt berechnet man die Rotation von H und benutzt
die bekannte Identitit (s. auch (1.47c) unten)

Vx(VxA)=V(V-A)—AA. (1.28)

Damit folgt

V x H(t, x) = @V X(Vxx/// FEN j(l,x/))
A |x — x|
st ///d?s/((tx)V( ))
|x — x|

(1.29a)

_ s /// & jt, x) Ay (| |> (1.29b)

Im ersten Term (1.29a) der rechten Seite ersetzt man den Gradienten
nach der Variablen x vermittels der Hilfsformel (1.27) durch den Gra-
dienten nach x’. In einem zweiten Schritt integriert man partiell nach
dieser Variablen.

Im zweiten Term (1.29b) benutzt man die Relation

Ay <;> = —478(x —x'), (1.30)

x —x'|

(s. z.B. Band 2, Anhang A.1, Beispiel A.3, wo diese Formel bewiesen
wird.) Damit ergibt sich

V x H(t, x) = fBS (///d3/ x](tx)| |)

+stJ(t, x) .

Die im Integral auftretende Divergenz von j ist aufgrund der Konti-
nuitédtsgleichung (1.21) gleich der negativen Zeitableitung der Ladungs-
dichte o(t, x). Somit folgt

V x H(t, )——@2 /// 3’9( +stJ(tx)

4 ot
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Im ersten Term der rechten Seite ist der Gradient des Integrals propor-
tional zu D(t, x),

Va /// FENCIUL N —4—”D<r,x);
x—x'| fo

Dies folgt aus der Maxwell’schen Gleichung (1.15¢), wenn man davon
die Divergenz bildet, und der Relation (1.30) oben. Setzt man dies ein,
so ergibt sich die Gleichung

fBs 0

VxH( x)= E §D(t’ x)+ fes j(t, x), (1.31)

die in allen Teilen vollstindig lokal ist.

1.4.3 Lokale Gleichungen in allen MaR3systemen

Wir fassen die lokalen Gleichungen (1.17), (1.26), (1.15c) und (1.31)
zusammen, zunichst noch ohne Festlegung auf eines der in der Physik
oder in den angewandten Naturwissenschaften verwendeten Malsys-
teme:

V-B(t,x) =0, (1.32a)
V < E(t, x)+ fF%B(t, x)=0, (1.32b)
V-D(t,x) = fco(t, x), (1.32¢)
V x H(, x)— %%D(r, X) = fesj(t, x). (1.32d)

Diese Gleichungen werden erginzt durch die Lorentz-Kraft (1.19) und
durch die Beziehung zwischen D und E, bzw. zwischen B und H, die
im Vakuum gelten und die ebenfalls davon abhingen, welches System
von Mafeinheiten gewihlt wurde,

D(t,x) =eoE(t, x), B(t,x) = noH(t, x) . (1.33)

Die positiven Konstanten fg, fg und fgs sind dabei so bezeichnet, dass
man noch erkennt, in welchem der integralen Grundgesetze sie vorkom-
men: ,,F** fiir Faraday, ,,G* fiir Gaul und ,,BS* fiir Biot und Savart.
Die ebenfalls postiven Konstanten g9 und po werden Dielektrizitdts-
konstante, bzw. magnetische Permeabilitdt genannt. Als Erstes bestitigt
man, dass die Kontinuitédtsgleichung (1.21) respektiert wird, d.h. dass
sie in den inhomogenen Gleichungen (1.32c) und (1.32d) enthalten ist.
Aus (1.32¢) und (1.32d) folgt

do . 129 1 1 d

—+V-J=——(V~D)+—V-(VxH)——V~—D:O.

or fG ot /s fo ot
Dies ist in der Tat gleich Null, da die partiellen Ableitungen nach der
Zeit und nach den Raumkomponenten vertauschen und da die Divergenz
eines Rotationsfeldes verschwindet.
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1.4.4 Die Frage der physikalischen Einheiten

Die Maxwell’schen Gleichungen (1.32a)—(1.32d) und der Ausdruck (1.19)
fiir die Lorentz-Kraft werden noch ergédnzt durch die Verkniipfungsrela-
tionen (1.33) zwischen dem Verschiebungfeld D und dem elektrischen
Feld E, bzw. zwischen der magnetischen Induktion B und dem magneti-
schen Feld H. Verfiigt man iiber die Konstanten fg in (1.32b) und iiber
fBs/ fc in (1.32d) so, dass

/B
fr=—
fa
wird, dann hat das Produkt aus E und D dieselbe Dimension wie das
Produkt aus H und B oder, mit den Relationen (1.33)

E2
(o] _ [ 2] (1.35)
leo]l  [H~]
Wihrend (1.34) eine Ubereinkunft ist, die relative Dimensionen derart
festlegt, dass

[E]:[B]=[H]:[D]

gilt, kann man iiber die verbleibende Freiheit in der Wahl des Mal3sys-
tems mehr erfahren, wenn man aus (1.32a)—(1.32d) schon anderweitig
bekannte Gesetze ableitet.

(1.34)

a) Coulomb’sche Kraft zwischen Punktladungen
Aus der dritten Gleichung (1.32c) folgt das Coulomb-Kraftfeld mit ei-
nem vom Malsystem abhingigen Vorfaktor,

elex , . fG
e —

Fc=«kc——7, mit Cc= .
dmeg

> (1.36)

Dies sieht man folgendermaflen ein: In einer statischen Situation, d. h.
in einer Anordnung, bei der alle Felder unabhiingig von der Zeit sind,
entkoppeln die beiden Gruppen (E, D) und (H, B) vollstindig von ein-
ander. Fiir die erste Gruppe reduzieren sich die Gleichungen (1.32b) und
(1.32¢) zusammen mit der Relation (1.33) auf

VxEXx) =0, V-E(x):?g(x).
0

Da das statische elektrische Feld rotationsfrei ist, kann man es als (per
Konvention) negatives Gradientenfeld darstellen, E = —V @(x), womit
die zweite Gleichung zur Poisson-Gleichung (1.15b) wird,

1
AP(x) = —ngQ(x) :

Setzen wir jetzt eine Punktladung e; beispielsweise in den Punkt xg, so
ist

o(x) = e 8(x —xp) .
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Die Relation (1.30) gibt die entsprechende Losung der Poisson-Glei-
chung, nidmlich

fe e
4meg |x —xo|

d(x) = (1.37)
Jetzt geniigt es, x —xo =r zu setzen und den negativen Gradienten von
@ mit der Ladung e, des zweiten Massenpunktes zu multiplizieren, der
bei x sitzen soll, um die angegebene Formel fiir die Coulomb-Kraft zu
erhalten.

b) Wellengleichung und Lichtgeschwindigkeit

Betrachtet man die Maxwell-Gleichungen wieder mit ihrer vollen Zeit-
abhéngigkeit, aber ohne duBere Quellen, so folgt aus (1.32a)—(1.32d),
dass jede Komponente der elektrischen und magnetischen Felder die
Wellengleichung erfiillt. Wir zeigen dies am Beispiel des elektrischen
Feldes:

Nimmt man die Rotation der Gleichung (1.32b) und verwendet die
Formel (1.28), so erhilt man

3
~AE(@x)+pofry V x Ht.x) =0,

Gleichung (1.32d) mit j(¢,x) =0 und die Verkniipfungsrelation (1.33)
erlaubt es aber, die Rotation des H-Feldes durch die Zeitableitung von
E(t, x)) auszudriicken,

0
V x Htx) = 022 LB x)
fc ot
Setzt man dies ein und benutzt die Konvention (1.34), so erhilt man
2 9?
(fFSOMOﬁ - A) E(,x)=0,

d.h. eine partielle Differentialgleichung, die fiir jede Komponente des
elektrischen Feldes im Vakuum gilt. Der Vorfaktor des ersten Terms
muss die physikalische Dimension einer inversen Geschwindigkeit zum
Quadrat haben, d.h. [ fguoso] =T2L2. Gibt man als Losungsansatz
fiir die Zeit- und die Raumabhéngigkeit eine ebene Welle vor, also etwa

E(l, x) =& e—iwteik-x ,

so entsteht die Beziehung ( szuoso) w? = k* zwischen Kreisfrequenz
und Wellenzahl. Mit w = 2mv und |k| = 27/A ergibt dies die bekannte
Beziehung vA = c fiir die Ausbreitung von Licht im Vakuum, wenn

1
finozo = (1.38)

gilt. Dies ist eine weitere Bedingung an die Konstanten des Malsys-
tems.
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¢) Ampére’sche Kraft im Vergleich zur Coulomb-Kraft

Wir merken noch an, dass man zur selben Schlussfolgerung gelangt,
wenn man die Ampere’sche Kraft pro Wegelement d/ zwischen zwei
parallelen, geradlinigen, von den konstanten Stromen J; bzw. J, durch-
flossenen Leitern ausrechnet, die sich im Abstand a voneinander befin-
den. Aus der Formel (1.19) fiir die Lorentz-Kraft und aus (1.32d) findet
man fiir deren Betrag

2
b R maa B2 = JESOR
dl/ a 4
Aus einer einfachen Dimensionsbetrachtung schlie3t man, dass das Ver-
hiltnis kc/ka die Dimension einer quadrierten Geschwindigkeit hat,
also L2T~2. In ihren Versuchen iiber diese Krifte fanden Weber und
Kohlrausch (1856), dass die Geschwindigkeit, die hier auftaucht, den
numerischen Wert von ¢, der Lichtgeschwindigkeit hat — obwohl man
es mit einer stationdren Situation zu tun hat, bei der nur statische Krifte

gemessen werden! Es ist also

(1.39)

K . 1
< _ c2, d.h. wieder fguoeo =—.
KA c

Damit sind die wesentlichen Bedingungen zusammengetragen, die er-
fiillt sein miissen, um ein System von physikalischen Mafeinheiten
festzulegen.

1.4.5 Die elektromagnetischen Gleichungen im SI-System

Das SI-System (systéme international d’unités) oder rationale MKSA-
System zeichnet sich dadurch aus, dass

fo=fo=1 (1.40)

gewdhlt werden und dass aufler den Einheiten {m, kg, s} eine eigene
Einheit fiir die Stromstidrke, das Ampere, eingefiihrt wird. Diese wird
iiber die Formel (1.39) wie folgt definiert:

In beiden parallelen Drihten, deren Abstand a = 1 m sein soll, fliee
dieselbe Stromstirke 17 = I} = I. Diese Stromstéirke hat den Wert
1 A, wenn die Ampere’sche Kraft pro Einheit der Linge, d. h. pro
Meter, gerade gleich2-10~7 N =2-10~7 kg m s~ 2 ist. Mit der De-
finition des Ampere ist auch die Einheit der Ladung, das Coulomb,
festgelegt, es gilt (wie schon in Abschn. 1.3.5 festgestellt) der Zu-
sammenhang 1 C=1As.

Mit der Konvention (1.40) wird der Wert von wg wie folgt festgelegt,
wo=4m-100'NA72. (1.41a)
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Mit der Relation (1.38) und mit fg =1 ist dann

_ 1
T 4nc?

€0 107, (1.41b)

wobei die physikalischen Einheiten dieser beiden Groflen voneinander
verschieden sind und folgendermalien mit denen der Masse M, der
Linge L, der Stromstédrke I und der Zeit T zusammenhingen:

[eo] =M~ L7312 T4, ol =M L T2 T2,

Die Konstanten im Coulomb’schen bzw. im Ampere’schen Kraftgesetz
liegen wie folgt fest:

1
KC:—:C2 10_7, KA=@=10_7, (1.41c)
4meg 4

mit den aus [g9] und [po] folgenden Dimensionen.
Die lokalen Maxwell-Gleichungen lauten somit in SI-Einheiten

V.-B(t,x) =0, (1.42a)
\% xE(t,x)—{—%B(t,x):O, (1.42b)
V.-D(t,x) =o0(t,x), (1.42¢)
V xH(t,x)— %D(l, x)=jtx). (1.424d)

Die Lorentz-Kraft erscheint in der Form
F(t,x)=q(E(t,x)+vx B(t,x)) , (1.42¢)

die Verkniipfungsrelationen bleiben wie in (1.33) angegeben. Fiir Felder
im Vakuum, d. h. auBerhalb von Quellen, gilt die Wellengleichung in der
Form

Er

1 92
< A) g(t,x) =0, (1.42f)

wo g(t, x) eine der Komponenten des betrachteten Feldes ist.

In diesem vor allem fiir die Praxis wichtigen Einheitensystem iiber-
legt man sich leicht, dass elektrische Felder und magnetische Indukti-
onsfelder in den Einheiten

[E]=1kgmA~'s73, [B]=1kg A~ 's7?
ausgedriickt werden. Die Einheit der Spannung, das Volt, ist

[V]=1kgm?*A~ls73,
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so dass man die bekannte Aussage wiederfindet, dass elektrische Felder
in Volt pro Meter gemessen werden,

[E]=1Vm .

Fiir magnetische Induktionsfelder hat man die Mafeinheit Tesla einge-
fiihrt, d. h.

[Bl=1Tesla=1Vsm 2.

Magnetische Felder werden in in Ampere-Windungen pro Meter ausge-
driickt,

[H]=1Awm™'.

1.4.6 Das GauR’sche MaRsystem

Im Gaufi’schen Maf3system soll keine neue Einheit fiir die elektrische
Ladung bzw. fiir die Stromstirke eingefiihrt werden, vielmehr sollen
diese durch die schon vorher festgelegten mechanischen Einheiten aus-
gedriickt werden. Dabei soll der Vorfaktor der Coulomb-Kraft gleich 1
sein, kc = 1. Weiterhin sollen die Felder E und H, aber auch B und D
alle dieselbe Dimension haben, was bedeutet, dass fr und fgs/fc = fr
die Dimension T L~! haben. Ein Blick auf (1.35) und auf (1.38) zeigt,
dass o und pg jetzt nicht nur dieselbe Dimension haben, sondern sogar
dimensionslos sind. Es liegt also nahe, beide gleich 1 zu setzen,

=1, mo=1, (1.43a)

womit erreicht wird, dass im Vakuum D = E und B = H gilt. Gleich-
zeitig wird iiber (1.38)

fr=- (1.43b)

festgelegt. Legt man den Vorfaktor der Ladungsdichte auf der rechten
Seite von (1.32¢) als

fest, dann hat man erreicht, dass der Vorfaktor der Coulomb-Kraft (1.36)
wie gewiinscht gleich 1 wird — ein Ergebnis, das mit der Formel (1.30)
in Einklang ist.
Mit diesen Setzungen folgen schlieBlich die Werte
4 1
fBss=—, kc=1, KA = — . (1.43d)
c c
Da wir im Folgenden bis auf Ausnahmen, die ausdriicklich genannt
werden, immer das Gaul3’sche Mallsystem verwenden, notieren wir hier
noch einmal die Grundgleichungen in Gauf3’schen Einheiten:
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V-B(t,x) =0, (1.44a)
10

VxE(t,x)—I——EB(t,x):O, (1.44b)
c

V.-D(t,x) =4mo(t, x) , (1.44¢)
10 4 |

VxH(t,x)———D(t,x)=—j,x). (1.444)
c ot c

Der Ausdruck fiir die Lorentz-Kraft lautet hier
1
F(t,x)=q (E(t, X)+ — v x B(t, x)) , (1.44e)
c

im Vakuum werden elektrisches Feld und elektrische Verschiebung,
und ebenso magnetische Induktion und Magnetfeld identifiziert, d. h.

D(t,x)=E(,x), B(t,x) = H(t,x), (im Vakuum).
(1.441)
SchlieBlich notieren wir noch die Wellengleichung in Gauf3’schen
Einheiten,
1 & A)gt,x)=0 (1.45)
—— — ,x)=0, d
c2 or? 5

wo g(t, x) fiir eine beliebige Komponente des elektrischen oder ma-
gnetischen Feldes im Vakuum steht. Natiirlich hat sie dieselbe Form
wie im SI-System.

Die folgende Tabelle vergleicht noch einmal das SI-System und
das GauB’sche System. Die Abkiirzungen ,.esu, ,,esc usw. stehen
fiir ,,electrostatic charge unit“, usw. Die elektrostatische Ladungseinheit
,»esu®, als Beispiel, ist 1 esu = 1g1/2 cm3/2s7 1,

Das Gauf3’sche System ist ein fiir die Grundlagen besonders beque-
mes Mafsystem, fiir die tdgliche Praxis im Labor ist es aber vollig
ungeeignet. Da wir hier die Grundlagen der Elektrodynamik behandeln,
werden wir im Folgenden fast ausschliesslich das Gauf3’sche System
verwenden. Die Uberlegungen des Abschnitts 1.4.4 und die Tabelle 1.1
sollten das Umrechnen, falls es erforderlich wird, erleichtern. Hier sind
einige Beispiele.

Die Elementarladung, d.h. der Betrag der Ladung des Elektrons, in
cgs- bzw. SI-Einheiten ausgedriickt ist

e =4,80320420(19) - 10~ % esu
=1,602176462(63) - 107" C, (1.462)
wobei die Zahlen in Klammern den zzt. bekannten experimentellen Feh-

ler der letzten beiden Ziffern angeben. Da Energien in der Physik hiufig
in Elektronenvolt oder Zehnerpotenzen von diesen angegeben werden,
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Tab.1.1. Zwei wichtige Mafsysteme
und ihr Vergleich: Das Gaufi’sche oder
cgs-System und das SI- oder MKSA-
System

GauB-System SI-System  Vergleich

Linge 1cm 1m Im=1-10%cm
Masse lg 1 kg lkg=1-10°¢g
Zeit Is Is

Kraft 1 dyn IN IN=1-10° dyn
Energie lerg 1] 17=1-107 erg
Leistung lergs™! 1w IW=1-10" ergs~!
Ladung 1 esu 1C 1C=3-10° esu
Stromstirke 1esc 1A 1A=3-10"esc
Potential 1 esv 1V 1V =1/300esv
Elektrisches Feld lesvem™! 1 Vm~!

Magnetisches Feld 1 Oersted (Oe) 1 Awm™! lAwm ! =47 -1073 Oe
Magnetische

Induktion 1 GauB} (G) 1 Tesla 1 Tesla = 10* GauB

ist es wichtig, die Umrechnung in SI-Einheiten zu kennen. Aus den
eben genannten Zahlen ergibt sie sich fiir das Elektronenvolt zu

1eV =1,602176462(63)-1071 7. (1.46b)

Einigen fiir die Praxis niitzlichen Vielfachen des Elektronenvolts werden
eigene Einheitensymbole zugewiesen, so z. B.

ImeV=1-103eV, 1keV=1-10eV, 1MeV=1-10¢eV,
1GeV=1-10°eV, 1TeV=1-10"%eV,

wobei ,,m* fiir ,,Milli-“, ,,k* fir ,,Kilo-“, ,M* fiir ,,Mega-*, ,,G* fiir
,Giga-“ und ,, T fiir ,,Tera-“ stehen.

Auch Massen m von atomaren oder subatomaren Teilchen werden
in aller Regel in einer Weise angegeben, dass die Ruheenergie mc?
in Elektronenvolt oder Vielfachen davon erscheint. Ubersetzt in SI-
Einheiten ist

1eV/c? =1,782661731(70) - 10~ kg . (1.46¢)

Um ein Gefiihl fiir die GroBenordnungen zu bekommen, ist es inter-
essant die Masse eines sehr schweren Kerns in Kaufmannseinheiten
oder typische elektrische Felder in Atomen in den einem Elektromecha-
niker geldufigen Einheiten auszudriicken, s. Aufgaben 1.3 und 1.4.

Bemerkungen

1. In der Relativititstheorie und in der Elementarteilchenphysik ver-
wendet man sog. natiirliche Einheiten, die so gewihlt werden, dass
die Lichtgeschwindigkeit ¢ und die (durch 27 dividierte) Planck’sche
Konstante den Wert 1 annehmen,

h

=—=1.
21

c=1,
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Einige Anleitungen, wie man in dieser Wahl vorgeht und wie man
in gewohnliche, dimensionsbehaftete Gro3en umrechnet, findet man
z.B. in Band 4, Abschn. 2.1.2.

Obwohl ich dies in diesem Band nicht tun werde, sei noch darauf
hingewiesen, dass man auch im Gaufy’schen System die Faktoren 47
auf den rechten Seiten von (1.44¢) und (1.44d) zum Verschwinden
bringen kann, indem man sie in den Feldern und in den Quellen wie
folgt aufnimmt. Es sei

Elpa i = Q|nat =4 QlGauB .

1

\/T—T[ E |GauB ’
Die entsprechenden Faktoren 1/+/47 bzw. /4w werden genauso in
den Feldern D, H und B bzw. in der Stromdichte absorbiert, so
dass — zusammen mit der Konvention ¢ =1 — die Faktoren in den
Maxwell-Gleichungen jetzt alle gleich 1 sind. Damit ldsst es sich
sehr bequem rechnen und erst am Ende einer konkreten Rechnung
muss man wieder auf konventionelle Einheiten umrechnen. So ist
z.B. die Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante o zwar eine dimen-
sionslose Zahl, ihr Zusammenhang mit der Elementarladung hingt
aber vom gewihlten System ab. Es ist

2
€ |nat — 1
he | dn | 137.036

Am Ende einer Rechnung, bei der man natiirliche Einheiten verwen-
det hat, muss man folglich ¢?|  durch 4me mit o = (137,036)"
ersetzen.

. Wie schon weiter oben bemerkt, enthalten die Maxwell-Gleichungen
(1.44a)—(1.44d) auf der jeweils linken Seite nur elektromagnetische
FeldgroBien, auf den rechten Seiten nur Quellterme. Die GroB3en der
ersten Gruppe betreffen das, was man das Strahlungsfeld nennt, die
zweite Gruppe betreffen die Materie, deren Bausteine Elektronen,
Ionen, Atomkerne sind. Diese Unterscheidung ist physikalisch sinn-
voll: Die Materie wird durch eine andere Dynamik als die Maxwell-
Felder beschrieben, wihrend die Maxwell-Gleichungen auch ohne
duBere Quellen, d.h. mit o =0 und j =0, interessante physikalische
Phinomene beschreiben.

. Es lohnt sich, iiber die Vorzeichen in den Maxwell’schen Glei-
chungen nachzudenken und genau abzugrenzen, in wieweit diese
Konventionssache sind oder aus physikalischen Griinden festliegen.
Wir wollen dies folgendermallen gliedern:

Elektrisches Feld und positive Ladung

Es ist iiblich, das elektrische Feld einer ruhenden positiven La-
dung radial nach auBlen, vom Zentrum weggehend zu definieren
und darzustellen. Was man dabei positive Ladung nennt, ist histo-
risch bedingt: aus der Zeit der einfachen elektrostatischen Versu-
che, bei denen man verschiedene Materialien — Glas, Kollophonium
und Ahnliches — durch Reibung elektrostatisch auflud, stammt die

_ ez|GauB —
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Abb. 1.6. (a) Ein diinner, vom Strom J
durchflossener Leiter erzeugt ein Ma-
gnetfeld in seinem Auflenraum, in dem
Probemagnete sich wie eingezeichnet
orientieren; (b) Verlauf des Magnetfel-

des im Aufenraum

des Leiters

Bezeichnungsweise positiv fiir ,,Glas-elektrisch®, negativ fiir ,,Harz-
elektrisch®. Mit dieser Festlegung trigt ein Elektron die negative
Elementarladung, sein Antiteilchen, das Positron e, trigt ebenso
wie das Proton die positive Elementarladung. Als eine weitere Kon-
sequenz sagt dann die Kontinuititsgleichung (1.21), dass die Strom-
dichte durch den Fluss der positiven Ladung definiert ist. Sie ist
somit dem Fluss der frei beweglichen Elektronen entgegen gerichtet.
Permanentmagnete und Magnetfeld

Die Pole von Permanentmagneten, mit denen wir schon als Kin-
der gespielt haben, werden wie in der Geografie Nordpol N bzw.
Stidpol S genannt. Gibt man einen geradlinigen, von einem sta-
tiondren Strom J durchflossenen Leiter vor, so richten sich kleine
Probemagnete wie in Abb. 1.6a skizziert aus. Da man traditionell
die Richtung der magnetischen Feldlinien im AuBlenraum eines Per-
manentmagneten von N nach S wihlt, sind die Feldlinien, die der
stromdurchflossene Leiter erzeugt, wie in Abb. 1.6b im positiven
Schraubensinn gerichtet.

Mit diesen Konventionen legt das Biot-Savart’sche Gesetz die Glei-
chung (1.44d) mit den dort angegebenen Vorzeichen fest. Ebenso
wird das Faraday’sche Induktionsgesetz in der Form (1.44b) mit den
dort angegebenen Vorzeichen realisiert.

Natiirlich hitte man die Vorzeichenkonventionen anders treffen kon-
nen und hitte damit an einigen Stellen dieser Gleichungen andere
Vorzeichen erhalten. Es ist daher interessant zu fragen, welche relati-
ven Vorzeichen sich nicht dndern und welche physikalische Information
dahinter steckt. Hétte man die Richtung des elektrischen Feldes so fest-
gelegt, dass ein Elektron (das ja die Ladung —|e| trdgt) ein nach auflen
gerichtetes Feld erzeugt, oder hitte man zwar die oben beschriebene
Konvention fiir elektrische Felder beibehalten, hétte aber beschlossen,
das magnetische Feld eines Permanentmagneten im AuBlenraum von S
nach N zeigen zu lassen, so wiirden sich auf den linken Seiten der Glei-
chungen (1.44b) und (1.44d) die relativen Vorzeichen @ndern. Alles, was
physikalisch relevant ist, wiirde aber invariant bleiben. So z. B.

e der physikalische Inhalt von (1.44b), das Ausdruck des Induktions-
gesetzes ist, in Form der Lenz’schen Regel. Die durch die Bewegung
von Magneten oder Stromen erzeugten Induktionsstrome sind so
gerichtet, dass ihr eigenes Magnetfeld der Bewegung entgegen ge-
richtet ist;

e die Ausrichtung eines Permanentmagneten in dem durch einen
stromdurchflossenen Leiter erzeugten Magnetfeld: der Magnet stellt
sich so ein, dass sein eigenes Feld und das des Leiters sich mog-
lichst kompensieren, d. h. dass die Feldenergie, die proportional zum
Raumintegral iiber H? ist, moglichst klein wird;

e das relative Vorzeichen von B bzw. H und von E bzw.D in (1.44b)
und (1.44d): wie wir in Abschn. 1.4.4 gezeigt haben, folgt genau



1.5 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

dann die Wellengleichung (1.45) fiir jede Komponente der Felder,
die die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen im Vakuum be-
schreibt. Umgekehrt, wenn dieses Vorzeichen nicht invariant, d.h.
von den Konventionen unabhingig wire, so wiirde der Differential-
operator ((1/¢%)3%/3t> — A) in (1.45), der fiir die Ausbreitung von
ebenen Wellen mit der Geschwindigkeit ¢ verantwortlich ist, mit
dem Operator
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konkurrieren, der fiir eine ganz andere Art von Physik zustindig ist.

1.5 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Bei statischen Verhiltnissen kann man elektrische Felder E(x) als ne-
gativen Gradienten einer skalaren Hilfsfunktion @(x) darstellen, s. Ab-
schn. 1.3.2, E(x) = —V®(x). Wihrend das elektrische Feld als beob-
achtbare Grofle natiirlich eindeutig festliegt, ist die Hilfsfunktion @ nur
bis auf eine additive konstante Funktion festlegbar. In diesem Abschnitt
zeigen wir, dass auch bei nichtstatischen, zeitabhingigen Verhiltnissen
sowohl die elektrischen als auch die magnetischen Felder durch sol-
che Funktionen bzw. Vektorfelder ausgedriickt werden konnen, die zwar
selber nicht direkt beobachtbar und deshalb auch nicht eindeutig defi-
nierbar sind, die aber aus vielerlei Griinden sehr niitzliche Hilfsgrofen
sind. Thre Definition und wichtigsten Eigenschaften stellen wir hier zu-
sammen, ihre tiefere Bedeutung, ihre Vorziige und Nachteile werden
erst in den weiteren Abschnitten klar hervor treten.

1.5.1 Einige Formeln aus der Vektoranalysis

In Abschn. 1.1 hatten wir in den Gleichungen (1.4) und (1.5) gezeigt,
dass die Rotation eines Gradientenfeldes und, in der Dimension 3, auch
die Divergenz einer Rotation gleich Null sind. Diese und weitere fiir das
Folgende niitzliche Formeln leiten wir hier ab. Zur Illustration und zur
Ubung tun wir dies auf verschiedene, wenn auch idquivalente Weisen.
Die wichtigsten Formeln, die wir unten benoétigen werden, lauten

V- (VxA(x)=0, (1.47a)
V x (Vf(t,x)) =0, (1.47b)
V x (VxA(@tx)=V(V-A@,x) — AA(1, x) . (1.47¢)

Die dritte dieser Gleichungen ist komponentenweise zu verstehen, d. h.
in kartesischen Komponenten ausgeschrieben lautet sie

(V % (V x A(t, x))), = %(V-A(t,x)) —AAi(t,x), i=1,2,3.
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Beweise bei Verwendung des ¢-Tensors

Der e-Tensor, oder Levi-Civita Symbol, in Dimension 3 ist

gijk = +1, wenn {i, j, k} eine gerade Permutation von {1,2,3} ist,
gijk =—1, wenn {i, j, k} eine ungerade Permutation von {1,2,3} ist,
gijk =0, wenn zwei oder drei Indizes gleich sind.

In Dimension 3 sind alle zyklischen Permutationen von {i, j, k} ge-
rade, alle antizyklischen sind ungerade, d.h. €123 = €231 = &312 =1,
£132 = €321 = &213 = —1. Bildet man die Kontraktion iiber zwei Indizes
eines symmetrischen Tensors mit dem antisymmetrischen Levi-Civita
Symbol, so kommt immer Null heraus,

3
Z sijkTij =0 wenn TV =T/,
i,j=1
Wichtig sind noch folgende Formeln fiir Summen iiber Produkte zweier
e-Tensoren:

3
Z EijkEkim = 8i15jm _Simajl , (1.48a)
k=1
3
Z Eijk€ jlom = 28im - (1.48b)
Jk=1

Die erste dieser Formeln soll man in Aufgabe 1.5 beweisen, die zweite
folgt aus der ersten,

3 3 3
Z EkE jhm = — Z EijkEkjm = — Z(5ij3jm — 8im3j;)

k=1 Jok=1 j=l1
=—1-=3)8im -
Kiirzen wir die partiellen Ableitungen wie folgt ab
8 — .
axi

dann ist die Rotation eines Vektorfeldes

VXA Z Erlm 1 Am
I,m=1

Damit ist die Divergenz hiervon die Kontraktion eines symmetrischen
Tensors mit dem e-Symbol und daher gleich Null,

Z 8k V X A Z Ekim k01 Am =0,
k,l,m
womit (1.47a) bewiesen ist.
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Auch in (1.47b) wird der e-Tensor mit dem symmetrischen Objekt
0r0; kontrahiert und ergibt Null.

Um (1.47c) zu beweisen, berechnet man eine Komponente der linken
Seite wie folgt

(V x (V x A)) Zslﬂ(a (VxA) =D eijkeumd;oAnm

jk Lm

= Z zl(SJm Bim ]l)8 01 A
J.lm

=0; Y OmAn—Y_ 07A;=0;(V-A) - AA; .
m

J

Beweis von (1.47a) und (1.47b) mithilfe der Integralsiatze

Etwas intuitiv argumentierend kann man im Gauf3’schen Satz (1.6) ein
sehr kleines Volumen wéhlen, bzw. den Grenziibergang V — 0 betrach-
ten. Dann ist eine lokale Form des Gauf}’schen Satzes

V-V:limi//daV n
V>0V

F=0V

Der Stokes’sche Satz (1.7) andererseits verkniipft das Flidchenintegral
der Normalkomponente einer Rotation mit einem Wegintegral iiber die
Randkurve der Fliche,

[[ do (%) n_fdsA

F(©)

Wihlt man hier eine geschlossene Fliche, so schrumpft deren Rand-
kurve auf Null, die rechte Seite der Gleichung verschwindet. Vergleicht
man dies mit der weiter oben angegebenen lokalen Form des Gaul3’-
schen Satzes und setzt dort V =V x A ein, so folgt (1.47a).

In den Stokes’schen Satz (1.7) werde jetzt ein Gradientenfeld V= —V f
eingesetzt. Fiir ein Wegintegral gilt dann allgemein

/ds-Vf=f<b>—f<a>;

im Stokes’schen Satz, wo ein geschlossenes Wegintegral auftritt, fallen
Angfangspunkt @ und Endpunkt b zusammen, die rechte Seite von (1.7)
ist Null. Da dies fiir jede Wahl der Fliche F gilt, folgt die For-
mel (1.47b).

Beweise mithilfe duerer Formen

Dieser Teil benutzt den Kalkiil mit duBeren Formen (hier auf dem R3),
der in Band 1, Abschn. 5.4.5 behandelt wird. Wer diese Methode nicht
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oder nicht mehr prisent hat, mag diesen Teil zunichst iiberspringen. Wir
kommen spiter darauf zuriick.

Schon bei Verwendung des e-Tensors bekommt man den Eindruck,
dass (1.47a) und (1.47b) sehr nahe verwandt sind und vielleicht aus ein
und derselben Aussage bewiesen werden konnen. Tatséchlich sind beide
Relationen Konsequenzen der Tatsache, dass die dullere Ableitung, zwei-
mal hintereinander ausgefiihrt, Null ergibt, do d = 0. Dies zeigt man wie
folgt. Einem Vektorfeld A iiber R? ordnet man je eine Eins-Form und eine
Zwei-Form liber folgende Definitionen

3
1 . 2
wyp = E A;dx', w4q=A; dx® A dxd + zyklische Permutationen
i=1

zu. Dabei sind dx!, dx? und dx> die Basis-Eins-Formen, die den Ko-
ordinaten eines kartesischen Bezugssystems entsprechen. Die #duflere
Ableitung der ersten Form fiihrt zur Rotation des Vektorfeldes,

1
dwy = (V x A)3 dx!' A dx? + zyklische Permutationen ,

die duflere Ableitung der zweiten fiihrt zur Divergenz von A,
2
dwg = (V-A) dx' A dx? A dx?.
Zu jeder duBleren Form vom Grad k gibt es eine dazu duale (n —k)-
Form (hier mit n = 3), die sog. Hogde-Duale, die festliegt, wenn man
die Dualen der Basisformen kennt. Diese sind
xdx! = dx? A dx® (zyklisch) ,
#(dx! A dx?) = dx? (zyklisch) ,
#(dx! Adx? A dx?)=1.
2 1
Damit sieht man, dass * wg = wy4 ist. Man berechnet jetzt
1
d(dws) =V-(VxA)dx' Adx* Adx’, oder
1

Da aber do d =0 ist, folgt die Relation (1.47a).

Bildet man andererseits die zum Gradientenfeld V f gehtrende Eins-
Form,

1

Wegrad f = Z(aif)dxi =df,

1

so ist die duBere Ableitung hiervon

d cbgrad = (V xVf )3 dx' A dx?+ zyklische Permutationen
=dodf=0.
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Dies ist die Relation (1.47b). Beide Relationen, (1.47a) und (1.47b),
sind in der Tat nichts Anderes als Spezialfille der allgemeinen Eigen-
schaft do d =0 der #uBeren Ableitung im R3.
Die dritte Relation (1.47c¢) ist die interessantere von den dreien. Man
1
bilde zunichst die duflere Ableitung von w4 und davon das Hodge-
Duale,

sdwg =Y (VxA),dv,
i

hiervon noch einmal die duflere Ableitung,

didwg = (V x (V x A(t, %)), dx' A dx? + zykl. Perm. ,

und zuletzt noch einmal das Duale davon,

1 .
xdxdwy = Z (V X (V x Al(t, x)))l. dx' .
i
Anders ausgedriickt heift dies, dass man die linke Seite von (1.47c) aus
1

der Eins-Form w4 erhilt, wenn man darauf den Operator («xdx)d an-
wendet.

Es ist nun nicht schwer zu zeigen, dass der davon verschiedene Ope-
rator d(xd=) auf dieselbe Eins-Form angewandt, den ersten Term der
rechten Seite von (1.47c) ergibt,

drde) wp =3 3;(V - A)dx .

Die Kombination *dx* aus duflerer Ableitung und zweimaliger Dualisie-
rung erscheint in der Definition des sog. Kodifferentials. In Dimension
n und angewandt auf eine k-Form lautet sie

Definition Kodifferential und Laplace-de Rham Operator

Ist d die duBere Ableitung, * die Hodge-Dualisierung iiber dem R”,
so ist das Kodifferential auf beliebige glatte k-Formen angewandt,
wie folgt definiert

8= (—)"* Dy dy (1.49)
Die Summe aus den Zusammensetzungen do§ und §o d

ArLgr :=dod+680d (1.50)

wird Laplace-de Rham Operator genannt’.

Bevor wir zur Relation (1.47¢) zuriickkehren, wollen wir diese Defi- > Diese Definitionen sind auch auf all-
nitionen kurz kommentieren. Wihrend die duBere Ableitung d den Grad ~gemeinere glatte Mannigfaltigkeiten an-

.. . . . wendbar, vorausgesetzt diese sind ori-
der Form, auf die sie wirkt, um eins erhoht, . rausg .
entierbar. Diese Voraussetzung stellt si-

ko Gkt k cher, dass die Hodge-Dualisierung exis-
d:AF > A pes =do, tiert. y :
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erniedrigt das Kodifferential § den Grad um eins. In der Tat verwandelt
% den Grad k in (n —k), der Operator d macht daraus (n —k)+ 1, die
erneute Hodge-Dualisierung fiihrt zum Grad n —[(n —k)+ 1] =k — 1.
Zusammengefasst gilt also

ko (k=D k
SAK > A s ) = (=)D v dx o

Dies bedeutet aber, dass Ap4r, das sich aus beiden zusammensetzt, den
Grad der Form, auf die dieser Operator angewandt wird, nicht &ndert,

ALdr : AR 5 AR

Wendet man den Operator (1.50) auf eine Einsform an, so ist § im ersten
Term auf der rechten Seite mit k = 1 anzusetzen, im zweiten Term aber
mit k =2, da die vorhergehende Anwendung von d aus der Eins-Form
eine Zwei-Form macht, d. h. es ist

ALar & = (—d(xds) + (xdx)d) @ .

1
Jetzt kann man zu (1.47¢c) zuriickkehren und Ajg4r auf w4 anwenden:

Arr w4 =3 [=3:(V - A)+(V x (V x A1, x))),] d¥’

= —iZ(AA,-)dxi.

Dieses Resultat ist in Ubereinstimmung mit der Aussage, dass der
Laplace-de Rham Operator auf Funktionen gleich minus dem gewohn-
lichen Laplace (oder Laplace-Beltrami) Operator ist. In der Tat ist

AL f = (dod+80d)f=—(xd0)(df) =— > 3} f.

1.5.2 Konstruktion eines Vektorfeldes aus seinen Quellen
und Wirbeln

Stellen wir uns vor, von einem glatten Vektorfeld sei zunéchst nur be-
kannt, dass es glatt ist, dass seine Divergenz durch die glatte Funktion

ft,x) =V A, x),
seine Rotation durch das glatte Vektorfeld
g(t,x) =V x A(1, x)

gegeben sind und dass sowohl f{(z, x) als auch g(z, x) zu allen Zeiten lo-
kalisiert sind, d.h. ganz im Endlichen liegen. Kann man aus den Daten
( f(t,x), g(t, x)) das volle Vektorfeld A(t, x) rekonstruieren und ist die
so gewonnene Darstellung eindeutig?
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Um diese Fragen zu beantworten, macht man den Ansatz

A(t,x) =A1(t,x)+ Ar(t, x) derart, dass (1.51a)
V- -Ai(t,x)= f(t,x), VxAi(t,x)=0, (1.51b)
V.- Ay, x)=0, VxAtx)=g@x).

Der erste Anteil triagt die Quellen, ist aber wirbelfrei, der zweite Anteil
hat keine Quellen, wohl aber die fiir das gesuchte Vektorfeld vorgege-
benen Wirbel. Man geht in zwei Schritten vor:

Der wirbelfreie Anteil kann als Gradientenfeld angesetzt werden,
A1 = —V®, wobei das Minuszeichen eine Sache der gewihlten Kon-
vention ist. Es gilt also die Poisson-Gleichung

A¢(I7 x) = _f(tv x) ’

fiir die eine nicht weiter eingeschrinkte Losung als

O (1,%) = / / / & /|{c(t—xx)| (1.52a)

angegeben werden kann. (Wem diese Formel nicht vertraut ist, moge sie
mittels der Aufgabe 1.6 herleiten.)

Den quellenfreien Anteil A; stellt man in der Form einer Rotation
dar, A =V x C, wobei das Hilfsfeld C so gewiéhlt werden kann, dass
es selbst keine Quellen hat, d. h. dass V -C = 0 ist. Sollte C zwar schon
vorliegen, aber nicht quellenfrei sein, so ersetze man es durch C' =
C + B mit V x B=0 und wihle B so, dass V -C’ =0 ist. Dies ist immer
moglich, da B als Gradientenfeld dargestellt werden kann, B = —Vh,
und da die Poisson-Gleichung Ah =V -C losbar ist. Nach Vorausset-
zung gilt dann

Vx (VxC(t,x) =gt x).

Da das Hilfsfeld C Divergenz Null hat, ist die linke Seite dieser Glei-
chung mit (1.47c) gleich —AC und somit gilt AC = —g(¢,x). Auch
diese Poisson—GleiChung lasst sich 16sen,

Ct,x) = / / / &’ T’;(t_xx)l (1.52b)

Mit diesen Hilfsmitteln erhélt man das gesuchte Vektorfeld in der Zer-
legung

awn=vi (g [[[ @ 55
+Vx><< /f/ 3/g(fx)) (1.53)
|x" — x|

in ein Gradientenfeld und ein Rotationsfeld.
Diese Zerlegung des gesuchten Vektorfeldes nach seinen Quellen
und seinen Wirbeln ist natiirlich nicht eindeutig: Man kann zu einem
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derart konstruierten A immer ein Gradientenfeld V x addieren, bei dem
die glatte Funktion x(#, x) der Laplace-Gleichung A x(z, x) = 0 geniigt,
ohne etwas an seinen Quellen oder seinen Wirbeln zu dndern. Alle Vek-
torfelder der Klasse

{A(t, x)+ Vx(t x)| x(t, x) glatte Losung von Ax(t,x) = O} (1.54)
haben dieselben Quellen und Wirbel.

1.5.3 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Die im vorigen Abschnitt erhaltenen Resultate kann man unmittelbar
auf die B- und E-Felder in den Maxwell’schen Gleichungen anwenden.
Gleichung (1.44a) besagt, dass man die magnetische Induktion als Ro-
tation eines Hilfsfeldes A(z, x) darstellen kann, B =V x A. Setzt man
diesen Ansatz in (1.44b) ein, so folgt

10
Vx(E—{———A):O.
c ot

Dies wiederum bedeutet, dass man den Ausdruck in geschweiften
Klammern als Gradientenfeld —V & einer weiteren Hilfsfunktion @(z, x)
darstellen kann. Damit erhélt man eine Darstellung des Induktionsfeldes
und des elektrischen Feldes als Funktionen von A und @

B(t,x) =V x A(t, x) , (1.55a)
E(, x) :—EEA(Z, x)— V&, x). (1.55b)
c ot

Wihrend die Felder B und E die eigentlichen Observablen sind, ist
weder die Funktion @, das sog. skalare Potential, noch das Vektor-
feld A, das Vektorpotential, direkt messbar. Das konnen sie schon
deshalb nicht sein, weil man beide Hilfsgroen in einer gleich zu be-
schreibenden Weise dndern kann, ohne die Maxwell-Felder selbst zu
dndern. Ein erster Grund, der es rechtfertigt, diese Groflen dennoch
einzufiihren, ist, dass mit (1.55a) und (1.55b) die beiden homogenen
Maxwell-Gleichungen (1.44a) und (1.44b) automatisch erfiillt sind.

Im Vakuum (und bei Wahl Gauf3’scher Einheiten) sind die Felder
D und E gleich, ebenso die Felder B und H. In diesem Fall kann
man (1.55a) und (1.55b) in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
(1.44¢) und (1.44d) einsetzen und erhélt

AD(1, x) + é%(v -A(t, x)) = —4mo(t, x) (1.56a)

1 92 1 09(t, x)
AA ———A B vl V-A

_ _47”1‘(;, x). (1.56b)
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Wie schon bemerkt, ist die Zerlegung (1.55a) und (1.55b) nicht
eindeutig. Die verbleibende Freiheit in der Wahl der Potentiale kann
man wie folgt genauer beschreiben. Wihlt man A’ = A+ Vy, wo
x(t,x) jetzt eine beliebige glatte Funktion iiber der Raumzeit ist, so
bleibt das Induktionsfeld B ungedndert. Allerdings dndert sich aufgrund
von (1.55b) dabei das elektrische Feld, es sei denn man ersetzt gleich-
zeitig @ durch

10
D (t,x) =D(t,x) — ——x(t,x),
c ot

um den Zusatzterm wieder wegzuheben. Dies fiihrt zu einer wichtigen
Begriffsbildung:

Definition Eichtransformationen

Es sei x(t,x) eine beliebige Funktion, die in ihren Argumenten
(mindestens) C? ist. Ersetzt man das skalare Potential und das Vek-
torpotential wie folgt,

D, x)— D = D(t, x) — %%X(t, x), (1.57a)

A(t,x) — A'(t,x) = A(t,x) + Vx(t, x) , (1.57b)
so bleiben das elektrische Feld und das Induktionsfeld ungeédndert,

E'(t,x)=E(t,x), B(t,x)=B(,x). (1.57¢)

Eine Transformation dieses Typs, die simultan an @ und an A durch-
gefiihrt wird, heilit Eichtransformation der Maxwell-Felder.

Die Funktion x(z, x), die Eichfunktion genannt wird, ist zundchst vol-
lig beliebig. Man kann sie aber immer so einschrinken, dass gewisse
Bedingungen an die Potentiale erfiillt sind. Zum Beispiel kann man ver-
langen, dass x der inhomogenen Differentialgleichung

1 92 1 3d(1, x)
———A =V-A -
<c2 o2 ) x(, x) (t,x)+ pR—

geniigt. Mit dieser Wahl gilt fiir die transformierten Potentiale

109/ (t, x)

+V.-A@tx)=0. (1.58)
c ot

Jede Wahl der Eichtransformation, die diese Gleichung erfiillt, nennt
man Lorenz-Eichung. Allerdings ist damit nur eine Klasse von Eichun-
gen festgelegt: jede weitere Eichtransformation mit einer Eichfunktion
¥(t, x), die Losung der Differentialgleichung

1 92
( A> W(t,x) =0

2o
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ist und die der durch x(z, x) erzeugten Eichtransformation nachgeschal-
tet ist, dndert die Lorenz-Bedingung (1.58) nicht mehr.

Nehmen wir an, wir hitten die Potentiale schon so gewéhlt, dass sie
der Bedingung (1.58) geniigen, und schreiben wir auch dann wieder @
statt @', A statt A’, so vereinfachen sich (1.56a) und (1.56b) zu Wellen-
gleichungen (1.45) mit Quelltermen,

1 92
(2@ - A) (1, x) = 4mo(t, x) (1.592)
i 7 —A)AGtx)=47j@ (1.59b
ke LX) =41, x) . :59b)

Auch hier enthalten die linken Seiten ,,Strahlungsgréen®, hier in Ge-
stalt der Potentiale, die rechte Seite die ,,Materie* als Quellterme der
Bewegungsgleichungen.

Hier ist ein zweiter Grund, der dafiir spricht Potentiale zu verwen-
den: In manchen Situationen wird es einfacher sein, die Wellenglei-
chung (1.45) fiir die Hilfsgroflen @ und A, mit oder ohne Quellterme,
zu losen und daraus die beobachtbaren Felder zu berechnen, als die
Wellengleichung fiir diese selbst zusammen mit den Verkniipfungsrela-
tionen, die in den Maxwell’schen Gleichungen enthalten sind.

An dieser Stelle lohnt es sich, noch einmal zur Bemerkung 2 in
Abschn. 1.3.5 zuriickzukehren, in der wir angenommen hatten, die La-
dungsdichte o(t,x) und die Stromdichte j(z, x) lieBen sich zu einem

Vektorfeld iiber R?, jx) = (CQ, j)T mit x = (x%, x)7 und x° = ¢z, zu-
sammenfassen derart, dass j*(x) sich unter A € Ll kontravariant trans-

formiert. Nun fasst man das skalare Potential und das Vektorpotential
tiber folgende Definition zusammen:

Definition Vierer-Potential

Ist &(t,x) ein skalares Potential, A(#,x) ein Vektorpotential, die
(1.56a) und (1.56b) geniigen, so sei

A@) == (D), A))", d.h.
A%x) = @(t,x), Al = (A1, %) . (1.60)

Die Bedeutung dieser Definition mag sich erst spiter, in einem gro-
Beren Rahmen voll erschliefen, dennoch konnen wir schon hier einige
interessante Beobachtungen machen. Die zeitlichen und rdumlichen Ab-
leitungen lassen sich wie in (1.22a) und (1.22b) zusammenfassen,

. 19
{8,) = (30, V),  mit fo=-—.



1.5 Skalare Potentiale und Vektorpotentiale

Mit der Definition (1.60) nimmt die Bedingung (1.58) eine sehr einfa-
che, invariante Form an:

3
O AM(x) = B A%(x) + ) ;A" (x) = 00A° (. x) + V- A(t,x) =0.
i=1
(1.61)
Diese Gestalt wird sie in jedem Inertialsystem annehmen, wenn A(x)
sich wie ein Lorentz-Vektor transformiert.
Auch die allgemeine Eichtransformation (1.57a), (1.57b) nimmt in
dieser Formulierung eine einfache und besser iiberschaubare Form an.
Sie lautet jetzt

A (x) — A (x) = A (x) — 0" x(x) . (1.62)

Hier taucht die kontravariante Form des Vierer-Gradienten auf, die man
aus dessen kovarianter Form in (1.22a) und (1.22b) wie folgt erhilt,

(0"} = {¢"0,} = diag(1, —1, =1, —=1)(d0, V)" = (30, V) .

Das Minuszeichen vor dem zweiten Term in (1.62) ist ohne tiefere
Bedeutung, da man die (beliebige) Eichfunktion x ja jederzeit durch
ihr Negatives ersetzen kann. Auch hier ist die solcherart geschrie-
bene Form (1.62) in jedem Inertialsystem dieselbe: die Ableitung 9"
transformiert sich genau so wie A*, wenn x(x) eine Lorentz-skalare
Funktion ist.

Bemerkung

Eine andere Klasse von Eichungen wird durch die Bedingung

V. A(t,x) =0 (1.63)

festgelegt. Jede Eichung, die diese Bedingung erfiillt, heilit transversale
oder Coulomb-Eichung. Eine solche Eichung kann aus physikalischen
Griinden sehr niitzlich sein, weil sie die transversale Natur des phy-
sikalischen Strahlungsfeldes betont. Um dies schon an dieser Stelle
einzusehen, betrachte man die Gleichungen (1.56a) und (1.56b) ohne
duBere Quellen und setze das skalare Potential @ gleich Null. Fiir die
dann verbleibende freie Wellengleichung (1.56b) mache man den Lo-
sungsansatz

A(t, x) = e(k)e 1 ik
wobei k der Wellenzahlvektor und w = c|k| die Kreisfrequenz sind. Der

Einheitsvektor k gibt die Ausbreitungsrichtung an, e(k) ist ein Polarisa-
tionsvektor, der i. Allg. von k abhingt. Die Bedingung (1.63) gibt sofort

ek)- k=0,

d.h. die Richtung von A steht auf der Ausbreitungsrichtung senkrecht.
Das Gleiche gilt aber auch fiir die messbaren Felder:
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Abb.1.7. In einer ebenen -elektroma-
gnetischen Welle stehen das elektrische
Feld und die magnetische Induktion auf
einander und auf der Ausbreitungsrich-
tung senkrecht. Dabei bilden E(t, x),
B(t,x) und k ein Rechtssystem

Aus (1.55a) folgt fiir die ebene Welle, dass B proportional zu k x &
ist, d.h. ebenfalls auf der Ausbreitungsrichtung senkrecht steht. Das
elektrische Feld enthilt zundchst neben dem ebenfalls transversalen An-
teil im ersten Term der rechten Seite von (1.55b) noch den Beitrag
—V &. Dieser ist aber gleich Null, weil das Potential selbst als identisch
Null angesetzt wurde. Somit steht auch das Feld E(¢,x) auf der Aus-
breitungsrichtung senkrecht, E o e. Dies ist eine wichtige physikalische
Aussage: In einer ebenen elektromagnetischen Welle stehen die beiden
Felder aufeinander und auf der Ausbreitungsrichtung senkrecht, E, B
und k bilden dabei ein rechtshindiges System wie in Abb. 1.7 skizziert.

1.6 Phanomenologie der Maxwell’schen Gleichungen

Nachdem die wesentlichen Inhalte der Maxwell’schen Gleichungen in
integraler und in differentieller Form erklért sind, dient dieser Abschnitt
dazu, sich mit ihrer Phdnomenologie, d.h. mit den in ihnen kodierten
physikalischen Aussagen weiter vertraut zu machen. Wir stellen da-
her die weitere formale Entwicklung der Theorie noch fiir eine Weile
zuriick, zugunsten einiger Anmerkungen zu den Maxwell’schen Glei-
chungen. Dabei machen wir mehrfach Gebrauch von den Aussagen und
Techniken des Abschn. 1.5.

1.6.1 Die Grundgleichungen und ihre Interpretation

Auch wenn einige der nun folgenden Bemerkungen Wiederholungen
enthalten, ist es niitzlich, sich noch einmal die wichtigsten Aussagen der
Maxwell’schen Gleichungen vor Augen zu fithren und in einem Block
zusammen zu stellen. Wir tun dies schrittweise, den Grundgleichun-
gen (1.44a) bis (1.44f) folgend.

i) Die erste homogene Gleichung (1.44a), V- B(t,x) =0 ist eine
Konsequenz der Aussage, dass die magnetische Induktion keine
isolierten oder isolierbaren Quellen hat. Im Gegensatz zum elek-
trischen Fall gibt es keine magnetische ,,Ladungsverteilung®, die
statische oder nichtstatische Felder erzeugen konnte. Magnetismus
tritt immer — bildlich gesprochen — mit beiden Polen, Nord- und
Sitidpol, auf.

ii) Die zweite homogene Gleichung (1.44b)

19
VXE({ x)= __EB(L X)
C

sagt aus, dass die Wirbel des elektrischen Feldes aus den zeit-
lichen Veridnderungen der magnetischen Induktion stammen. Im
stationdiren Fall, d.h. immer dann, wenn die auftretenden Induk-
tionsfelder gar nicht von der Zeit abhidngen, B = B(x), ist das
elektrische Feld wirbelfrei. Wie man an (1.53) mit g(¢, x) = 0 sieht,



iii)

iv)

1.6 Phdnomenologie der Maxwell’schen Gleichungen

kann es in diesem Fall, und nur in diesem, als Gradientenfeld dar-
gestellt werden.

Die erste der inhomogenen Maxwell-Gleichungen (1.44c),

V- D(t,x) =4mo(t, x), driickt aus, dass die vorhandenen elektri-
schen Ladungen die Quellen des (elektrischen) Verschiebungsfeldes
D sind. Uber seine Wirbel wird nichts ausgesagt! An dieser und der
vorhergehenden Bemerkung sieht man, dass man iiber die Grund-
gleichungen hinaus noch Verkniipfungsrelationen zwischen D und
E und natiirlich auch zwischen B und H braucht — Relationen, die
im Vakuum durch (1.44f), je nach verwendetem Einheitensystem
mit oder ohne konstante Vorfaktoren, gegeben sind. Wir kommen
in Abschn. 1.6.2 und 1.6.3 darauf zuriick.

Die zweite inhomogene Maxwell-Gleichung (1.44d),

o (. 1 0
V XH(tyx) = (J(t’x)+__D(tax)) )
c 4 ot

die wir hier im Blick auf die nun folgende Bemerkung etwas um-
geschrieben haben, reduziert sich im stationdiren Fall auf

V x H(x) = 47nj(x) . (1.64)

Die Wirbel stationdrer magnetischer Felder stammen allein aus der
zeitunabhingig vorgegebenen Stromdichte j(x). Da die Divergenz
einer Rotation verschwindet, ist die Kontinuititsgleichung (1.21) in
der eingeschrinkten Form V - j(x) = 0 erfiillt. Hatten wir nicht oh-
nehin die Kontinuitétsgleichung in ihrer vollen Form (1.21) als eine
besonders wichtige Grundgleichung an den Anfang gestellt, konnte
man auch folgendermaflen argumentieren: Die stationdre Glei-
chung (1.64) ist mit der Kontinuititsgleichung vertrdglich. Statio-
nire Strome sind immer geschlossene Strome und sind iiber (1.64)
fiir die entstehenden, ebenfalls stationdren Magnetfelder verant-
wortlich. Soll die Kontinuitétsgleichung auch im nichtstationdren
Fall, dann natiirlich in der allgemeinen Form (1.21) giiltig bleiben,
dann muss man die Stromdichte offenbar durch

J(x) — <j (t,x)+ %%D(u x)) (1.652)

ersetzen, um von (1.64) zu (1.44d) zu gelangen. Der orts- und zeit-
abhingigen Stromdichte muss man formal die neue ,,Stromdichte*

. 1 0
JMaxwell (£, X) = E&D(E x) (1.65b)

hinzufiigen. Maxwell selbst nannte diesen Zusatzterm den displace-
ment current, den Verschiebungsstrom, der unbedingt anwesend
sein muss, wenn die Maxwell’schen Gleichungen nicht der Kon-
tinuitdtsgleichung widersprechen sollen. Es ist allerdings nur be-
grenzt moglich, mit diesem Verschiebungsterm eine anschauliche
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vi)

vii)

Vorstellung zu verbinden. Aufgabe 1.13 gibt zwar ein einfaches
Beispiel, bei dem ein dielektrisches Medium zwischen die Plat-
ten eines aufgeladenen Kondensators eingefiigt wird und bei dem
wihrend der Entladung in der Tat Ladungen im Medium ver-
schoben werden, aber im materiefreien Raum sieht man nicht so
einfach ein, was da ,,verschoben wird. Der Term, wie immer man
ihn begriindet, ist physikalisch essenziell wichtig. Er sorgt nicht
nur dafiir, dass die Kontinuititsgleichung richtig bleibt, wenn die
beteiligten Felder zeitabhiingig werden, sondern erméglicht iiber-
haupt erst die Existenz von elektromagnetischen Wellen. Wie wir
in Abschn. 1.4.4 gezeigt haben, folgt die Wellengleichung aus den
Maxwell’schen Gleichungen nur dann, wenn dieser Term vorhan-
den ist. Der Nachweis der Existenz elektromagnetischer Wellen im
Vakuum war also der entscheidende Priifstein fiir diesen von Max-
well postulierten Verschiebungsstrom.

Die Lorentz-Kraft (1.44e) mit ihrer typischen Abhéngigkeit von der
Geschwindigkeit schlieBlich gibt einen wichtigen Hinweis auf die
Raum-Zeitsymmetrien der Maxwell’schen Gleichungen, den wir
weiter unten, in Abschn. 2.2, ausarbeiten.

In statischen, d. h. zeitunabhéngigen Situationen zerfallen die Max-
well’schen Gleichungen in zwei voneinander entkoppelte Gruppen:

VxE@x) =0, (1.66a)
V-D(x) =4mo(x) , (1.66b)
D(x) =e(x)E(x) ; (1.66¢)
V-B(x)=0, (1.67a)
4 .
VxH(x):TJ(x), (1.67b)
B(x)=F(H(x)) . (1.67¢)

Die letzte dieser Gleichungen (1.67¢) gibt nur unter gewissen Vor-
aussetzungen einen linearen Zusammenhang zwischen B und H,
analog zu (1.66¢),

B(x) =n(x)H(x) , (1.67d)

auf die wir weiter unten eingehen.

Die ersten drei sind die Grundgleichungen der Elektrostatik, die
zweite Gruppe enthilt die Grundgleichungen der Magnetostatik.
Allerdings werden magnetische und elektrische Phédnomene nur
scheinbar entkoppelt, weil die Stréme natiirlich von bewegten La-
dungen herriihren. Sobald aber die elektrischen oder magnetischen
GroBen zeitlich veridnderlich sind, werden alle Phinomene verkop-
pelt. Man spricht daher zu Recht von elektromagnetischen Pro-
zessen.

Die Wellengleichung (1.45) spielt eine fundamentale Rolle: sie
stellt sicher, dass elektromagnetische Schwingungen im Vakuum
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immer der Beziehung ? = k?c?> zwischen Kreisfrequenz o =
2nv =2x/T und Wellenzahl k = 27/A einer monochromatischen
Welle genﬁgen. Zusammen mit den Beziehungen E = hw und
p* = h?k?, die in der Quantentheorie Energie und Kreisfrequenz
bzw. Impuls und Wellenzahl verkniipfen, wird daraus die Bezie-
hung zwischen Energie und Impuls

E?=p’?, (1.68)

die fiir masselose Teilchen charakteristisch ist. Dies ist ein Hin-
weils darauf, dass die Maxwell-Theorie, wenn sie den Postulaten
der Quantentheorie unterworfen wird, masselose Teilchen, die Pho-
tonen, beschreibt.

viii) Es ist wichtig sich klarzumachen, dass die Wellengleichung (1.45)
eine notwendige, aber bei Weitem nicht hinreichende Forderung an
die Maxwell’schen Feldgrofen darstellt. Zwar stellt sie sicher, dass
iiberhaupt elektromagnetische Wellen auftreten konnen, auch legt sie
die Beziehung zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl und damit,
nach Quantisierung, zwischen Energie und Impuls des Photons fest,
die Maxwell’schen Gleichungen enthalten aber mehr Information als
diese. Diese partiellen Differentialgleichungen legen die Korrelatio-
nen zwischen den Richtungen der elektrischen und magnetischen
Felder fest. Als Beispiel kann die monochromatische ebene Welle die-
nen, bei der wir schon festgestellt haben, dass diese Felder transversal
sind und aufeinander senkrecht stehen. In die Quantentheorie iiber-
setzt heilt das, dass die Maxwell’schen Gleichungen Informationen
iber Spin und Polarisation von Photonen enthalten.

1.6.2 Zusammenhang der Verschiebung
mit dem elektrischen Feld

Im Zusammenhang zwischen dem elektrischen Verschiebungsfeld
D(¢, x) und dem elektrischen Feld E(t, x) treten Eigenschaften physika-
lischer Medien auf, die streng genommen nur aus einer eigenen Theorie
der Materie berechenbar sind. In der makroskopischen Elektrostatik,
Magnetostatik und Elektrodynamik, wo Phidnomene auf makroskopi-
schen Skalen untersucht werden, ist es niitzlich, die Eigenschaften der
Materie in einer etwas pauschalen Weise durch Groflen zu parametri-
sieren, die zwar im Prinzip aus einer mikroskopischen Beschreibung
berechenbar sind, die aber nur gemittelte Eigenschaften der Materie wi-
derspiegeln. Im Blick auf die Elektrostatik z.B. ist es sinnvoll, ganz
pauschal elektrische Leiter und polarisierbare Medien zu unterscheiden.
In idealisierten Leitern gibt es frei bewegliche Ladungen, die sich bei
Anlegen eines elektrischen Feldes so lange verschieben werden bis wie-
der ein statischer Gleichgewichtszustand erreicht ist. In polarisierbaren
Medien gibt es keine freien Ladungen, es ist aber sehr wohl moglich,
dass ein angelegtes elektrisches Feld lokal, d.h. tiber mikroskopische
Distanzen das Medium polarisiert.
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Abb. 1.8a,b. Schematisches Modell ei-
nes elektrisch polarisierbaren Mediums;
(a) das Medium besteht aus elementa-
ren Zellen, die elektrisch neutral sind,
(b) wird ein dufleres Feld E angelegt,
so trennen sich positive und negative
Ladungen in den Elementarzellen wie
eingezeichnet, es entsteht ein induzier-
tes elektrisches Feld, das dem &dufleren
Feld entgegen wirkt

Ist das Medium in seinen elektrischen Eigenschaften homogen und
isotrop, so ist D(x) = ¢E(x), wo ¢ eine Konstante ist und infolgedessen
mit allen Differentialoperatoren vertauscht. Ist das Medium zwar iso-
trop, aber nicht mehr homogen, so wird ¢(x) eine Funktion des Orts, an
dem der Zusammenhang der beiden Typen von Feldern untersucht wird.
In beiden Fillen sollte man besser £(x) 13 schreiben, d. h.

D(x) =e(x)13 E(x) ,

mit I3 der 3 x 3-Einheitsmatrix. Damit wird die angenommene Isotro-
pie des Mediums besser bewusst gemacht. Ist die Antwort des Mediums
auf angelegte Felder ndmlich von der Richtung, in der diese zeigen, ab-
hingig, so wird die Funktion e(x) durch eine 3 x 3-Matrix e(x) ersetzt,
deren Eintrige Funktionen von x sind.

Das elektrische Feld E ist die elementare, mikroskopische Feld-
grofle. Das elektrische Verschiebungsfeld D kann nur in einem Medium
von E abweichen (mdégliche Zahlenfaktoren, die vom gewéhlten Einhei-
tensystem herriihren, natiirlich ausgenommen!) und dies nur dann, wenn
das elektrische Feld im Medium eine Polarisation induziert, d. h. wenn
im Medium lokal verschiebbare Ladungen vorhanden sind. Um dies zu
1llustrieren betrachten wir ein einfaches, schematisches Modell.

Ein Stiick elektrisch ungeladener Materie moge in Zellen eingeteilt
sein derart, dass innerhalb jeder Zelle positive und negative Ladun-
gen zwar verschoben werden konnen, die Zelle aber nicht verlassen
konnen. Ohne &dufleres elektrisches Feld sollen diese Ladungen gleich-
verteilt sein, so dass nicht nur das ganze Stiick, sondern auch jede Zelle
fiir sich elektrisch neutral ist. Legt man jetzt ein dulBeres elektrisches
Feld an, so werden gleich grofle positive und negative Ladungen inner-
halb jeder Zelle wie in Abb. 1.8b illustriert verschoben, die positiven in

A
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A
A
A

A
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Richtung des Feldes, die negativen entgegengesetzt dazu. Solcherart po-
larisierte Zellen kann man als elektrische Dipole d; modellieren, so dass
ihre makroskopische Wirkung in Form einer Polarisierbarkeit

P(x) =) Ni(di) (x) (1.69)

parametrisiert werden kann, wo N; die mittlere Zahl von Dipolen pro
Volumenelement ist, (d;)(x) der mittlere am Ort x wirksame Dipol ist.
Ein einzelner Dipol d, der sich am Ort x’ befindet, erzeugt am Auf-
punkt x das statische Potential
d-(x—x') 1

Ppipol (¥) = ———— = =

Vy—— 1.70a
lx —x'|3 Tlx—x/| ( )

wobei die zweite Formel (1.27) eingesetzt ist. Bezeichnet o(x') die Ver-
teilung der wahren Ladungen, so geben diese und die in dem Stiick
Materie induzierte Polarisation somit das Potential

cD(x):/// Bx’ {ﬂ—kP(x’)-Vx/ ! }
lx — x| lx — x|

= /// d3xl Q(x/)—er~P(x/) ) (170b)
lx — x|

Das elektrische Feld ist das negative Gradientenfeld hiervon, E = -V @,
und seine Divergenz berechnet sich mithilfe der Formel (1.30) und der
ersten Formel (1.27) zu V- E(x) =4r[o(x) — V- P(x)]. Vergleicht man
dies mit der ersten inhomogenen Maxwell-Gleichung (1.44c), so ergibt
sich der Zusammenhang

D=E+4nP. (1.71)

Im einfachsten Fall ist die Antwort des Mediums auf das angelegte
elektrische Feld, d. h. die Polarisation P, linear in E und in jeder Rich-
tung dieselbe (Isotropie), in einer Formel also

P(x) = xe(x)E(x) , (1.72)

wo xe(x) die elektrische Suszeptibilitit des Mediums ist. In diesem Fall
erhilt man den Zusammenhang

D(x) =¢(x) E(x) mit (1.73a)
e(x) =14+4mye(x) . (1.73b)

Ist das Medium auBlerdem noch homogen, dann ist ¢ iiber das ganze
Medium eine Konstante, die Dielektrizitdtskonstante genannt wird und
es gilt die aus (1.44c) folgende inhomogene Differentialgleichung

V. Ex) = 4?ﬁg(x) . (1.74)
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Da die Richtung eines elektrischen Dipols von der negativen zur positiven
Ladung weist, hat die Polarisation P dieselbe Richtung wie E. Somit ist
Xe > 0 und & > 1. Dies wiederum in (1.73a) eingesetzt bedeutet, dass das
angelegte Feld durch die von ihm induzierten Dipolfelder abgeschwicht
wird — in Ubereinstimmung mit dem Modellbild der Abb. 1.8.

In elektrischen Leitern, soweit diese als ideal leitend modelliert wer-
den konnen, tritt keine Polarisation auf. Alle vorhandenen Ladungen
sind frei beweglich und wandern unter der Einwirkung eines angeleg-
ten, dufleren Feldes so lange bis wieder Gleichgewicht hergestellt ist.
Die induzierten Ladungen sitzen dann auf den Oberflichen der leitenden
Objekte, die man betrachtet. Mit Ausnahme dieser Leiteroberflichen
sind D und E gleich.

1.6.3 Zusammenhang zwischen Induktions-
und magnetischem Feld

Ich greife hier auf einige Formeln des Abschnitts Abschn. 1.8.3 iiber
Magnetostatik vor, die erst dort abgeleitet werden, die aber schon auf
dieser Stufe plausibel werden. Sie sollen dazu dienen, den zu (1.73a)
analogen Zusammenhang zwischen dem magnetischen Induktionsfeld B
und dem Magnetfeld H herzuleiten.

Ein magnetischer Punktdipol m, der im Ursprung sitzt, erzeugt im
AuBlenraum (bis auf Eichtransformationen) das Vektorpotential

mXxXx
Apipol (x) = W . (1.75a)

Befindet er sich an einem beliebigen anderen Ort x, so erzeugt er somit
am Aufpunkt x das Potential

mx (x—x')

Abipol (¥) = (1.75b)

jx —x'|?
Die formale Ahnlichkeit zum skalaren Potential eines elektrischen Di-
pols (1.70a) ist offensichtlich.

Eine stationdre, wegen (1.67b) notwendigerweise divergenzfreie
Stromdichte j(x) erzeugt ein Magnetfeld, dessen Rotation durch (1.67b)
gegeben ist. Da hierdurch seine Wirbel vorgegeben sind, kann man die
allgemeine Zerlegung (1.53) verwenden, um H wie folgt darzustellen:

J— < /// 3,(4n/c>1<x/>)
_ ).

Im Vakuum ist H(x) = B(x), so dass mit der Darstellung (1.55a) von B
bzw. H durch ein Vektorpotential dieses einfach durch das Integral auf
der rechten Seite der letzten Formel

Astrom (¥) = / f / &' ; (fzd (1.75¢)

gegeben ist. In dieser Formel liegt der Aufpunkt x auBerhalb des Be-
reichs wo die Stromdichte ungleich Null ist.
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Es liege nun ein ganz im Endlichen enthaltenes Stiick Materie vor,
dessen magnetische Polarisierbarkeit makroskopisch durch eine Magne-
tisierungsdichte

M(x) =) Ni (m;) (x) (1.76)

charakterisiert werden kann, wo (m;)(x) das mittlere magnetische Di-
polmoment einer Elementarzelle (z. B. ein Molekiil) am Ort (x) ist, N;
die mittlere Zahl solcher Zellen (bzw. Molekiile einer gegebenen Sorte).
Falls auB3erdem noch eine freie Stromdichte j(x) vorhanden ist, so lésst
sich ein Vektorpotential angeben, das aufgrund von (1.75¢) und (1.75a)
die Form hat

A(x) = Astrom(X) + ADipol (x)

21///(13)6/ { Jj&) +CM(x)X(x—x)}'
c |x — x| lx —x/|3

Verwendet man im zweiten Term dieses Ausdrucks die zweite in (1.27)
enthaltene Formel und integriert in einem zweiten Schritt einmal partiell
nach x’/, so ist

[[f @ 20D [ oy v,
|x — x| Jx—x'|

= / / / &x’ (Ve x M(x')) ! )

lx — x|

Bei der partiellen Integration tritt hier kein Minuszeichen auf, weil
die Reihenfolge des Nablaoperators und der Magnetisierungsdichte im
Kreuzprodukt gedndert wird. Da M(x) ganz im Endlichen liegt, treten
auch keine Oberflichenterme auf. Mit diesem Zwischenergebnis nimmt
das Vektorpotential eine zu (1.70b) nahe verwandte Form man:

A(Jt)z%/// 3y JE) T Vu xMx) (1.77)

lx —x'|

Berechnet man jetzt die Rotation von B, so ist mit den Formeln (1.47c)
und (1.30)

VxB(x) =V x (V X A(x)) =—AA(x) = 4TjTj(x) +47V x M(x) .

(Ein Term in (1.47c¢), der die Divergenz von A enthilt, verschwindet,
weil die Stromdichte j divergenzfrei ist.) Bringt man dieses Ergebnis
in die Form der zweiten inhomogenen Maxwell-Gleichung (1.67b), so
muss man offenbar

H(x) = B(x) — 47 M(x) (1.78a)

setzen, um die gewohnte Form der Grundgleichungen (1.67a) und
(1.67b) zu erhalten.
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Abb.1.9. Qualitativer Zusammenhang
zwischen angelegtem Magnetfeld und
resultierendem Induktionsfeld fiir eine
ferromagnetische Substanz (Hysterese-
schleife in Stahl)

Wie das Induktionsfeld B und das Magnetfeld H zusammenhin-
gen, ist eine Frage an die magnetischen Eigenschaften der Materie. Fiir
isotrope diamagnetische und paramagnetische Medien ist der Zusam-
menhang linear,

B(x) =pnx)H(x) . (1.78b)

Die Funktion w(x) heiBt magnetische Permeabilitit. Ahnlich wie in
dielektrischen Medien ist die Antwort des Mediums im angelegten Mag-
netfeld H linear,

M(x) = xm () H(x) , (1.78¢)

wo xm die magnetische Suszeptibilitit ist, so dass die Permeabilitét
durch die zu (1.73b) analoge Formel

pu(x) = 1447 xm(x) (1.784d)

gegeben ist.

Diamagnetische Substanzen kann man sich aus Atomen zusammen-
gesetzt vorstellen, deren Gesamtdrehimpuls gleich Null ist, die also kein
eigenes magnetisches Moment besitzen. Das angelegte Magnetfeld in-
duziert hier magnetische Momente, die dem angelegten Feld entgegen
gerichtet sind — die induzierten, elementaren Dipole schwichen das du-
Bere Feld durch ihr eigenes Feld. Dies bedeutet fiir die makroskopischen
Parameter, dass ym, < 0 und somit @ < 1 ist.

Paramagnetische Substanzen bestehen aus Atomen, die einen nicht-
verschwindenden Gesamtdrehimpuls und ein eigenes magnetisches Mo-
ment besitzen. Dieses magnetische Moment, das vom ungepaarten Elek-
tron der Atomhiille stammt, richtet sich parallel zum angelegten Feld
aus, hier ist also xp, > 0 und somit u > 1.

In beiden Fillen, dem Diamagnetismus und dem Paramagnetismus,
ist xm sehr klein, u daher sehr nahe bei 1.

In ferromagnetischen Substanzen ist die Antwort des Mediums auf
das angelegte Feld nicht mehr linear und die Funktion F (H (x)) ist so-
gar mehrwertig, d.h. der Wert der Induktion B bei vorgegebenem Wert
von H héngt davon ab, wie das Feld H angefahren wurde. Es tritt das
Phinomen der Hysterese auf, das in Abb. 1.9 qualitativ illustriert ist.

Bemerkung

Wir haben hier sowohl die Polarisierbarkeit als auch die Magnetisie-
rungsdichte als phénomenologische, semi-makroskopische und daher
gemittelte GroBen eingefiihrt. Dies geschah ausschlielich mit dem Ziel,
ein Gefiihl fiir die Natur dieser GroBen zu entwickeln, bedeutet aber
nicht, dass diese nur in diesem Sinne existierten und dass die Fel-
der D und H nur makroskopische Felder seien. Selbstverstindlich ist
die elektrische Polarisierbarkeit ebenso wie die Magnetisierung auch
mikroskopisch, d.h. fiir ein einzelnes Atom oder sogar ein Elementar-
teilchen wohldefiniert. Das elektrische Verschiebungsfeld D(z, x) und



das Magnetfeld H(t, x) sind ebenso fundamentale, mikroskopisch de-
finierte Felder wie das elektrische Feld E (¢, x) und das Induktionsfeld
B(t, x). (Fiir eine vertiefte Diskussion s. Hehl-Obukhov 2003 und die
darin zitierte Literatur.)

1.7 Statische elektrische Zustande

Die Grundgleichungen der Elektrostatik sind die Gleichungen (1.66a)—
(1.66¢), wobei die Funktion ¢ im Vakuum und bei Verwendung Gauf’-
scher Einheiten gleich der konstanten Funktion 1 ist. Auf der Basis
der allgemeinen Bemerkungen in Abschn. 1.6.2 ist es sinnvoll, zunichst
die polarisierbaren Medien aufler Acht zu lassen und elektrostatische
Phinomene nur in leitenden Medien und im Vakuum zu betrachten.
Bis auf die Oberflichen von idealen Leitern sind dann die Felder D
und E wesensgleich und konnen bei Verwendung Gaufi’scher Einheiten
identifiziert werden. Daraus ergeben sich die wesentlichen Aufgaben,
die sich in der Elektrostatik stellen: Den Zusammenhang zwischen den
vorgegebenen Ladungen und den davon erzeugten elektrischen Feldern
herzustellen; Flichenladungen auf den Oberflichen ideal leitender Kor-
per zu definieren und die Unstetigkeiten von Feldern an Oberflichen zu
studieren.

1.7.1 Poisson- und Laplace-Gleichung

Identifiziert man D und E, so gilt
VxEX) =0, V-E(x)=4mno(x) .

Als rotationsfreies Feld kann man E immer als Gradientenfeld
E(x)=-Vo(x) (1.79)

schreiben, wo @(x) eine reelle, stiickweise stetig differenzierbare Funk-
tion ist. Zumindest lokal definiert die Gleichung @(x) = ¢, mit ¢ einer
Konstanten, eine glatte Fldche im ]R3, wie in Abb. 1.10 skizziert. Es sei
1, die Flichennormale im Punkt P auf dieser Fliche, wobei die Rich-
tung von ¥, so gewihlt sein soll, dass die Funktion in dieser Richtung
wichst. Es sei ¥ ein beliebiger Einheitsvektor in P. Er lédsst sich wie
eingezeichnet nach 9, und nach einem Einheitsvektor 9, in der Tangen-
tialebene zerlegen,

V=ua,V,+aV;,, mita,, a €R und a,%—l—a,z =1.

Berechnet man die Richtungsableitung von @(x) in Richtung von 9, die
wir symbolisch auch als d®/dv schreiben,

od .
—=Vo(x)-d
av

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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Abb. 1.10. Lokal definiert @(x) = ¢ eine
Fliche im 3, deren Tangentialebene
im Punkt P eingezeichnet ist

®(X)=c

und setzt die Zerlegung von ¥ ein, so tragt nur die Normalkomponente
bei — entlang eines Tangentialvektors #dndert sich der Wert von @(x)
nicht — und es ist

0P A .
- =a,(VO(x)-9,) mit —1<a, <+1.

Dieses Ergebnis zeigt, dass die Funktion in Richtung der positiven
Flichennormalen, d.h. fiir die Wahl ¥ = 9,, am stidrksten zunimmt. In
diesem Sinne gibt das Gradientenfeld die Richtung an, in der das Po-
tential am stirksten wéchst oder féllt. Mit der Wahl des Vorzeichens bei
der Definition (1.79) folgt: Das elektrische Feld steht in jedem Punkt
der Fliche @ (x) = c auf dieser senkrecht und zeigt in die Richtung, in
der das Potential am stdrksten fillt.

Solche Flichen ®(x) =c nennt man Agquipotentialfiiichen. Jede
Kurve, deren Tangentialvektorfeld mit dem elektrischen Feld iiberein-
stimmt, ist orthogonal zu diesen Flichen. Mit anderen Worten, ein
geladenes Teilchen, das dem elektrischen Feld folgt, bewegt sich auf
einer Bahn, die Orthogonaltrajektorie zu den Flichen &(x) = c ist.

Mit D(x) = E(x) und dem Ansatz (1.79) geniigt ®@(x) folgender ge-
wohnlichen Differentialgleichung

Poisson-Gleichung

AD(x) = —4mo(x) . (1.80a)



Die Poisson-Gleichung — zusammen mit den durch experimentelle
Anordnungen vorgegebenen Randbedingungen — ist ebenfalls eine
der Grundgleichungen der Elektrostatik. Aulerhalb von Ladungsdich-
ten oder Punktladungen, also tiberall da, wo o(x) lokal verschwindet,
wird sie durch die

Laplace-Gleichung

A®P(x) =0 (1.80b)

ersetzt, eine Differentialgleichung, die Laplace-Gleichung genannt wird.

Allgemein gesprochen lédsst die Poisson-Gleichung sich formal mit
der Methode der Green-Funktionen 16sen. Eine Green-Funktion, die in
Wahrheit eine Distribution ist, hdngt von zwei Argumenten ab, sagen
wir x und x’, und erfiillt die Differentialgleichung

AGx,x)=8x—x), (1.81)

wo 6(z) die Dirac’sche §-Distribution bezeichnet. In der Tat, ist der
Quellterm o(x) in (1.80a) vorgegeben, so ist

P(x) = —4n /// &Ex G, x') o(x) (1.82)

Losung der Poisson-Gleichung. Die Relation (1.30), die in Band 2, An-
hang A.1 bewiesen wird, zeigt, dass
1 1

Gl x) ==

(1.83)

eine solche Green-Funktion ist. Setzt man dies in (1.82) ein, so folgt ein
jetzt schon wohlbekannter Ausdruck,

O(x) = / / / &’ % , (1.84)

das ist das elektrische Potential, das von der vorgegebenen Ladungs-
dichte erzeugt wird, wenn weiter keine anderen Randbedingungen (z. B.
Leiterflichen, auf denen Ladungen induziert werden konnen oder Ahn-
liches) vorliegen. Sind die vorgebenen Ladungen in Gestalt von endlich
vielen Punktladungen ¢, ¢, ..., gy realisiert, die in den Punkten x,
X7, ... bzw. xp sitzen, so ist

N
o) =) qid(x—x;)
i=1
und das Potential ist
N

o =Y I (1.84b)

i lx—xil

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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Da die auf eine Testladung go wirkende Kraft K(x) = goE(x) in der
Elektrostatik eine Potentialkraft ist, ist die Arbeit, die bei Verschiebung
dieser Ladung von A (,,Alpha“) nach £ (,,Omega®) geleistet oder ge-
wonnen wird, unabhingig vom Weg,

W=—/ds'K(x)=—CI0/dS-E(x)=610[¢(~Q)—¢(A)]-

Beispiel 1.5 Kugelsymmetrische Ladungsdichte

Die Ladungsdichte sei kugelsymmetrisch, o(x) = o(r), und liege ganz
im Endlichen, d.h. es gibt eine Kugel mit Radius R um den Ursprung,
auferhalb derer keine Ladung mehr anzutreffen ist. Der Radialanteil des
Laplace-Operators ist weiter unten in Gleichung (1.96) zu finden. Ein-
gesetzt in die Poisson-Gleichung ergibt sich die Differentialgleichung in
der Radialvariablen allein

1d (,do
— — | =—4 .
r2dr (r dr) 7o)

Eine erste Integration dieser Gleichung ergibt

r

d@ 47'[ rn / C1l
FPai) drrg(r)—l—r—2.
0

Offenbar muss man die Integrationskonstante ¢ gleich Null wihlen,
anderenfalls wire die elektrische Feldstirke bei » =0 unendlich grof.
Der erste Term ladsst sich physikalisch interpretieren: 4w for dr’ r?o(r')
ist die gesamte, in der Kugel mit Radius » enthaltene Ladung Q(r), die
je nachdem, ob r < R oder r > R ist, eine Teilladung bzw. die gesamte
in der Ladungsdichte enthaltene Ladung ist. Integriert man ein zweites
Mal und verwendet partielle Integration, so folgt

A 1
d(r) = /dr/ <—}72> oY+
0

r

NP
_20) —47r/dr/r’g(r/)+cz
o
Q(r) [ ’or i ro
= +4r | driro()+ | —4m [ drro(r)+c2
,

r 0

Der dritte Term (in eckigen Klammern) ist eine Konstante, die man
durch geeignete Wahl der Integrationskonstanten ¢, ohne Einschrinkung
gleich Null wihlen kann. Dann bleibt eine wichtige Formel, der wir



schon in Beispiel 1.2 begegnet sind:

r o0
1
&) =47 { - f dr’ r'?o(r') + / dr' o) b . (1.85)
r
0 r

Mithilfe dieser Formel kann man das Potential fiir jede lokalisierte La-
dungsverteilung berechnen, so z. B. fiir

(i) die homogene Dichte des Beispiels 1.2 in Abschn. 1.1;

(i) eine idealleitende Kugel mit Radius R: alle Ladungen sitzen gleich-
verteilt auf der Oberfliche der Kugel, d.h. es gilt Q(r) =0 fiir alle
r < R. Ist Q die gesamte auf der Kugel sitzende Ladung, so ist

Q.

Einpen =0, Eupen = r_2r .

Die zur Kugeloberfliche tangential gerichtete Komponente des elektri-
schen Feldes ist innen wie auBlen gleich Null, die (radial gerichtete)
Normalkomponente ist unstetig;
(iii) die zur Modellierung der Ladungsverteilung von Atomkernen oft
verwendete Verteilung

N

OFermi () = I+ expl(r—0)/2] mit

—1
Ve | ) () S|

die sog. Fermi-Verteilung, in der der Parameter ¢ den Abstand vom
Ursprung angibt, bei dem o auf die Hilfte ihres Wertes bei r = 0 abge-
sunken ist und z die Breite des Abfalls an der Oberflidche charakterisiert.
In diesem Fall ist es zwar moglich, aber etwas miihsamer, das Po-
tential analytisch anzugeben. In Anwendungen auf elektromagnetische
Prozesse mit Kernen (Elektronenstreuung, myonische Atome u. A.) kon-
struiert man @(r) oft durch numerische Integration von (1.85).

Beispiel 1.6 Eine funktionentheoretische Methode

Wenn eine elektrostatische Anordnung in einer Raumrichtung homogen
ist, d. h. nur in den dazu senkrechten Ebenen physikalisch interessante
Eigenschaften besitzt, dann kann man sich auf diese beschrinken und
das urspriinglich dreidimensionale Problem auf ein effektiv zweidimen-
sionales Problem reduzieren. Es seien die kartesischen Koordinaten im
R3 hier mit x, y, z bezeichnet, und diese seien so gewihlt, dass die z-
Achse in diejenige Richtung zeigt, von der die Ladungsdichte o und
damit das Potential @ nicht abhéngt. In der Poisson-Gleichung bzw. der
Laplace-Gleichung reduziert sich der Laplace-Operator dann auf

2 2

9
AD(x,y) = (ﬁ + a—y2> D(x,y) = —4mo(x, y) .

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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<y

C

Abb. 1.11. (a) Aquipotentiallinien x> —
y> =a in der (x, y)-Ebene; (b) Elektri-
sche Feldlinien xy = b/2, die Orthogo-
naltrajektorien der Aquipotentiallinien
der Abb. 1.11a sind; (c) Bild dieser An-
ordnung unter der Abbildung w = z2

Eine solche Differentialgleichung ist aus der Funktionentheorie wohlbe-
kannt. Ist ndmlich w(z) eine im Punkt z differenzierbare Funktion der
komplexen Variablen z und sind

z=x+1iy — w(z) = u(x, y) +iv(x, y)
die Zerlegungen in Real- und Imaginérteil, so erfiillen die Funktionen u
und v die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

u v

— = 1.86
dx  dy ( 2)
ou v

—=——. (1.86b)
ay ax

Aus diesen Gleichungen folgt zweierlei: Erstens erfiillen sowohl u(x, y)
als auch v(x, y) die Laplace-Gleichung in zwei Dimensionen,

82 82 82 82
—+— ,v)=0, —+— | v(x,y)=0.
<8x2 + 8y2> u(x, y) (ax2 + 8y2> (x, y)

Dies zeigt man fiir u(x, y), indem man (1.86a) partiell nach x, (1.86b)
partiell nach y ableitet und die Ergebnisse addiert; fiir v(x, y), indem
man (1.86a) nach y, (1.86b) nach x ableitet und die entstehenden Glei-
chungen subtrahiert. Zweitens besagen (1.86a) und (1.86b), dass die
Kurven u(x, y) = const und v(x, y) = const in der (x, y)-Ebene aufein-
ander senkrecht stehen. Dies sieht man, wenn man das Skalarprodukt
der Tangentialvektoren im Punkt (x, y) berechnet,

(du/ox du/dy) (av/ax) _0
w/ay )

Diese Kurven sind wie man sagt Orthogonaltrajektorien zueinander.

In den zweidimensionalen Schnitten unseres elektrostatischen Pro-
blems liegen ganz ihnliche Verhiltnisse vor: die Schnitte der Aquipo-
tentialflachen mit der (x, y)-Ebene und die elektrischen Feldlinien, die
ebenfalls in dieser Schnittebene liegen, stehen aufeinander senkrecht.
Dies kann man ausnutzen, um aus einer Losung mit den genannten
Eigenschaften der Laplace-Gleichung weitere solche Losungen zu ge-
nerieren. Jede analytische Funktion f(z) vermittelt iiberall dort, wo
ihre Ableitung nicht verschwindet, eine konforme Abbildung, d.h. eine
Abbildung der komplexen z-Ebene auf die Ebene w = f(z), bei der
Schnittwinkel von Kurven in Betrag und Drehsinn erhalten bleiben. So
seien als Beispiel die beiden Kurvenscharen

x>’—y*=a und 2xy=b, acR,, beR,

als Modell fiir Aquipotentiallinien (Abb.1.11a) und fiir Feldlinien
(Abb. 1.11b) gegeben. Diese sind offensichtlich nichts Anderes als Real-
bzw. Imaginérteil der Funktion w = f(z) = z2. Die Kurven x> —y? =g
der z-Ebene werden auf die Parallelen w = a +iv zur v-Achse, die Kur-
ven 2xy = b auf die Parallelen w = u +1b zur u-Achse abgebildet. Als



Bild des gegebenen Systems ergibt sich ein homogenes elektrisches
Feld parallel zur u-Achse mit seinen Aquipotentiallinien, die parallel
zur v-Achse sind (Abb. 1.11c).

Bemerkungen

1. Wihlt man zur Abbildung eine gebrochen lineare Funktion

az+b

cz+d’
so ist diese nicht nur konform, sondern auch bijektiv. Man kann sie
also in beiden Richtungen verwenden.

2. Es ist wichtig im Auge zu behalten, dass die angesprochene Klasse

von Problemen nach wie vor im R3 lebt, auch wenn eine Dimension
effektiv nicht eingeht. Im ,,echten” R? hat der Laplace-Operator

(Dim 2) 82 :
im _

19 [ dd(r,¢)\ 1 3P, ¢)
=——|\r— |+ —=— =0

ror or r2 0g?
einen anderen Typ von Losung fiir die Punktladung: dieser ist

@@ (r) = Inr, also recht verschieden von dem Potential einer Punkt-
ladung @@ (r) = 1/r im R3!

I w= mit ad—bc#0, c#0,

1.7.2 Flachenladungen, Dipole und Dipolschichten

Ankniipfend an das Beispiel 1.5 (ii) betrachten wir den mathemati-
schen Grenzfall von allgemeinen Fldchenladungen. Bei einem ganz
im Endlichen gelegenen idealen Leiter, dessen Oberfldche eine glatte
Fliche im R3 ist, verteilt die Ladung sich ausschlieflich auf dieser
Oberfliche. An die Stelle der Ladungsdichte ¢ mit der physikalischen
Dimension (Ladung/Volumen) tritt in dieser Idealisierung eine Flichen-
Ladungsdichte 1, deren Dimension (Ladung/Fldche) ist. Das Potential,
das von einer solchen mit Ladung belegten Fliche erzeugt wird, ist
durch

@(x):// 4o’ n(x’)
lx — x|

gegeben. Wendet man den Gaul3’schen Satz (1.6) auf ein geeignet ge-
wihltes Volumen an, das ein Stiick der Oberfliche umschliet, und
ist 2 die nach ,,auen” gerichtete Flichenormale, so findet man (Auf-
gabe 1.8), dass die Differenz der elektrischen Feldstirken im Aufen-
und im Innenraum mit der Flichendichte n wie folgt zusammenhéngen:

(E,—E;)-iv=4mn . (1.87a)

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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Abb. 1.12. Verkleinert man den Abstand
a von zwei entgegengesetzten Punktla-
dungen und vergrofert man gleichzeitig
den Betrag g der Ladungen so, dass das
Produkt ga endlich bleibt, so entsteht
ein idealisierter Dipol

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes ist unstetig, die Diskon-
tinuitét ist gleich 47 mal der Ladungsdichte pro Flicheneinheit. Wendet
man nun noch den Stokes’schen Satz (1.7) auf einen geschlossenen Weg
an, der innen und auflen verlduft (Aufgabe 1.9), so findet man, dass die
Tangentialkomponente an der Oberfliche stetig ist,

(E.—E)-i=0. (1.87b)

Diese Uberlegungen gelten iibrigens an jeder stiickweise glatten Fliche,
die eine Flichenladung trdgt, unabhingig davon ob es sich um einen
Leiter handelt oder nicht. Die Tangentialkomponente von E ist stetig,
die Normalkomponente springt um den Betrag 4mn. Bei elektrischen
Leitern ist die Tangentialkomponente im stationdren Fall allerdings
Null, denn anderenfalls wiirden in der Oberfliche Ladungen flieBen, und
zwar so lange bis wieder Gleichgewicht hergestellt ist. Im Inneren des
Leiters ist das Potential konstant, die elektrische Feldstirke gleich Null,
E; =0. Auf der AuBenseite ist nur eine Normalkomponente vorhanden,
deren Betrag durch die Flachenladung bestimmt wird,

E,=4mn.

Ein statischer elektrischer Dipol entsteht als mathematischer Grenzfall
eines Systems aus zwei entgegengesetzt gleichen Punktladungen, de-
ren Abstand man nach Null streben ldsst. Es seien die Ladungen +¢
und —¢q in den Punkten (0,0, (a/2)é3) und (0,0, —(a/2)é3) vorgege-
ben, s. Abb. 1.12. Sie erzeugen das elektrostatische Potential

1 1
D(x) =q |:|x—(a/2)é3| N |x+(a/2)é3|i| .

Da a sehr klein gegen |x| sein soll, kann man die beiden Anteile bis zu
Termen linear in a entwickeln. Mit » = |x| und x> = r cos @ ist

1 1 la ; 1 1la 3 1 1la
S SV e P . B R
lxF(a/2)e3| r 2r2 ro2r r- 2r2

Setzt man diese Formeln ein, so hebt sich der erste Term in der Dif-
ferenz heraus, der zweite ist proportional zum Produkt ga. Fiihrt man
jetzt den simultanen Grenziibergang ¢ — 0o, a — 0 aus, indem man den
Wert des Produktes festhilt,

g—>oo, a—0, mit ga=:d fest,
so erhilt man den jetzt exakten Ausdruck
d
Ppipol (X) = — cos 6. (1.88a)
r

Es ist nicht schwer, diesen Ausdruck auf den Fall zu verallgemeinern,
wo der Dipol zwar im Ursprung lokalisiert ist, aber nicht entlang der



3-Achse liegt. Es sei a der Vektor, der von der negativen zur positi-
ven Ladung zeigt (im Bild ist dies @ = aé3) und — in der beschriebenen
Weise — sei d =lim(ga) fir ¢ — oo und |a] — 0. Dann ist dcosf =
d-x/r und (1.88a) nimmt die Form an

d-x 1
@Dipol(x) = r_3 =—d-V m . (1.88b)

Sitzt der Dipol nicht im Ursprung, sondern im Punkt x’ # 0, so lau-
tet (1.88b)

d-(x—x 1
Ppipol (X) = ﬁ =—d-V, <|x—x/|) ) (1.88¢)

Eine elektrische Dipolschicht ist wiederum eine Idealisierung, bei der
man zwei zweidimensionale, mit elektrischer Ladung belegte Schichten
F1 und F, iibereinander legt, etwa so wie in Abb. 1.13 skizziert. Es soll
dabei njdo; = 12 do; gewihlt sein, die Flachenladungsdichte 7 soll bei
Anndherung der beiden Flichen umgekehrt proportional zu deren Ab-
stand a(x) sein so dass das Produkt n(x)a(x) bei a — 0 endlich bleibt.
Lokal liegen also wieder kleine Dipole vor und es entsteht ein vom Ort
abhéngiges Dipolmoment der Doppelschicht, das entlang der positiven
Fldchennormalen gerichtet ist,

D(x)=D(x)-n mit Dx)= Ilim ([nx)alx)).
a—0,n—o00
Das von einer solchen idealisierten Doppelschicht erzeugte Potential

lasst sich aufgrund der Ergebnisse fiir den Punktdipol sofort angeben.
Es lautet

o) =— [[ do' Dy, (—— (1.89a)
[x — x|
F
1
= do’ D(x') -V .
[x — x|
F

In einem Aufpunkt P, der auBerhalb der Fliche F liegt, siecht man das
Flichenstiick do im Raumwinkel df2 und es gilt

. 1 cosOdo
n-v, = =ds$,
|x — x| lx —x'|2

so dass das Potential auch in der folgenden einfachen Form geschrieben
werden kann:

D(x) =— // d2' D) . (1.89b)
F

Der Dipol (1.88c) wird uns bei den zeitabhéngigen Schwingungszustéin-
den wieder begegnen, die Fliachenladungen und die Dipolschichten bei
der nun folgenden Diskussion von allgemeinen Randwertproblemen.

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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Abb.1.13. (a) Eine Dipolschicht, bei
der auf gegeniiberliegenden Flidchenstii-
cken entgegengesetzt gleiche Fldchenla-
dungen sitzen, entsteht, wenn man den
Abstand der Flichen nach Null gehen,
die Flichenladungsdichte dabei gleich-
zeitig nach Unendlich streben ldsst;
(b) Im Aufpunkt P auBerhalb der Di-
polschicht kann man das Potential durch
den Raumwinkel ausdriicken, siehe
(1.89b)

1.7.3 Typische Randwertprobleme

Eine sehr allgemeine, dennoch nicht immer leicht umsetzbare Methode
zur Losung von Randwertproblemen ist die Methode der Green’-
schen Funktionen, die wir schon weiter oben in Abschn.1.7.1 ver-
wendet haben. Die zu losende Differentialgleichung ist die Poisson-
Gleichung (1.80a). Green-Funktionen sind in Wahrheit temperierte Dis-
tributionen, die der Differentialgleichung (1.81) geniigen und deren
allgemeinste Form durch (1.83) und eine beliebige Losung der Laplace-
Gleichung gegeben ist,

1
Gx,x)=——
4 |x —x/|

mit A F(x,x)=0=A.F(x,x).

+ F(x,x), (1.90)



Verwendet man den zweiten Green’schen Satz (1.10), indem man
dort ¥ = G(x, x") und die Poisson-Gleichung (1.80a) einsetzt, dann er-
gibt sich

D(x) =—4n f// &*x' G(x, x)ox) (1.91)

V(F)
/ / a / / a /
+ do (p(x) ~ G(xvx)_G(xvx) ~ ¢(x) )
on’ on'
F

wenn immer x innerhalb des von der geschlossenen Fliche F eingefass-
ten Volumens V(F') liegt. Liegt x dagegen auferhalb dieses Volumens,
so steht auf der linken Seite Null.

Um die Zusatzterme auf der rechten Seite von (1.91) physikalisch zu
verstehen, ist es sinnvoll, zunéichst F(x, x") =0 zu wihlen. Dann gilt

xeV(F): &(x) } _ /// By o(x) (1.92a)
Xx¢V(F): 0 e — x| '

V(F)
i 91 19
— || a0’ (o)== on)) .
+4n// 7 ( O o —w| x| 9 (x))
F

Jetzt erkennt man die Bedeutung der beiden Terme des Flidchenintegrals:
der Erste von ihnen, wenn man ihn mit (1.89a) vergleicht, ist das Poten-
tial einer Dipolschicht, deren Dipoldichte durch

1
Dx)=—— @ox)|f (1.92b)
4
gegeben ist. Der Zweite ist das Potential einer auf der Fliche F verteil-
ten Flichenladung, die durch die Funktion

) 1 99
X)=— —
T = 47 on
beschrieben wird. Schlieflich kann man noch den Grenzfall betrach-
ten, bei dem die geschlossene Fldche F ins Unendliche verschoben
wird. Wenn die Richtungsableitungen des Potentials fiir " — oo rascher
verschwinden als die inverse Abstandsfunktion, dann trdgt das Flachen-
integral in diesem Grenzfall nichts bei und es bleibt die vertraute Formel

q>(x)=///d3x/ﬂ.
lx — x|

V(F)

(1.92¢)

F

Sprechen wir von Randwertaufgaben, d.h. von Problemen, bei de-
nen Potentiale oder Felder vorgegeben werden, so stellt sich natiirlich
die Frage, welche Daten ein elektrostatisches Problem vollstindig be-
stimmen. So kann man sich beispielsweise klar machen, dass auf einer
gegebenen geschlossenen Fliache nicht gleichzeitig das Potential @(x)|r

1.7 Statische elektrische Zustdnde

63



64

Die Maxwell’schen Gleichungen

3 Die geschlossene Fliche F kann ganz
im Endlichen liegen. Mit einiger mathe-
matischer Umsicht kann man sie aber
auch ganz oder teilweise ins Unendli-
che verlagern.

und seine Normalableitung 9®/dii|r vorgeschrieben werden konnen.
Mogliche, d.h. sinnvoll gestellte Randwertaufgaben sind die folgenden:

(a) Auf geschlossenen Flichen werden die Werte des Potentials vorge-
geben. Ein Beispiel wire eine Anordnung von elektrischen Leitern
mit gegebenen Potentialen. Eine solche Vorgabe wird Dirichlet’-
sches Randwertproblem genannt.

(b) Auf Oberflichen mit vorgegebenen Fldachenladungen wird die Nor-
malkomponente des elektrischen Felds vorgegeben. Eine solche
Aufgabe wird Neumann’sches Randwertproblem genannt.

Dass diese Vorgaben auf geschlossenen Flichen das Problem eindeutig
festlegen, kann unter Verwendung der Integralsitze wie folgt nachge-
priift werden. Nehmen wir an, die Anordnung (a) oder die Anordnung
(b) besidBe zwei verschiedene Losungen @(x) # @3(x) und setzen
U(x) := @3(x) — D1 (x). Im Inneren des von F eingeschlossenen Volu-
mens gilt die Laplace-Gleichung AU(x) = 0, wihrend auf der Fliche F,
die nicht einfach zusammenhéngend sein muss,

im Fall (a): UX)|Fp=0
aU(x)

~ =0
on

F

im Fall (b):

vorgegeben ist. Jetzt verwende man den ersten Green’schen Satz (1.9)
mit @ =¥ =U,

/f/& UAU+ vu)? //daU—.

V(F)

(Zur Erinnerung: oU/di =i - VU ist die Richtungsableitung entlang der
Flachennormalen, d.h. bis auf das Vorzeichen die Normalkomponente
des elektrischen Feldes.) Da auf der linken Seite dieser Gleichung zwei-
mal derselbe Beitrag steht und da auf der Flache F entweder U selbst
oder seine Normalableitung verschwindet, folgt

/// & (YUY =

V(F)

somit im Inneren VU = 0 bzw. U(x) = 0 fiir alle x € V(F'). Im Fall der
Dirichlet’schen Randwertprobleme heifit dies, dass U(x) =0, im Fall
der Neumann’schen Vorgaben, dass U und damit die gesuchte Losung
@(x) bis auf eine willkiirlich wihlbare additive Konstante bestimmt ist.
Eine solche Konstante ist physikalisch irrelevant. Damit ist nicht nur ge-
zeigt, dass in jeder der beiden Aufgabenstellungen — wenn sie existiert
— die Losung (gegebenenfalls bis auf eine additive Konstante) eindeu-
tig ist, sondern auch, dass eine Anordnung, bei der man die Potentiale
und ihre Normalableitungen auf einer geschlossenen Fliche vorschrei-

ben wollte, i. Allg. iiberbestimmt wire?.



Formal gesehen — aber nur selten einfach in die Praxis umzusetzen
— kann man bei einer Dirichlet’schen Aufgabe iiber die Losung F(x, x”)
der Laplace-Gleichung so verfiigen, dass die Green’sche Funktion fiir
alle x’ € F verschwindet,

Gp(x,x)=0 fiirallex' € F.

Beispiel 1.7 Dirichlet’sche Randbedingung auf der Kugel

Die geschlossene Fliache sei die Kugel mit Radius R um den Ur-
sprung, F = S%e C R3. Mithilfe einer einfachen geometrischen Konstruk-
tion (s. Aufgabe 1.14) konstruiert man den Zusatzterm in (1.90), der das
Verschwinden von Gp(x,x’) auf der Kugeloberfliche garantiert. Das
Ergebnis ist

11 RIx'| 1

Gpx,x)=—— ,
D@, x) 4 lx —x'| 47 ||x'|2x — R%x/|

an dem man unmittelbar die gewiinschte Eigenschaft Gp(x, x") = 0 fiir
alle |x'| = R bestiitigt.

Hat man eine solche Losung gefunden, so folgt die Darstellung

d(x) = —4m /// d&*x’ Gp(x, x’)Q(x/)—I—// do’ cD(x’)%GD(x,x’)
F

V(F)
(1.93)

als, wie wir jetzt wissen, eindeutige Losung fiir das Potential.

Bei einer Neumann’schen Aufgabe geht man so vor: Wie jede
Green-Funktion erfiillt die fiir eine solche Randbedingung zustindige
Distribution die Differentialgleichung (1.81)

AGN(x, x) =8(x—x').

Die stiickweise glatte, geschlossene Fliche F und das von diesem
eingeschlossene Volumen V(F') seien vorgegeben. Setzt man das Gradi-
entenfeld V = VGy in den Gaul3’schen Satz (1.6) ein und erinnert sich
an die Definition

oGN R

=(VGN) -1,

o = (VGn) -4

so folgt aus der Gaul3’schen Formel (1.6)

lzf/daaGAN.
on
F

Man kann folglich die Normalableitung von G so einrichten, dass sie
auf der Flidche F konstant und gleich 1/F ist,
IGN 1

on  F
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Aus der allgemeineren Formel (1.91) folgt dann die Darstellung

P(x) =—4x / / / Ay Gu(x, ¥)ox")

V(F)

+(D) p—// do’ GN(x,x/)%Q)(x/), (1.94)
F

wobei der Mittelwert des Potentials iiber die Fliche F auftritt,

(@)Fz%/deQ(x).
F

Dieser Mittelwert wird gleich Null, wenn man eine im Unendlichen lie-
gende geschlossene Fliache hinzunimmt — immer vorausgesetzt, dass alle
physikalischen GréB8en ganz im Endlichen liegen.

1.7.4 Multipolentwicklung von Potentialen

Eine wichtige und in der Praxis niitzliche und gut umzusetzende
Methode macht von Entwicklungen nach Kugelfliiichenfunktionen Ge-
brauch. Bevor wir die wichtigsten Formeln und Techniken aufstellen,
sollen hier die wesentlichen Ideen dieser Methode zusammengefasst
werden.

Ziel der Methode ist es, einen Satz von Grundlosungen der Laplace-
Gleichung (1.80b) zu finden, die in einem noch zu spezifizierenden Sinn
vollstindig sind und die dazu dienen konnen, jede physikalisch interes-
sante Losung, die nicht direkt und analytisch darstellbar ist, als Reihe
in diesen Grundlosungen darzustellen. Im Einzelnen fiihrt man die fol-
genden Schritte aus:

1. Man 16st die Laplace-Gleichung (1.80b) fiir einen speziellen Ansatz
in sphérischen Polarkoordinaten (r, 6, ¢), bei dem die Abhingigkei-
ten von r, von 6 und von ¢ faktorisiert sind,

1
Pansarz (%) = —R(r) P(0) f($) - (1.95)

Dies ist zwar sicher nicht die allgemeinste Losung, besitzt aber den
Vorteil, dass die drei Typen von Funktionen R(r), Y(6) und f(¢) ex-
plizit angegeben werden konnen;

2. Man stellt dann fest, dass die Gesamtheit aller im Intervall (0 <6
<, 0 < ¢ < 2m) reguldren Funktionen Y(6) f(¢) (in einem verall-
gemeinerten Sinn) orthogonal und vollstindig sind. Diese Produkt-
16sungen bilden somit eine Basis fiir regulire Funktionen auf S2, der
Einheitssphire im R>, die durch die Koordinaten 6 und ¢ beschrie-
ben wird;

3. Allgemeinere, i. Allg. nicht faktorisierende Losungen der Laplace-
Gleichung entwickelt man nach diesem Basissystem, wobei man



dessen Vollstindigkeit ausnutzt. Auch zum Auffinden von Losungen
der Poisson-Gleichung sind die Kugelfunktionen #uflerst niitzlich,
wenn man die Entwicklung mit der Technik der Green-Funktionen
kombiniert.

In sphérischen Polarkoordinaten ausgedriickt lautet der Laplace-Operator

AD(r, 0, p) L (P2 LD (22 (1.96)
r0,0)=——|r— — — | sinf— .
r2 or or r2sin 6 90 a0
1 3

r2sin26 9¢? °

Setzt man hier den Faktorisierungsansatz (1.95) ein, so fiihrt dies zu ge-
wohnlichen Differentialgleichungen fiir den Radialanteil und fiir die von
6 und ¢ allein abhingigen Anteile, die man getrennt diskutieren und 16-
sen kann. Ohne auf diese Methode im Einzelnen einzugehen, seien hier
die Differentialgleichungen fiir die von den Winkeln abhéngigen Funk-
tionen P(A) und f(¢) angegeben

d2
d—¢2f(¢)+m2f(¢):0’ m=0,1,2,...,

L d(08PON  (ny— ) pgy =0
— | sin - =0,
sinf do de sin2 6

¢=0,1,2,....

Die auf der Kugeloberfliche reguldren Losungen dieser Differentialglei-
chungen sind die Kugelflichenfunktionen

Y(0, ) = P©) f(9) ,

wobei die Losungen f(¢) nach der Zahl m nummeriert werden, die Lo-
sungen P(6) nach den Zahlen ¢ und m,

Yo (0, ¢) = Nym Pgm(e)fm((p) s

Die Forderung, dass f;,(¢) einwertig sein, d.h. sich bei einer voll-
standigen Drehung reproduzieren muss, f,(¢+2m) = fi,(¢p), legt die
Ganzzahligkeit von m fest. Die Differentialgleichung fiir P;" (9) hat nur
dann Losungen, die im ganzen Intervall 6 € [0, ] bzw. cos6 € [—1, 1]
regulidr sind, wenn £ € Ny und wenn m dem Betrage nach nicht grofer
als £ ist.

Die Kugelflichenfunktionen gehoren zu den sog. speziellen Funk-
tionen, die man in der Physik und in vielen anderen Gebieten ebenso
selbstverstindlich einzusetzen lernen soll wie die trigonometrischen
Funktionen, die Exponentialfunktion oder viele andere elementare Funk-
tionen der Analysis bzw. der Funktionentheorie. Deshalb beschrinke ich
mich hier darauf, ihre Definition, einige Beispiele und ihre wesentlichen
Eigenschaften anzugeben*.

1.7 Statische elektrische Zustdnde

4 Die Differentialgleichung, der sie ge-
niigen und die aus (1.96) folgt, wird
in Band 2, Abschn. 1.9.1 im Zusam-
menhang mit dem Bahndrehimpuls in
der Quantenmechanik abgehandelt. Dort
findet man auch eine Herleitung der
Formel (1.97a).
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Kugelflichenfunktionen iiber der Einheitskugel S

Die Kugelflichenfunktionen Yy, (6, ¢) setzen sich aus Exponenti-
alfunktionen in der Azimutvariablen ¢ und aus den zugeordneten
Legendre-Funktionen erster Art P/ (f) zusammen,

2041 [(—m)! .
Yem(®, §) =,/ 4:; EHZ; P! (cos ) e . (1.97a)

Die Indizes ¢ und m haben dabei den Wertevorrat
LeNy, me[—£,+£], d.h. etwas ausfiihrlicher
£=0,1,2,..., und m=—-¢ —L+1,...,+L. (1.97b)

Die Legendre-Funktionen erster Art hiingen von cosf =: z allein ab
und entstehen durch Differentiation aus den Legendre-Polynomen

b d™
P(2) = ()" (1-22)" @, @=cosd),  (197¢)
wobei die Legendre-Polynome z.B. durch die Formel von Rodrigues
definiert werden konnen,

P()_Ld_z(z_l)ﬁ (1.97d)
A IF AN ' :
Die ersten fiinf Legendre-Polynome lauten explizit
Po(z2) =1 Pi(z) =z
1 1
P2(2) = (32 2-1) Pi(z) = 5(513—3Z)
Py(2) = (352 —30z° +3) (1.97¢)
Die Kugelﬂachenfunktionen zu £ =0, 1, 2, 3 lauten ausgeschrieben
1
Yo,0=—=
47
3 /3 ;
Yio=., -—cosf Yi41=F — singet?
4 8
Yo0= i(30052(9—1)
' 167

15 i [15 .
Yy 41 =7,/ =—cosf sin 9 et? Ys 47 = | — sin? get2?
' ﬂ ’ 327

/ 7
Y30= 5c08° 60— 3c0s9)
Y341 = ,/ 4cos sin @ — sin 9) ==
+2ip 35 +3i¢
a5 =l = cos@ sin’fe Y3 43 = A sin’ fe



Einige wichtige Eigenschaften, die man an der allgemeinen For-
mel (1.97a) und an den Beispielen (1.97f) nachpriifen mag, sind die
Beziehungen zwischen Yy, (6, ¢) und seinem konjugiert Komplexen
Y}, (0, ¢) sowie zwischen Yy, (6, ¢) am Punkt (6, ¢) der $% und der-
selben Funktion beim Antipoden ( — 6, ¢ + ) dieses Punktes:

Y5, (0, 0) = (=)"Ye,—m(6, $) , (1.979)
Yom(w —6, 7+ ¢) = (=) Vi (6, 9) . (1.97h)

Da die Punkte (0, ¢) und (& —6, ¢ +m) durch Spiegelung am Ur-
sprung auseinander hervorgehen, sagt die Beziehung (1.97h) aus,
dass die Kugelfunktionen mit geradem ¢ unter der Raumspiegelung
gerade sind, die mit ungeradem ¢ aber ihr Vorzeichen dndern.

Die Kugelflichenfunktionen sind in einem verallgemeinerten Sinn or-
thogonal. Sie erfiillen die folgende Orthogonalitdtsrelation:

/d.Q Y} O, ) Yo (6, §) = 8pr¢8mim - (1.98a)
S2
Dabei wird mit d§2 = d¢ sin6d6 iiber die ganze Kugeloberfliche
integriert. AuBerdem bilden sie ein auf der S? vollstindiges Basissys-
tem. Dies bedeutet, dass man jede auf der S? stetige Funktion £(6, ¢)
nach dieser Basis entwickeln kann,

oo +L
fO.6) =YY" You(®, P)ag, mit (1.98b)
=0 m=—L
= / 482 Y}, (6. $) f(6. 9) (1.98¢)
SZ

Diese zweite Aussage kann man auch in einer Vollstindigkeitsrela-
tion zusammenfassen, die hier so lautet

oo +L

D Ym0, )Y, (0 ¢') =8¢ — ¢')8(cos 6§ — cos 8') . (1.98d)

=0 m=—t

Es bleibt jetzt noch festzustellen, zu welcher Differentialgleichung der
Ansatz (1.95) fiir die Radialfunktion R(r) fiihrt. Hierzu stellt man zu-
nichst fest, dass es sinnvoll ist, einen Faktor 1/r aus der Radialfunktion
herauszuziehen, denn die verschachtelte Ableitung nach r in (1.96) wird
damit zu einer schlichten, mit 1/ multiplizierten zweiten Ableitung,

1d/,d 1R() 1d2R(r)

——|r"— | -R(r = - .

r2dr\ dr \r rodr?
Verwendet man die oben angegebenen Differentialgleichungen fiir f;, (¢)
und fiir P;" (), dann bleibt von (1.96) nur die gewdhnliche Differen-
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tialgleichung
d*R(r)  €(L+1)
22 R(r)=0 (1.99a)

iibrig, deren allgemeine Losung leicht zu bestimmen ist:

1
R(r) =V ptHl 4@ - (1.99b)
’
Der erste Term ist zu verwenden, wenn R(r) bei r = 0 regular sein soll,
der zweite Term ist relevant, wenn Regularitit im Unendlichen verlangt
wird.

a) Elektrostatische Probleme mit Axialsymmetrie

Ist eine Aufgabenstellung vorgegeben, die um eine Richtung im Raum
axialsymmetrisch ist, so ist es sinnvoll, die 3-Achse in diese Richtung
zu legen. Da das Potential nicht vom Azimutwinkel ¢ abhingt, kon-
nen die Losungen der Laplace-Gleichung nur von r und 6 abhingen.
In der Entwicklung einer solchen Losung @(r, ) nach Kugelflichen-
funktionen konnen daher nur solche mit m = 0 auftreten. Fiir diesen
Fall reduzieren sich die Legendre-Funktionen (1.97¢) auf die Legendre-
Polynome (1.97d) und man kann das Potential von vorneherein als
Reihe in diesen Polynomen ansetzen,

(o)
1
0= <c§“ r —i—cf)m) Pi(z), (z=cos6).  (1.100)
=0

Die Entwicklungskoeffizienten cgl) und céz) bestimmt man aus den vor-

gegebenen Randbedingungen. Man muss dabei aber beachten, dass die
Legendre-Polynome zwar orthogonal, aber nicht auf 1 normiert sind.
Vielmehr gilt, aufgrund der Definitionen (1.97a) und (1.97¢), sowie der
Orthogonalitétsrelation (1.98a)

T +1

in6do P?(cosO) = [dz P?(z) = —— .
/sm 7 (cos 0) fz 7 (2) 211
0 —1

Die Legendre-Polynome sind bekanntlich so normiert, dass sie bei
0 =0, d.h. bei z=1 alle den Wert 1 haben, P;(1) = 1. Dies ist niitzlich,
wenn man sie aus einer erzeugenden Funktion herleitet,

o
LS (1.101)
N ’

die ja fiir z =1 in die geometrische Reihe iibergeht.

Wir betrachten als Beispiel fiir (1.100) folgende Anwendung: Da die
Losung (1.100) eindeutig festliegt, geniigt es, die Koeffizienten bei ei-
nem festen Wert des Arguments z zu berechnen, so z.B. bei z =1.
Gesucht ist die Entwicklung der inversen Abstandsfunktion |x —x’|, wo



x und x’ Vektoren sind, die den Winkel « einschlieBen, s. Abb. 1.14.
Legt man die 3-Achse in Richtung von x’, so ist

1 1
X=X r24r'2=2r'cosa
Um dies in der gewiinschten Weise zu entwickeln,

1 i 1
_ Z (CEI) Pt +C§2)m) Pi(2), (z=cosb),
=0

e —x'| &

geniigt es, den Fall cosa =1 zu betrachten, d.h. den Vektor x eben-
falls in die 3-Richtung zu legen. Dann wird die Abstandsfunktion zum
Absolutbetrag der Differenz der Radialvariablen, die Entwicklungskoef-
fizienten folgen aus der einfacheren Gleichung

L S (we, o ]
|r_r/|_Z Co T +C€ it ’
=0

Die bekannte Reihenentwicklung von 1/(1—x) =1+x +x2 .- konver-
giert nur, wenn |x| < 1 ist. Deshalb gilt

I >t ,
urr' >r: = — -7 und hieraus
lr—r'] F r’
=0
m_ 1 @ _
¢ =T 0 =05
L, 1 1 < 't
firr <r: = - Z — und daraus
|r—7'| rer

Cél) =0, cfzz) =t

Diese Fallunterscheidungen kann man bei Verwendung folgender Be-
zeichnungen

/ N /
r<=r, r-=r fir r<r,
re=r, re=r fir r>/r

etwas kompakter schreiben, namlich

e\
()
Damit erhilt man fiir die gesuchte Entwicklung
b _ i iP (cos ) (1.102)
x—x/| e rit ‘ . .

Diese Reihe folgt natiirlich auch aus der erzeugenden Funktion (1.101)
(wie umgekehrt diese aus dem eben abgeleiteten Ergebnis konstruiert
werden kann).

1.7 Statische elektrische Zustdnde

x
!
i

1

Abb. 1.14. Der Differenzvektor von Auf-
punkt x und Quellpunkt x’ eines kon-
kreten elektrostatischen Problems, aus-
gedriickt durch die beiden Vektoren und
den Winkel «, den sie einschlieen
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Beispiel 1.8 Potential einer kugelsymmetrischen Ladungsdichte

Legt man die 3-Richtung in die Richtung von x, dann ist o der Po-
larwinkel von x’. Setzt man die Entwicklung (1.102) ein und integriert
iiber d®x’ =/2dr'd$2’, so geben alle Legendre-Polynome mit £ # 0
Null,

+1
/f d$2' Py(cos6) =2r fdz Pe(2)Py(z) =0 fir alle ¢#0.
52 -1

Bei £ = 0 bleibt die Integration iiber die Radialvariable mit der Fallun-
terscheidung r' < r bzw. r' > r

D(x) =/// d3x/—Q(r) =47T/ dr'r'? iQ("/)
lx — x| r>
0

o0
1
=4x ;‘/dr’r’2 Q(r’)—i—/dr/r’g(r’) ,
0 r

eine Formel, die wir in (1.85) durch direkte Integration der Poisson-
Gleichung erhalten hatten.

b) Allgemeinere Anordnungen ohne Axialsymmetrie

Liegt keine Axialsymmetrie um eine ausgezeichnete Richtung im R3
vor, so tritt anstelle von (1.100) der allgemeinere Ansatz

oo +4
1
0.9 =Y > <c§};rf +cgfjrm> Yem 0, ¢) - (1.103)

(=0 m=—¢

Auch die Entwicklung (1.102) der inversen Abstandsfunktion ldsst sich
mithilfe des wichtigen Additionstheorems

+¢
P — Y (@ . &)Yy, (O 1.104
e(cos ) 21 im0 )Y (0, P) ( )
m=—{
in eine allgemeinere Form umschreiben:
1 >\ 4n rt A
= — Y (0, )Y (6, @) . 1.105
p— Z;zzﬂrﬁ“ m;g 0, ¢ Yen (6, ¢) (1.105)

Hierbei sind (6, ¢) die Polarkoordinaten des Einheitsvektors £, (6’, ¢)
diejenigen von X/, wihrend « der von diesen Vektoren eingeschlossene
Winkel ist. Der Beweis des Additionstheorems (1.104) gibt eine schoéne
[lustration der Technik von Entwicklungen nach Kugelflichenfunktio-
nen. Aus diesem Grund, obwohl dies eigentlich in ein Handbuch der
Speziellen Funktionen gehort, schieben wir ihn hier ein:



Beweis des Additionstheorems (1.104)

Das Legendre-Polynom P (cos6) ist eine auf der S regulire Funktion
und lésst sich daher nach Kugelflachenfunktionen entwickeln,

oo m=+t

P(cosa) =Y > comYom(®, ) .
U=0m=—1¢'

Die auftretenden Winkel «, 6 und ¢ sind dabei wie in Abb. 1.15 defi-
niert, was wiederum bedeutet, dass die Entwicklungskoeffizienten ¢,
von 6’ und ¢’ abhingen werden (mit der offensichtlichen Freiheit den
Vektor x' in Abb. 1.15 auf dem Kegel mit Offnungswinkel o um x
herum zu wihlen). Da die linke und die rechte Seite dieses Ansat-
zes derselben Differentialgleichung geniigen miissen, folgt, dass nur die
Terme mit £/ = £ beitragen konnen. Die Koeffizienten berechnen sich
aufgrund der Orthogonalitét (1.98a) aus

com@, ') = // d2 Y}, (0, ¢) Pe(cosa)

4 %
= o f/ 482 Y}, (6, ) Yimeo(@. B)

In der zweiten Kugelfunktion steht formal ein zu o gehdrender Azimut-
winkel B, der aber irrelevant ist, da die Funktion Y;,—¢ gar nicht von
diesem Argument abhingt. Wenn wir jetzt wiissten, wie die Funktion
A /2E+1)Y; (0, ¢) nach der Basis Yy,—o(a, B) entwickelt wird, so
hitten wir schon die gesuchte Formel. Dass dies tatsidchlich ohne grofie
Rechnung gelingt, wollen wir jetzt zeigen. Wegen der Eindeutigkeit ei-
ner solchen Entwicklung

Y, (0, B, d(@, B) = bemYem(@, B

geniigt es Spezialfille zu betrachten, bei denen die Kugelfunktionen der
rechten Seite sofort angegeben werden konnen. Auflerdem muss man
beachten, dass diese Entwicklung die Richtung ¥ von Abb. 1.15 als 3-
Achse voraussetzt. Bei o = 0 bleibt auf der rechten Seite nur der Term

beoYe0(0, B) =/ (2€+1)/4mbyg stehen, was direkt aus (1.97a) und der
Eigenschaft Py(cosa = 1) =1 folgt. Damit folgt

4 %
boo = m YEm (9((1, ﬁ)v d)(()t, /3)) |oz=0 ,  bzw.

ro 4 AT
com(®',8) =\ 5 b00 = 5 Yiu (6@ B, $(@. ),y -

Andererseits, wenn « = 0 ist, so zeigt ein Blick auf Abb. 1.15

0(0(, ﬂ)|a:0 = 9/ ) ¢(Ol, IB)|O(:O - ¢/ .

Damit ist die Formel (1.104) bewiesen.

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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Abb. 1.15. Die Einheitsvektoren X und
*’ schlieBen den Winkel « ein, wih-
rend (0, ¢) die Polarwinkel des ersten,
@', ¢') die des zweiten sind

>
2>

Es sei eine ganz im Endlichen liegende Ladungsverteilung o(x’) ge-
geben. Das von dieser erzeugte Potential am Ort x (der im Inneren oder
aullerhalb der gegebenen Dichte liegen kann) ist

B(x) = //f @ ’|f(x;)/| (1.1062)

m=+¢

Zzzzﬂ Z Y""(x)/ car Z—H/fdQ/Yzm( Nox).
0

In dieser Formel sind die Polarwinkel von x und von x’ durch die
entsprechenden Einheitsvektoren abgekiirzt. Das Radialintegral verlangt
offensichtlich die Fallunterscheidung nach kleinerem und groflerem Ar-
gument, im Einzelnen also

o r oo

/Zd/ ri 1 /2d/ 24 4 /Zd/ 1
r r —r[+1 _—r[+1 r rr +r r r r/[-l,—]

0 0 r

(1.106b)



Wesentlich einfacher werden die Verhéiltnisse, wenn man nur den Au-
Benraum betrachtet, d. h. wenn r = |x| > ' = |x/| bleibt, denn jetzt trigt
in (1.106b) nur der erste Term bei. Es ist dann

m=-+¢
~ q0 .
P () aupen = Z 25 —|—l Em(x)g—_:ll mit (1.106¢)

qgm_/ r'2dr’ /‘/f de' v}, (®)o) . (1.106d)

Da die Ladungsverteilung nach Voraussetzung ganz im Endlichen liegt,
d.h. da man eine Kugel um den Ursprung mit Radius R angeben kann
derart, dass o(x’) =0 fiir alle ' > R, kann man die obere Grenze
des Radialintegrals in (1.106d) nach R oder auch nach +oo setzen.
Die Formel (1.106c) besagt, dass die Eigenschaften der Quelle, die
in den Multipolmomenten (1.106d) enthalten sind, und die funktionale
Abhingigkeit des Potentials vom Aufpunkt x faktorisieren — im Gegen-
satz zum allgemeineren Fall der Formel (1.106a), in der beide Anteile
verschachtelt erscheinen. Diese Vereinfachung ist zwar in vielen Fillen
ausreichend und niitzlich, aber klarerweise wird man mehr Information
iiber die Ladungsdichte o erhalten, wenn man sie sowohl von ,,innen*
als auch von ,,auflen* abfahren kann.

Die Multipolmomente (1.106d) haben folgende Eigenschaften. Ob-
wohl die Ladungsdichte und das Potential reell sind, sind die gg,
komplexe Zahlen. Generell gilt aber

Gom = ()" qe—m - (1.107)

Dies folgt aus der Eigenschaft (1.97g) der Kugelfunktionen und aus der
Aussage, dass o reell ist. Fiir £ =0 gibt es nur ein Multipolmoment,

—,/i/f/cﬁ 0 =-—0 (1.108)
0=\ 47 T =N '

wo Q die Gesamtladung ist>.
Fiir £ =1 gibt es drei Multipolmomente, von denen wegen (1.107)
nur zwei wirklich berechnet werden miissen,

an =/// & rvf @e)
3 . 3 .
_*/Q/// dx (xl—lxz)g(x)E—,/g(dl—ldz)

(1.109a)
qi10 = /// dx rY10(®)o(x)
[3 [3
= E//f dx o) = Ed3, (1.109b)

1.7 Statische elektrische Zustdnde

5 Da der Quellbeitrag und die Abhin-
gigkeit vom Aufpunkt vollstindig fak-
torisieren, haben wir den Strich an der
Variablen x’, iiber die integriert wird,
weggelassen.
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wobei wir die Kugelfunktionen (1.97f) eingesetzt und durch kartesische
Komponenten von x ausgedriickt, und schlieBlich die kartesischen Kom-
ponenten fiir das Dipolmoment

d:/ d*x xo(x) (1.109¢)

eingefiihrt haben. Man betrachte als Beispiel das Moment g9 und setze
es in die Formel (1.106c) ein:

47 | 3 1 R 1
Ppipol (X) = 3 Ed3r—2Y1o(x) = r—2d3 cosf .

Dabei ist der explizite Ausdruck fiir Y9 aus (1.97f) eingesetzt. Das
Ergebnis ist in Ubereinstimmung mit der in Abschn. 1.7.2 abgeleiteten
Formel (1.88b).

Bei £ =2 gibt es 2¢ 4+ 1 =5 Multipolmomente, von denen vier iiber
die Relation (1.107) verkniipft sind. Deshalb geniigt es, die folgenden
anzugeben

g2 = f / / x5 @) )
_ /i/// Bx ' —ixd)20x) (1.110a)
327 '
g2 = / / / &*x 273 @) )
S /E/// Ex P —ix?)ox) (1.110b)
8
420 =/// dx r?Ya0(®)o(x)
[5
- 16—71/// Ex (36 =)o) . (1.110c)

Es ist instruktiv an dieser Stelle zu verweilen und dieselben Monopol-,
Dipol- und Quadrupolterme noch auf eine andere Weise zu berechnen.
Mit der anschaulichen Vorstellung, dass der Aufpunkt x, also der Punkt,
an dem das Potential bzw. sein Gradientenfeld gemessen wird, weit
auBerhalb der Ladungsdichte o(x’) liegt, ist die Multipolentwicklung
nidmlich nichts Anderes als eine Taylor-Entwicklung von

®(x) =/// AN
|x —x/|



um die Stelle x’ = 0. Wir setzen |x| =: r und entwickeln in der Vari-

ablen x’. Dabei geht man aus von

3

. N2
r—v] = | i)
i=1
a | B /| B x/l _xl
ox' o x—=x|’
8 1 x/i_xi xi_x/i
wilx—x1]  |Je—xP  |jx—x’

woraus die gemischten zweiten Ableitungen folgen:

92 1 1 . 3 S

ik i /1 k 1k

. =— xt—=x")(x=x"%) .
ax kox't |x —x'| lx —x/|3 |x—x’|5( )( )

In die Taylor-Reihe gehen diese Ableitungen bei x’ = 0 ein; sie lautet

28ik

1 3xixk—r
_ = E — — —— X
|x — x| r r r

i,k

1i !
ix'k.

Setzt man diese Entw1cklung in das Potential @(x) ein, so erhilt man
die Terme mit £ =0, £ =1 und mit £ =2 der Entwicklung (1.106c),
jetzt aber in der Form

@(x)Ng—I-M—i- ZQ”‘” mit (1.111a)
d—/// x' x'o(x), (1.111b)
f// Py’ (3" =28 )o(x') . (1.111c)

Der Dipolterm (1.111b) ist uns schon vertraut. Der Quadmpolteym, hier
in Kartesischen Komponenten ausgedriickt, ist symmetrisch, Q ki — ik,
und hat die Spur SpQ = Y Q' = 0. Er hat somit nur fiinf verschie-
dene Eintriige, in Ubereinstimmung mit der Aussage, dass bei £ = 2 fiinf
Werte von m auftreten. Es ist nicht schwer, den genauen Zusammen-
hang zwischen den Multipolmomenten ¢, und den Q¥ herzustellen,
es gilt

422=4\/6—ﬂ
A 13, : 23 RAIpe
1121—2@( 0" +i0%), 420—4ﬁQ .

Die physikalische Bedeutung der Terme (1.111b) und (1.111c) wird
noch weiter erhellt, wenn man die Energie einer Ladungsverteilung 1(x)

1.7 Statische elektrische Zustdnde
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in dem von einem &ufBleren Potential @(x) erzeugten elektrischen Feld
ausrechnet. Im Ausdruck fiir die Energie

W:/// dx n(x)P(x) (1.112a)

setze man die Taylor-Entwicklung des Potentials um 0 ein,

1 g 0O
q)(x)=<1§(0)+x-V<D(0)+5in’x S i Ot

:<D(0)—x«E(0)—le’ kaE —O)+ - r2V EWO0)+..
2 ik
Zuletzt haben wir hier einen Term addiert, der zu V - E proportional
ist. Wenn die Quelle o des Potentials @ auflerhalb der Ladungsdichte n
liegt, dann ist dort, wo der Integrand in (1.112a) von Null verschieden
ist, das Feld E divergenzfrei und der von Hand addierte Term ist Null.
Die Energie wird damit zu

W=0®0) —d- E(0)——ZQ”‘8E )+ .. (1.112b)

Der erste Summand ist, wie erwartet, einfach das Produkt aus der La-
dung und dem Potential am Ursprung. Der zweite Summand ist die
Energie eines elektrischen Dipols im &duBleren elektrischen Feld; der
dritte Term ist neu und enthélt das innere Produkt aus dem Quadrupol Q
und dem Feldgradienten {aEk /ox! }

1.8 Stationdre Strome
und statische magnetische Zustinde

Die Grundgleichungen, die alle Phdanomene mit ruhenden Permanentma-
gneten und mit stationdren, d.h. zeitlich unveridnderlichen, elektrischen
Stromen beschreiben, sind die Gleichungen (1.67a) bis (1.67c), von de-
nen die ersten beiden hier noch einmal wiederholt seien:

V-B(x)=0, (1.113a)
4 |
VxH(x):TJ(x). (1.113b)

AuBerhalb von magnetisierbaren Medien, im Vakuum, und bei Verwen-
dung von Gauf’schen Einheiten ist B(x) = H(x).

Die Kontinuititsgleichung reduziert sich wegen der angenommenen
Stationaritédt auf

V.jx)=0. (1.113¢)

Die erste dieser Gleichungen, die auch im nichtstatischen und nichtsta-
tiondren Fall gilt, ist Konsequenz der Aussage, dass es keine isolierten
magnetischen Monopole gibt. Aus der zweiten, die der Maxwell’schen
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Gleichung (1.44d) bei zeitunabhingigen Verhiltnissen entspricht, folgt
eine integrale Aussage, das Ampere’sche Gesetz: Gegeben eine endliche,
(stiickweise) glatte Flache F im R3, deren Randkurve mit € bezeichnet
sei. Man integriere die linke Seite von (1.113b) iiber diese Flidche. Mit
dem Stokes’schen Satz (1.7) gibt dies

//do(VxH.ﬁ)zygds.H,

F(C)
wo i die relativ zum Durchlaufungssinn der Randkurve € positive
lokale Flichennormale ist (der Drehsinn von € und 7 bilden eine rechts-
hidndige Schraube). Die rechte Seite, iiber F integriert, gibt

471// .. 4rm
— doj-n=—1J,
c c

F(©)
wobei J der gesamte, durch die Fliche tretende elektrische Strom ist.
Man erhilt somit das Ampere’sche Gesetz in der Form

4

fds-H:—”J. (1.114)
C

(¢

In Analogie zur elektromotorischen Kraft, die auf der linken Seite
von (1.12) steht, tritt auf der linken Seite von (1.114) eine magne-
tomotorische Kraft auf. Man erkennt eine interessante Analogie zum
Gauly’schen Gesetz (1.14): An die Stelle des Integrals iiber eine ge-
schlossene Fliche auf der linken Seite von (1.14) tritt das Integral iiber
einen geschlossenen Weg in (1.114), auf der rechten Seite steht ein Vo-
lumenintegral in der ersten, ein Fldchenintegral in der zweiten dieser
Gleichungen.

1.8.1 Poisson-Gleichung und Vektorpotential

Das Feld B kann man wie bisher auch durch ein Vektorpotential A be-
schreiben, B =V x A. Diirfen Magnetfeld und magnetische Induktion
identifiziert werden, so folgt aus (1.47c) und aus (1.113b)

Vx(VxA):—AA+V(V~A):4%Tj.

Bei Verwendung der Coulomb-Eichung (1.63) reduziert sich diese Dif-
ferentialgleichung auf eine Poisson-Gleichung fiir die Komponenten von
A(x),

AA(x) = —477Tj(x), (1.115)

deren allgemeine, zeitabhingige Form in (1.59b) steht. Ohne besondere
Randbedingungen konnen wir mit der Erfahrung aus Abschn. 1.7.1 so-
fort eine Losung angeben, sie lautet

A(x)=1/// d%/ﬁ),. (1.116)
c |x —x’|
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Insofern besteht eine gewisse Analogie zwischen der Elektrostatik und
der Magnetostatik, die man aber vielleicht nicht zu wortlich auffassen
sollte, weil sonst die tieferen physikalischen Unterschiede zwischen den
beiden Bereichen verschleiert wird.

1.8.2 Magnetische Dipoldichte und magnetisches Moment

Nehmen wir an, der Bereich, in dem die Stromdichte j(x) von Null ver-
schieden ist, liege ganz im Endlichen, in einem Bereich |x’| < R um den
Ursprung. Im AuBenraum, d. h. fiir |x| > |x’| entwickeln wir die inverse
Abstandsfunktion in (1.116),

11 x-x

x—x'| — |x|  |x?

und erhalten fiir die i-te Komponente des Vektorpotentials

3
v g [ff e s g [ et
=1
(1.117)

Um den zweiten Term dieses Ausdrucks etwas transparenter zu machen,
verwendet man folgende

Hilfsformel
Es seien f und g glatte Funktionen auf R>. Fiir ein glattes Vektorfeld
v(x), das ganz im Endlichen liegt und das keine Quellen besitzt, gilt

/// Bx (f() 9(x) - Vo) +g(x) 9@ -V [} =0.  (1.118)

Der Beweis dieser Formel ist einfach: Man integriert im zweiten
Term partiell

/// &y {...}=/// Ex {fo-Vg—V-(gv) f)
:/// Ex {fo-Vg—(Ve)vf—g(V-v)f} .

Da das Vektorfeld v lokalisiert ist, treten bei der partiellen Integration
keine Oberflichenterme auf. Die ersten beiden Terme heben sich weg,
der dritte Term ist proportional zur Divergenz V - v, die nach Vorausset-
zung verschwindet. Damit ist (1.118) bewiesen.
Zwei Anwendungen der Formel (1.118) sind hier mit v gleich der
Stromdichte j wichtig:
(1) Man wiihle fiir f die konstante Funktion 1, fiir g die i-te Koordinate,
=1, g=x'. Dann gibt (1.118)

/// A jix) = (1.119a)
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Dies ist unter Beachtung von (1.115) dquivalent zur integralen Version
der Aussage (1.113a): es gibt keine magnetischen Monopole,
(ii) Man setze f =x', g= xK, womit (1.118) die Relation

/// Bx {xfjk(x) +xkji(x)} —0

ergibt. Damit ldsst sich der zweite Summand in (1.117) umformen. Es
ist

3
> /// & k()
k=1
1 k 3 1k iyt 1k
=32.% fffd prtife =it
k
A e e
k,l

Lo (Jf #xxi))

Setzt man dies in (1.117) ein und definiert man
1
m(x) := Z—x X j(x) (1.120a)
c

als magnetische Dipoldichte, das Raumintegral iiber diese Dichte als das
magnetische Moment,

uzzi/// Brxxjx), (1.120b)
2c

so nimmt der zweite Summand in (1.117), der Dipolterm, die Form an

1
Apipol (X) = W’L XX. (1.121)

Bemerkungen

1. Betrachten wir kurz die physikalischen Dimensionen der hier auftreten-
den GroBen: Bezeichnet man pauschal die Dimension der elektrischen
Ladung mit [¢], die der Lénge mit L und die der Zeit mit 7', so ist

lol=[qIL™>, [jl1=[elLT ' =[qIL*T",
und somit [p] = [¢]L .

Aus der Atomphysik und aus der Quantenmechanik in Band 2 kennt
man das Bohr’sche Magneton
eh

UB = =—, (1.122)
2mc

wo e die Elementarladung bezeichnet und m die Masse des Elektrons
ist. Das magnetische Moment des Elektrons wird in dieser Einheit
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ausgedriickt. Nun priift man sofort nach, dass das in (1.120b) defi-
nierte p die richtige Dimension hat:

h he
[—e ] =gl [—2] =[qlL.
nmc mc

2. Bei Verwendung von Gauf3’schen Einheiten haben die Felder, die in
den Maxwell’schen Gleichungen vorkommen, alle dieselbe Dimen-
sion

[E]=[D]=[H]=[Bl=[qIL>.
Das Produkt aus einem elektrischen Dipolmoment mit der elektri-
schen Feldstirke, ebenso wie das Produkt aus einem magnetischen
Moment und dem Magnetfeld, hat die Dimension einer Energie,

[d-E]=1¢"1L7" = [n-H],
eine Aussage, die das Resultat (1.112b) bestétigt.

Beispiel 1.9 Magnetisches Moment einer ebenen Stromschleife

Wir betrachten die stationdre Stromdichte j(x) in der ebenen, geschlos-
senen und glatten Leiterschleife der Abb. 1.16. Wenn der leitende Draht
ideal diinn ist, dann ist

/ffd%cxxj(x):]fxxds.

Das magnetische Moment, das diese Schleife im AuBenraum erzeugt, ist
somit

1
=—J ds .
Kk 2c %xx

Das hier auftretende Integral ist aber nichts Anderes als die zweifache,
von der Leiterschleife eingeschlossene Fliche F, s. Abb. 1.16. Das ma-
gnetische Moment steht auf der Fldche senkrecht und hat den Betrag
ln| = JF/c.

Beispiel 1.10 Magnetisches Moment eines Flusses von Teilchen

Gegeben ein Schwarm von N punktférmigen Teilchen, i =1,2,... N,
die die Ladungen ¢; tragen und mit den Geschwindigkeiten v fliegen.
Sie erzeugen die Stromdichte

N
Jjx) = Z giv?s(x —x@).
i=1
Setzt man diesen Ausdruck in die Formel (1.120b) ein, so folgt

N
1 . .
_ (D) o (@)
n(x) = e E 1 gix"’ xv
I=

N

N

i=1

N
;fn_c (7—_Le<>> . (1.123)
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dc:%l?x ds|

Auf der rechten Seite dieses Ausdrucks tritt das Analogon des Bohr’-
schen Magnetons (1.122) auf, sowie der dimensionslose Vektor L9/,
der in der Quantenmechanik zum Operator des Bahndrehimpulses wird.

1.8.3 Felder von magnetischen und elektrischen Dipolen

Berechnen wir zuerst das Induktionsfeld, das aus dem Vektorpoten-

tial (1.121) folgt,

Bpipo1(x) =V X Apjpoi (x) .

Im Einzelnen und komponentenweise berechnet ergibt sich

men
Z Eikl€lmn |x|3

(V X ADipol (x)

k,l,m,n

k,l,m,n

um .
_2251m_3_ 31m5kn_5m§km)3um n k

2
=t

1 i i
Wﬂ +3x'p-x

1
Z Eiki€lmn <—|5k —3me"ka>

1
|x|3

x5

Mit dem Einheitsvektor ¥ = x/|x| und in Vektornotation geschrieben,
lautet das Ergebnis somit

V x Apipol (x) =

3E-p)x—p

|x|3

(1.124a)

Abb.1.16. Eine geschlossene Schleife
in einer Ebene wird vom konstanten
Strom J durchflossen und erzeugt ein
magnetisches Moment, das auf der Ebe-
ne senkrecht steht
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Dies ist allerdings noch nicht die vollstindige Antwort; der richtige
Ausdruck fiir das Induktionsfeld, wie wir gleich zeigen werden, wird
noch erginzt um einen Distributionswertigen Term im Ursprung,
WL BT s (1.124b)
Jx|? 3

Diese und die Formel (1.121) beziehen sich auf den Fall, bei dem der
Dipol in den Ursprung gesetzt ist. Befindet sich der (punktformige) Di-
pol am Ort x’, dann ist x iiberall durch x —x’ zu ersetzen, X durch den
Einheitsvektor 1, der von x’ nach x zeigt,

BDipol (x) =

3(f-p)n— 8 .
Bpipoi (x) = %-ﬁ-gu S(x—x'), mith= |x x/| .
X—X Y —x
(1.124¢)

Bevor wir die entsprechende Rechnung fiir den elektrischen Dipol
durchfiihren, zeigen wir woher der Zusatzterm in (1.124b) bzw. (1.124c)
riihrt:

a) Herleitung des Zusatzterms in (1.124b)

Der Einfachheit halber sei der magnetische Dipol wieder in den Ur-
sprung gesetzt und es werde die 3-Richtung entlang der Richtung von
p gewihlt. Der Dipol erzeugt eine Magnetisierungsdichte

m=pudx)=udx)ées=m(r)es.

Die zuletzt angewandte Schreibweise ist einerseits nichts Anderes als
eine Abkiirzung, andererseits lidsst sie die Moglichkeit offen, dass der
Dipol moglicherweise eine um den Ursprung lokalisierte, aber endliche
Ausdehnung hat. Das ist z. B. dann der Fall, wenn der Dipol ein Atom-
kern mit magnetischem Moment ist, der mit dem magnetischen Moment
der Elektronen des Atoms in Wechselwirkung steht.

Aus (1.78a) folgt B= H+4mm und somit, da V-B =0 ist,
V-H = -4V -m. AufBlerdem ist das Feld H in der Magnetostatik
wirbelfrei, V x H = 0. Deshalb kann man es als Gradientenfeld eines
magnetischen Potentials ¥(x) schreiben und fiir dieses eine Poisson-
Gleichung aufstellen,

H=-V¥, A¥@x) =47(V-m)(x).

Vergleicht man mit der Poisson-Gleichung (1.80a) und beachtet das Vor-
zeichen der rechten Seite, so kann mann sofort eine Losung angeben:

W(x):—/// By Y mo)
lx —yl

Jetzt berechnet man die Divergenz, die im Zihler des Integranden auf-
tritt. Mit r oder s := |y| und der speziellen Wahl der 3-Achse sowie mit
der expliziten Form der Kugelflachenfunktion Yiq ist

3
V-m= (im(r)) o =m'(r) cos @ :m’(r)XT =4/ 4?7[”1/(7’)1/10(5’)-

dr 0z
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Fiir die inverse Abstandsfunktion setzt man die Multipolentwicklung
(1.105) ein, von der wegen der Orthogonalititsrelation (1.98a) nur der
Term mit £ = 1 und m = 0 beitragt,

o]

4 A r R R R
W= _‘/? /s2ds ds2y m’(s)?éYf‘O(y)Ylo(y) Yio(®) .
0
Da man immer auerhalb der Quelle bleibt, ist 7~ =s und r~ =r zu

setzen,

47\*? 1 d
U =— (—Tr) —2Y10(£7) s> ds —m(s)
r ds

3
-
4\ Y% 3y10(R 4
—+(Z 0@ [ 240 mes) = 2 3 fr). (1.1252)
3 r2 3
wo einmal partiell integriert, x> = r cos § gesetzt und die Abkiirzung
r
3 2 3 3 A
fr) === | s7dsm(s) = — d’ym(y)-é3 (1.125b)
r 4mr
0

eingefiihrt wurde. Berechnet man jetzt die Felder H und B, so verwen-
det man den Ausdruck

3
[l = ;(m(r) — f(n) (1.125¢)

fiir die Ableitung von f(r). Mit

4 x2

x! x3 !
H=-VVY=—— <x3f/—,x3f—,x3f/—+f(r)) >
3 r r r
ergibt sich

B(x) = H(x) +4mm(x)
3

x
=4n {[f(r) —m(r)] |:r—2x—

3
= %m(r)% + 47” [f() —m()] |:3x7x - é3] .

Setzt man (1.125b) ein, beachtet, dass der ideale Dipol nur im Ursprung
ungleich Null ist und dass der Anteil in m(r) auerhalb des Ursprungs
nicht beitrigt, so folgt das behauptete Ergebnis
8 " 3x3%/r —é3
B(x) = TM d(x)es ‘HLT

g i
= ?”;L 5(x) + W : (1.125d)
r
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% Die hier gegebene Ableitung folgt
weitgehend R. A. Sorensen, Am. J. Phys.
35 (1967) 1078. Ein anderer, ganz na-
tirlicher Zugang, der nicht die Singula-
ritdt des Kontaktterms hat, geht iiber die
relativistische Behandlung der Hyper-
feinstruktur mittels der Dirac-Gleichung
und liefert den nichtrelavistischen Kon-
taktterm in der Néherung v/c < 1. Bei-
des findet man ausgearbeitet in J. Hiif-
ner, F. Scheck und C.S. Wu, Muon
Physics I, Kap. 3.

wo wir im letzten Schritt den Dipol wieder in eine beliebige Richtung
zeigen lassen.

Der zur §-Distribution proportionale Kontaktterm spielt eine wich-
tige Rolle in der Beschreibung der Hyperfeinstruktur bei atomaren s-
Zustédnden (s. z. B. Band 2, Abschn. 5.1.4), im Beispiel des Wasserstoffs
z. B. in der Wechselwirkung zwischen dem Spin des punktférmigen Pro-
tons im Ursprung und dem Spin des Elektrons®. In diesem Fall ist die
Funktion m(r) proportional zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elek-
trons am Ursprung, dem Ort wo das Proton nidherungsweise ruht, weil
es sehr viel schwerer als das Elektron ist,

1
Y(r) = ﬁRls(”) ,

worin Rjs(r) die Radialfunktion im ls-Zustand ist und der Vorfaktor
vom Winkelanteil Y9 stammt.

m(r) = pp |Y(r)|*,  mit

Man erkennt eine gewisse, wenn auch nicht vollstindige Analogie
dieser Resultate zum elektrischen Dipol, der durch das skalare Poten-
tial (1.88c) beschrieben wird,

d-(x—x)

¢Dip01(x) = x— x,|3

Berechnet man das elektrische Feld als negatives Gradientenfeld dieser
Funktion, so findet man eine zu (1.124a) sehr dhnliche Form

3@-dyn—d

_V¢Dipol(x) = |x_x,|3

wo d wie in (1.88b) das elektrische Dipolmoment ist. Allerdings ist
auch diese Antwort unvollstindig: das elektrische Feld des am Ort x’
angebrachten elektrischen Dipols wird ebenfalls um einen Kontaktterm
erginzt und lautet vollstidndig

3fa-dyn—d 4w

——ds(x—x').

1.126
lx —x/|3 3 ( )

EDipol (x) =
Fiir alle x # x’ ist dies derselbe Ausdruck wie der vorige. Der zur
8-Distribution proportionale Zusatz kann dhnlich wie im Fall des ma-
gnetischen Dipols abgeleitet werden, er garantiert, dass das Integral des
elektrischen Feldes iiber eine den Dipol einschlieBende Kugel V den

Wert (man integriere im ersten Term von (1.126) zuerst iiber die Win-
kel!)

4
/ / / &x Epipoi(x) = —?”d
Vv

hat. Dass dem so sein muss, wird in Aufgabe 1.12 behandelt.
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1.8.4 Energie und Energiedichte

Ein der Leserin, dem Leser vielleicht neuer Aspekt der Feldtheorie ist
die Aussage, dass die elektrischen und magnetischen Felder, ob sie nun
statisch oder nichtstatisch seien, einen wohldefinierten Energieinhalt be-
sitzen. Dies kann man an einem elementaren Beispiel, das direkt an der
Mechanik ankniipft, demonstrieren und verstehen:

Es seien im Vakuum N — 1 Punktladungen qi, ¢2, ..., gn—1 gege-
ben, die alle im Endlichen liegen und sich an den Orten xi, ..., Xy—|
befinden. An einem beliebigen Aufpunkt x erzeugen sie das Potential

N-1

_ gk
D(x) = ; PR

Denkt man sich eine weitere Punktladung gy aus dem Unendlichen
an den Punkt xp gebracht, so ist die fiir diesen Vorgang aufzubrin-
gende Arbeit W =gy ®(xy). Dies ist zugleich die potentielle Energie
der N-ten Ladung im Potential, das von den vorher schon vorhandenen
Ladungen aufgebaut wird. Diese Uberlegung ist dieselbe wie die, die
beim Einbringen eines Massenpunktes in ein gravitatives Potential ange-
stellt wird und bezieht sich daher direkt auf die Mechanik. Die gesamte
potentielle Energie, die in dem Aufbau der insgesamt N Ladungen an
den angegebenen Orten steckt, ist somit

N i1 N
_ qiqk 1 9iqk
We = ZZ x® —x®[ 2 > x® — 0]’ (1.127a)
i=2 k= kel
ik

wobei im zweiten Ausdruck nur k # i sein, aber nicht mehr k < i sein
muss — daher der Faktor 1/2.

Es ist wichtig zu bemerken, dass hier nur die wechselseitige Ener-
gie berechnet wurde, nicht aber die Energie, die es brauchen wiirde, um
die Ladung ¢; im Punkt x> zu konzentrieren. Diese sog. Selbstener-
gie, die unendlich groB ist, wird ganz auflen vor gelassen. Das Problem
solcher Selbstenergien ist in der klassischen Feldtheorie schwierig und
bekommt erst in ihrer quantisierten Version ein handhabbare Form.

Treten anstelle der Punktladungen stetige, ganz im Endlichen lie-
gende Ladungsdichten, so ist die Verallgemeinerung der Formel (1.127a)

offenbar /
/// P /// B /Qg)gix'). (1.127b)

Diese Formel ldsst sich umformen derart, dass die Energie durch die
elektrische Feldstirke ausgedriickt wird. Verwendet man das Poten-
tial (1.84a) und die Poisson-Gleichung (1.80a), so ist

Wg = ! /// dAx o(x)P(x) = _ 1 f// Ex d(x) AD(x)
2 8
_1 3 2
— / / / &x (Vo)
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Im Schritt von der zweiten zur dritten Formel wurde hier partiell in-
tegriert. Da die Ladungsdichte ganz im Endlichen liegt, das Potential
somit im Unendlichen nach Null strebt, gib es dabei keinen Oberfla-
chenterm. An dieser Stelle tritt das elektrische Feld E(x) = —V@(x) auf
und es folgt ein Ausdruck fiir die Energie

Wi = 1 /// dBx EX(x) (1.127¢)
87

der in zweierlei Hinsicht bemerkenswert ist: Einerseits hat man jetzt die
gesamte, im vorgegebenen Vektorfeld E(x) enthaltene Energie direkt
durch das elektrische Feld und nicht mehr durch Hilfsgrofen ausge-
driickt; andererseits ldsst sich der Integrand

ug(x) ;= iEZ(x) (1.127d)
8
als Energiedichte des Feldes interpretieren, also als eine ebenso lokale
GroBe wie das Feld selber. So kann man jetzt z.B. auch nach dem
Energieinhalt eines Teilbereichs V des R> fragen und diesen durch In-
tegration von (1.127d) iiber das Volumen V berechnen.

Bemerkungen

1. Ein wichtiger Unterschied zwischen (1.127a) und (1.127b) ist der,
dass in (1.127a) W positiv oder negativ oder Null sein kann,
wihrend in (1.127b) immer W > 0 sein wird. Der Grund fiir die-
sen Unterschied liegt in den Selbstenergien, die im zweiten Aus-
druck (1.127b) enthalten sind, im Ersten aber nicht.

2. In Medien mit einer nichtverschwindenden Dielektrizititskonstan-
ten & werden die Ausdriicke (1.127c) und (1.127d) etwas abgeédndert.
Es sei @ das von der bereits vorhandenen Ladungsdichte erzeugte
Potential. Andert man die Ladungsdichte um den Anteil 8g, so in-
dert sich die Energie um

SWg = /// dBx d(x) So(x) .

Aufgrund der Maxwell-Gleichung (1.44c) hingt 8o mit einer Ande-
rung des Verschiebungsfeldes D zusammen,

1
So(x) = HV -(8D) ,

so dass die Anderung der Energie ebenfalls durch 6D ausgedriickt
werden kann. Dies in den Integranden von 6 W eingesetzt und einmal
partiell integriert, gibt mit E = -V @&

1
5WE=—/// dx E-SD. (1.128a)
4

Wenn der Zusammenhang zwischen E und D linear ist, d.h. wenn
das Medium auf ein angelegtes elektrisches Feld in linearer Weise



1.8 Stationdre Strome und statische magnetische Zustdnde

reagiert, dann ist E-6D = 6(E - D)/2. Die gesamte, in der Feldkon-
figuration enthaltene Energie kann man sich aus solchen infinitesi-
malen Beitrigen aufgebaut denken, iiber die man formal integriert.
Daraus entsteht folgender Ausdruck fiir die Energie der Konfigura-
tion

Wi = 1 /f/ &x E(x)-D(x) . (1.128b)
8

Auch hier lésst sich der Integrand als Energiedichte interpretieren,

Ugp(x) = %E(x) -D(x) . (1.128¢)

Im Vakuum, wo D = E gewihlt werden kann, gehen beide Aus-
driicke in die Formeln (1.127¢) bzw. (1.127d) iiber.

Der Energieinhalt einer magnetischen Feldkonfiguration ldsst sich in
enger Analogie zum elektrostatischen Fall analysieren. Es sei j(x)
eine stationdre, lokalisierte Stromdichte und sei A(x) das Vektorpo-
tential, aus dem das Induktionsfeld B(x) berechnet wird. Mit Bezug
auf (1.127b) wird man den Zusammenhang

W = % /// dx %j(x)-A(x) (1.129a)

vermuten: an die Stelle der Ladungsdichte tritt die Stromdichte (mul-
tipliziert mit 1/c), an die Stelle des skalaren Potentials das Vektor-
potential. Wenn dem so ist, kann man die magnetische Energie unter
Verwendung der Maxwell’schen Gleichungen (1.67a) und (1.67b) durch
die Felder H und B ausdriicken,

WM = i /// dx H(x)-B(x) . (1.129b)
8

Auch hier erstreckt sich das Integral iiber die magnetische Energiedichte
1
um(x) == 8—H(x)-B(x) , (1.129¢)
big

in enger Analogie zu (1.128¢c). Fiir eine strenge Ableitung muss man al-
lerdings zunichst die Anderung der magnetischen Energie ausrechnen,
die bei einer Anderung des Vektorpotentials auftritt,

5WM=£/// dBxSAX) - j(x).

Setzt man voraus, dass die im Integranden auftretenden Groflen lokali-
siert sind und verwendet (1.67b), so folgt

SWym = 1 /// d*x SB(x)H(x) ,
4

ein Ausdruck, der das Analogon zu (1.128a) darstellt. Jetzt sieht man
auch, wann das Ergebnis (1.129b) herauskommt: nur wenn der Zu-
sammenhang zwischen B und H linear ist, d.h. wenn es sich um ein
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paramagnetisches oder ein diamagnetisches Medium handelt, l4sst sich
der zuletzt erhaltene Ausdruck zur Formel (1.129b) integrieren.

Insgesamt halten wir als Ergebnis fiir die elektrische und magneti-
sche Energiedichte sowie fiir die Gesamtenergie fest

u(x) = ug(x) +um(x) (1.130)

W=Wg+ Wy = %/// &*x (E(x)-D(x)+ H(x)-B(x)) .
(1.131)

Diese Formeln gelten bei linearem Zusammenhang zwischen D und E,
und zwischen B und H. Obwohl sie hier nur in der statischen bzw. sta-
tiondren Niherung aufgestellt wurden, gelten sie, wie wir spéter lernen
werden, auch bei zeitabhingigen Vorgingen.

1.8.5 Strome und Leitfahigkeit

In Materie ist die Stromdichte j in der Regel proportional zur Kraft-
dichte f,

Jx)=0f(x). (1.132)

(Wir nehmen hier an, dass die Stromverteilung stationér sei.) Die Groe
o wird Leitfihigkeit genannt, ihr Kehrwert ist der spezifische Wider-
stand. Fiir die Kraftdichte konnen wir die Lorentz-Kraft (1.44¢) einset-
zen, so dass

j(x)=a(E+lva> (1.132a)
C

ist. Wenn die magnetische Kraftwirkung vernachlissigbar ist — dies ist
typisch in elektrischen Stromkreisen der Fall —, dann folgt daraus der
einfache Zusammenhang

J(x)=0EXx), (1.132b)
in dem das bekannte Ohm’sche Gesetz
V =RI (1.133)

enthalten ist, wo V die Spannung, / den elektrischen Strom und R den
Ohm’schen Widerstand bezeichnen. Das Gesetz (1.133) ist offensicht-
lich fiir den Praktiker von grofer Bedeutung, der zugrunde liegende
Zusammenhang steckt aber in der Gleichung (1.132). Wir betrachten
das Beispiel eines homogenen Zylinders der Linge L und der Quer-
schnittsfliche F, der aus einem Material der Leitfdhigkeit o besteht.
Hier ist der Widerstand durch die Formel R = L/(cF) gegeben.
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Symmetrien und Kovarianz
der Maxwell’schen Gleichungen

Einfithrung

Schon bei einer festen Aufteilung der vierdimensionalen Raum-
zeit in den Raum, in dem Experimente ausgefiihrt werden, und
in die Laborzeit zeigen die Maxwell’schen Felder ein interessantes
Transformationsverhalten unter kontinuierlichen und diskreten Trans-
formationen. Ihre volle Symmetriestruktur entfaltet sich aber erst
wirklich, wenn man die Wirkung der Lorentz-Gruppe auf die Max-
well’schen Gleichungen studiert. Thre Kovarianz unter dieser Gruppe
wird besonders anschaulich am Beispiel der elektromagnetischen Fel-
der einer gleichformig bewegten Punktladung.

Inhalt

2.1 Die Maxwell’schen
Gleichungen im festen
Bezugssystem ................. 91

2.2 lorentz-Kovarianz der
Maxwell’schen Gleichungen...111

2.3 Felder einer gleichformig
bewegten Punktladung........ 128

2.4 Lorentz-invariante aulere
Formen und die
Maxwell’schen Gleichungen...132

Die Reformulierung der Maxwell-Theorie in der Sprache der du-
Beren Formen iiber dem R* wirft einerseits Licht auf einige ihrer
Eigenschaften, die im Rahmen der ilteren Vektoranalysis nicht so
klar hervortreten, andererseits bringt sie den geometrischen Charakter
dieser einfachsten aller Eichtheorien zu Tage und bereitet den Bo-
den fiir das Verstiandnis der nicht-Abel’schen Eichtheorien, die fiir die
Beschreibung der fundamentalen Wechselwirkungen der Natur we-
sentlich sind.

2.1 Die Maxwell’schen Gleichungen
im festen Bezugssystem

In einem festen Inertialsystem, in dem x die Koordinaten im gewohn-
lichen Raum R3 bezeichnen und ¢ die Koordinatenzeit ist, die ein
ruhender Beobachter auf seiner Uhr abliest, lauten die Maxwell’schen
Gleichungen (1.44a)—(1.44d)

V-B(t,x)=0, (2.1a)
19

V x E(t, x)—{——EB(t, x)=0, (2.1b)
c

V-D(t,x) =4mo(t, x) , (2.1c)
10 4 |

VxH(t,x)——-—D(t,x) = —j(,x). (2.1d)
c ot c

Sie werden ergiinzt durch die Verkniipfungsrelationen
D=:¢E. B=uH 2.2)

FE. Scheck, Theoretische Physik 3
DOI 10.1007/978-3-642-03962-1, © Springer 2010
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zwischen dem Verschiebungsfeld und dem elektrischen Feld, bzw. zwi-
schen dem Induktions- und dem Magnetfeld, wo ¢ die Dielektrizitits-
konstante, © die magnetische Permeabilitit ist. (Im Vakuum und bei
Verwendung von Gaufl’schen Einheiten sind beide gleich 1.) Die auf
ein Teilchen wirkende Kraft, das die Ladung ¢ trigt und sich relativ
zum Beobachter mit der Geschwindigkeit v bewegt, ist die Lorentz-
Kraft (1.44¢)

F(t,x)=¢q [E(t, x)+ % v X B(t, x)] , (2.3)

an der besonders der zweite, geschwindigkeitsabhiingige Anteil bemer-
kenswert ist. Schlieflich notieren wir noch eine Beziehung zwischen der
Stromdichte in einem gegebenen Medium und dem angelegten elektri-
schen Feld

Jjt,x)=0E( x), 24)

in der o pauschal die Leitfdhigkeit des Mediums beschreibt.

Das Bezugssystem im R3 x R;, in dem diese Gleichungen formu-
liert sind, wird fiir’s Erste durch den Beobachter definiert, der seinen
Ort als Ursprung interpretiert und im Ubrigen geeignete Koordinaten
im R? auswihlt und seine Uhr zur Messung der Zeit verwendet. Ein
Experimentator misst das elektrische Feld mit Instrumenten, die von de-
nen verschieden sind, mit denen er magnetische Felder misst. Insofern
wird die spezifische Natur dieser beiden ansonsten dhnlichen physika-
lischen Vektorfelder empirisch eindeutig festgestellt. Diese Bemerkung,
die scheinbar eine Selbstverstindlichkeit ausdriickt, wird wichtig wer-
den, wenn wir fragen, ob ein elektrisches oder ein magnetisches Feld fiir
einen zweiten Beobachter, der sich relativ zum ersten Beobachter mit
konstanter Geschwindigkeit bewegt, ein elektrisches bzw. magnetisches
Feld bleibt.

2.1.1 Drehungen und diskrete Raum-Zeittransformationen

Bevor wir der eben gestellten Frage nachgehen, bleiben wir noch eine
Weile in dem von besagtem Beobachter ausgewihlten Inertialsystem
und untersuchen die Kovarianz der Gleichungen (2.1a)—(2.4) unter Dre-
hungen, unter Raum- bzw. Zeitspiegelung sowie unter Ladungskonjuga-
tion.

a) Drehungen des Bezugssystems im R>
Unter Drehungen R € SO(3), d. h. unter Koordinatentransformationen

6, x) ' — ('=t,x =Rx)T, die RTR=1, detR=+1
erfiillen, bleibt ein Skalarfeld ¢ invariant,

¢(t3 x) — (p/(t/v x/) == (P(t’ x) ) (253)
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wihrend ein Vektorfeld sich gemil
A, x)— A'(t,x) =RA(, x) (2.5b)

transformiert. (Hier haben wir ausgenutzt, dass in der orthogonalen
Gruppe SO(3) die Inverse der Transponierten gleich der urspriinglichen
Matrix ist, (R7)~! = R.) Lisst man Transformationen aus O(3) zu, d.h.
auch solche Transformationen R € O(3), deren Determinante gleich —1
ist und die daher als Produkt aus einem R € SO(3) und der Raumspie-
gelung IT geschrieben werden konnen, dann gibt es auch Felder ¢ des
ersten Typs (2.5a), die zwar drehinvariant sind, aber bei Raumspiege-
lung einen Faktor detR = —1 erhalten. Auch bei der zweiten Kategorie
gibt es Felder A, die auBler dem Transformationsverhalten (2.5b) den-
selben Faktor detR erhalten. Mit R € SO(3) und mit R = RIT gilt fiir

diese
P(t,x) > @' (¢, x') = (detR) ¢(t, x) , (2.6a)
A(t,x) > A/, x') = (detR) RA(z, x) . (2.6b)

Obwohl — geometrisch gesprochen — hier kein Skalarfeld bzw. Vek-
torfeld vorliegt, sind die in der Physik gebréuchlichen Bezeichnungen
Pseudoskalarfeld fiir ¢(t,x), bzw. Axialvektorfeld fiir A(t,x) iiberaus
niitzlich. Einige Beispiele iiber dem R? mdgen dies illustrieren:

(i) Eine Geschwindigkeit v ist ebenso wie der Impuls p ein echter Vek-
tor, d.h. transformiert sich unter Drehungen R € SO(3) wie in (2.5b)
angegeben. Wenn sie in glatter Weise iiber R definiert sind, dann wer-
den daraus Vektorfelder. Der Bahndrehimpuls £ = x x p dagegen ist ein
Axialvektor: bei einer Raumspiegelung @ndern x und p beide ihr Vor-
zeichen, nicht aber £.

(i1) Das Skalarprodukt x - p ist ein Skalar, ebenso das Skalarprodukt s - £
aus einem Spin und einem Bahndrehimpuls, die Produkte x-£ und x -s
sind dagegen Pseudoskalare.

Was die GroBen (2.6a) und (2.6b) geometrisch wirklich bedeuten,
in der Sprache der dufleren Formen, wird weiter unten in Abschn. 2.4.3
klar werden. Fiir den Moment behalten wir die eben definierte Termi-
nologie bei.

Ein Blick auf die Maxwell’schen Gleichungen (2.1a)—-(2.1b) zeigt,
dass sie unter Drehungen aus SO(3) kovariant sind, wenn die Felder
E, D, H, B und die Stromdichte j gemil (2.5b), die Ladungsdichte o
gemif} (2.5a) transformieren. In der ersten Gleichung (2.1a) steht die
Divergenz von B, die unter R € SO(3) ein Skalar ist. In der zwei-
ten (2.1b) gilt fiir den ersten Term

(V'xE')=(RV) x (RE) =R(V x E),
und fiir den zweiten Term ganz offensichtlich
1o , 19 10

o = RE) =R(C5B).
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womit die Kovarianz von (2.1b) erwiesen ist. Eine dhnliche Argumentation
zeigt die Kovarianz der beiden inhomogenen Maxwell’schen Gleichun-
gen (2.1c) und (2.1d). Alle Terme, die durch die Maxwell’schen Gleichun-
gen verkniipft werden, haben dasselbe Transformationsverhalten.

b) Raumspiegelung des Bezugssystems

Das Verhalten der Maxwell’schen Gleichungen unter Spiegelung der
rdumlichen Koordinaten am Ursprung,

) — (' =t,x =—x)7

ist weniger offensichtlich. Zunichst stellt man fest, dass die Rotation
eines echten Vektorfeldes (im R?) ein Axialvektorfeld ist,

Al ,xX)=—At,x) = V' xA{,x)=+V x A, x),

wihrend die Rotation eines Axialvektorfeldes wieder ein Vektorfeld ist.
Mit diesem Wissen ausgestattet sieht man, dass die Maxwell’schen Glei-
chungen unter der Raumspiegelung invariant sind, wenn

E, D und j Vektorfelder sind,
B und H Axialvektorfelder sind,
o ein Skalarfeld ist.

Dies scheint verniinftig, wenn man sich einige konkrete physikalische
Anordnungen in Erinnerung ruft, bei denen elektrische oder magneti-
sche Felder entstehen. So ist z.B. das elektrische Feld einer ruhenden
Punktladung

q
E(x) ==
(x) oLl

proportional zum Ortsvektor r, mit Vorfaktoren, die unter Il invariant
bleiben, und ist somit ein Vektorfeld. Eine Stromdichte j kann man
durch den Fluss von punktférmigen Ladungen modellieren, die mit der
Geschwindigkeit v durch den Raum stromen. Auch dies ist ein echtes
Vektorfeld. Die magnetische Dipoldichte (1.120a) ist dem Kreuzprodukt
aus x und j(x) proportional und ist daher ein Axialvektorfeld. Dieselbe
Aussage gilt auch fiir das entsprechende Induktionsfeld (1.124b). Die
Ladungsdichte schlieBlich muss schon deshalb ein Skalarfeld sein, weil
die Kontinuititsgleichung (1.21) die Zeitableitung von ¢ mit der Diver-
genz der Stromdichte verkniipft und als Ganzes invariant sein muss.

Wiederum verweisen wir auf die geometrische Formulierung der
Maxwell-Theorie, um den eben festgestellten Unterschied zwischen den
elektrischen Groen E und D einerseits und den magnetischen Grofien
B und H andererseits klarer herauszuarbeiten. Dabei wird sich heraus-
stellen, dass die ersten beiden zu dufleren Einsformen #dquivalent sind,
die beiden letzten dagegen zu dufleren Zweiformen.
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c) Verhalten unter Zeitumkehr

Es ist sicher sinnvoll zu fordern, dass die Ladungsdichte o(#, x) nicht
davon abhingt, in welcher Richtung, in die Zukunft oder die Vergan-
genheit, die Zeit ablduft, d. h. dass sie unter der Zeitumkehr T invariant
ist,

o, x)=o(tx), ' =—t,x=x.

Dann folgt aus der Kontinuititsgleichung, die die erste Ableitung der
Ladungsdichte nach der Zeit enthilt, dass die Stromdichte ungerade sein
muss, j'(¢',x') = —j(t,x) — eine Eigenschaft, die man auch aufgrund
der oben entwickelten Modellvorstellung erwartet. Damit die beiden
inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen (2.1c) und (2.1d) invariant
bleiben, muss

H'(,x)=—-H(,x), D'(t',x") =+D(t,x)

gelten. Das elektrische Feld E transformiert sich wie das Verschie-
bungsfeld D, das Induktionsfeld B wie das magnetische Feld H.

d) Die Ladungskonjugation

Besonders interessant und neu gegeniiber der Mechanik ist die Frage,
wie die Maxwell’schen Gleichungen sich verhalten, wenn man die Vor-
zeichen aller darin vorkommenden Ladungen umkehrt. Dies ist die
Operation der Ladungskonjugation C, die in der quantentheoretischen
Dynamik eine wichtige Rolle spielt. Auf ein Wasserstoffatom ange-
wandt, als Beispiel, heif3t dies, dass man das Proton p durch p, ein
Antiproton, das Elektron ¢~ durch ein Positron et ersetzt.

Per Definition kehren sowohl die Ladungsdichte als auch die Strom-
dichte ihre Vorzeichen um, symbolisch geschrieben also Co(z, x) =
—o(t,x), Cj(t,x) = —j(t,x). Aus (2.1c) und der ersten dieser Bezie-
hungen folgt, dass das Verschiebungsfeld D sein Vorzeichen ebenfalls
umkehrt. Dies gilt dann auch fiir das elektrische Feld. Die zweite Be-
ziehung, zusammen mit (2.1d), verlangt, dass H und damit auch B
ebenfalls ungerade sind. Insgesamt also

CD(t,x)=—D(,x), CE(t,x)=—E(t,x),
CH(t,x)=—-H(t,x), CB(t,x) = —B(t,x).

Auch diese Transformationsregeln sind einleuchtend: wenn man die La-
dungen, die die Quellen fiir das elektrische Feld sind, im Vorzeichen
umkehrt ohne ihren Betrag zu dndern, dann kehrt sich das elektrische
Feld iiberall von E(t,x) zu —E(t,x) um. Da auch alle Stromdichten
ihr Vorzeichen dndern, gilt dies auch fiir die dadurch hervorgerufenen
Magnetfelder.

Insgesamt stellen wir fest, dass die Maxwell’schen Gleichungen un-
ter den Drehungen im festgehaltenen Bezugssystem sowie unter den
diskreten Transformationen II, T und C kovariant sind. Ob allerdings
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diese diskreten Transformationen im Sinne der Quantenmechanik er-
halten sind, ist eine Frage nach den anderen Wechselwirkungen als
der Elektrodynamik, denen die Bausteine der Materie unterworfen sind.
Die elektromagnetische Wechselwirkung, fiir sich genommen, ist in
der Tat invariant unter Raumspiegelung und Zeitumkehr sowie unter
Ladungskonjugation. In einer Welt, in der man alle Protonen durch
Antiprotonen, alle Neutronen durch Antineutronen und alle Elektronen
durch Positronen ersetzt, haben die Atome dieselben gebundenen Zu-
stinde, die Spektrallinien der Atomphysik sind dieselben wie in unserer
gewohnten Welt.

2.1.2 Die Maxwell’schen Gleichungen und duRere Formen

In diesem Abschnitt gehen wir zum ersten, aber nicht zum letzten
Mal der geometrischen Natur der in den Maxwell’schen Gleichungen
auftretenden physikalischen Groen nach. Insbesondere kldren wir die
wahre Bedeutung dessen, was man in der physikalisch-intuitiven Spra-
che Pseudoskalar und Axialvektor nennt. Dies tun wir anhand einer kur-
zen Zusammenstellung der wichtigsten Definitionen und Eigenschaften
des #uBeren Differentialkalkiils auf Euklidischen Riaumen R”, verwei-
sen fiir eine ausfiihrlichere und allgemeinere Darstellung aber auch auf
Band 1, Kap. 5.

a) AuRere Formen auf R”

.. 1

AuBere Einsformen @ im Punkt x € M = R” sind lineare Abbildungen
der Tangentialvektoren an M in x, d.h. von Elementen des Tangential-
raums 7, M in die reellen Zahlen,

c{):TxM—>R:v|—> ci)(v). (2.7a)

Ein wichtiges Beispiel, das der unmittelbaren Anschauung entgegen-
kommt, ist das totale Differential df einer glatten Funktion auf R”, fiir
welches

af
ax!

n n
Al =vHw =Y v =3 o] (2.7b)

i=1 Y=l
die Richtungsableitung der Funktion f am Punkt x und entlang der
Richtung von v darstellt. Die Wirkung von df auf den Tangentialvek-
tor v ist gleich der Wirkung v(f) dieses Vektors auf die Funktion und
ist nichts Anderes als die Ableitung von f in der von v vorgegebenen
Richtung. Die Richtungsableitung ist in der Tat eine reelle Zahl. In der
Formalisierung (2.7b) dieser Aussagen haben wir gleich die kompakte
Notation

af

ofi= o (2.7¢)
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fiir die Ableitung nach der kontravarianten Komponente x’ eingefiihrt,
die selbst kovariant ist.

Die Menge der linearen Abbildungen von 7, M nach R liegt (defini-
tionsgemil) im dazu dualen Vektorraum 7'M, dem sog. Kotangential-
raum, der ebenso wie T, M an den Punkt x ,,angeheftet” wird.

Bemerkung

Wenn M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit ist, die kein R”
ist, dann muss man einen vollstdndigen Atlas mit lokalen Karten (oder,
wie man auch sagt, Koordinatensystemen) (¢, U) verwenden, wo U eine
offene Umgebung des Punktes p € M ist und

¢ : M—>R": U U

ein Homdomorphismus von U auf M in das Bild ¢(U) C R" ist.
Bezeichnet man die lokalen Koordinaten in dieser Karte mit {x'},

i=1,...,n, so ist die partielle Ableitung einer Funktion f durch
a(fop™h)
0| (h=="—(0(p)). 2:8)
p ox

gegeben. Nur die Zusammensetzung aus ¢~ : R* - M und f: M — R
ist eine reelle Funktion auf R”, die man nach den Regeln der Ana-
lysis differenzieren kann. Ist die Mannigfaltigkeit selbst ein R”, dann
vereinfachen sich die Verhiltnisse: Fiir M = R” benétigt man nur eine
einzige Karte U = M und kann als Kartenabbildung ¢ = id, die identi-
sche Abbildung, verwenden. In diesem Fall gilt der urspriinglich lokale
Ausdruck (2.8) auf ganz M und vereinfacht sich zur gewohnten partiel-
len Ableitung (2.7c) der reellen Analysis.

Wenn v(f) die Richtungsableitung der Funktion f im Punkt x und
wenn 0; f die partielle Ableitung nach der Koordinate x* ist, dann ist

n
v= Z V'9;
i=1

die Zerlegung des Vektors v nach den Basisfeldern {0;}, i =1, ..., n.
Diese spannen den Tangentialraum 7y M auf. Im Fall des R” kann man
aber alle Tangentialriume untereinander und mit der Mannigfaltigkeit
selbst identifizieren. Dies bedeutet, dass man jedes glatte Vektorfeld V
auf M =R" in der Form

V= Z v (x)0; (2.9)
i=1

zerlegen kann, wobei die Koeffizienten v’ (x) glatte Funktionen sind.
Natiirlich sind auch die Koordinaten x' glatte Funktionen auf M: x’
ordnet dem Punkt x € M seine i-te Koordinate zu. Die Differentiale dx’
dieser Funktionen sind Einsformen, die Basis-Einsformen genannt wer-
den. Die Gesamtheit der {dx'}, i =1, ... ,n, ist dual zur Basis {3;},
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I Das duBere Produkt wird auch ,,Dach-
produkt®, auf englisch wedge product
genannt.

denn es gilt
. . 9 . .
dx' (9) = (x") = @x‘ =34 .

Daher kann man jede Einsform c}) € T M nach dieser Basis entwickeln,
» = 3w dxt

Glatt heifit eine Einsform clz) wenn sie iiberall auf M definiert ist
und wenn clo (V) fiir alle glatten Vektorfelder V € V(M) eine glatte

1
Funktion ist. Auf M = R" heifit das, dass man jede Einsform « durch
die Entwicklung

® = 3 wi(x) de’ (2.10)
i=1

darstellen kann, in der die n Koeffizienten w;(x) glatte Funktionen sind.
Diese Koeffizientenfunktionen lassen sich aus der Wirkung der Form
auf die Basis-Vektorfelder berechnen, d. h.

wi(x) = o ()

die Wirkung auf ein beliebiges, glattes Vektorfeld ist somit

o (V)= Vimw®,
i=1

WO

Vv=Y"Vi®a ud o= e@d.
j

k

Fiir duflere Formen gibt es ein schiefsymmetrisches, assoziatives
Produkt, das sog. dufere Produkt, das am FEinfachsten fiir Basis-
Einsformen und durch deren Wirkung auf Vektoren wie folgt definiert
wird!

. , .. .. i i
(dx' A dx) (v, w) = v'w! —viw’ =det (V. V) | (2.11a)
J J
vSw
worin die Antisymmetrie
dx! A dx/ = —dx/ A dx’ (2.11b)

benutzt wurde. Wie man am folgenden Beispiel sieht, ist dies die direkte
Verallgemeinerung des bekannten Kreuzproduktes im R3:

Im R gibt es drei Basis-Einsformen, dx!, dx? und dx3. Wendet man
das Dachprodukt der zweiten und der dritten hiervon auf zwei Vektoren
a und b an,

(dx? A dx®)(a.b) =a*b’ —a’b* = (@x b)) (auf R?),
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so ist das Ergebnis die erste Komponente des Kreuzprodukts. Diese For-
mel um die beiden zyklischen Permutationen der Indizes ergénzt, ergibt
das volle Kreuzprodukt a x b.
Das duflere Produkt lisst sich auf drei oder mehr Faktoren fortsetzen,
so z.B. fiir drei Basis-Einsformen und drei Tangentialvektoren
u viow
(dx’ A dx/ A dxb) (u, v, w) = det | wd v/ w (2.11c)

uk ok wk

An dieser Formel wird offensichtlich, dass keine Klammern gesetzt wer-
den miissen, d.h. dass (dx’ A dx/) A dx¥ das Gleiche ist wie dx’A
(dx’ A dx¥). (Im zweiten Beispiel entspricht die Klammersetzung der
Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile.)

Die Produkte dx’ A dx/ mit i < j, von denen es n(n—1)/2 = (})
Stiick gibt, sind Elemente aus 7 x T}, die liberdies antisymmetrisch
sind. Thre Gesamtheit bildet eine Basis fiir beliebige glatte Zweiformen

2 , .
® = wj(x) de' A dx/ . (2.12)
i<j
Die Koeffizienten w;;(x) sind dabei glatte Funktionen auf M =R". In

2
der Sprache der klassischen Tensoranalysis ist ein solches @ ein Ten-
sorfeld vom Typus (0, 2)

o e M),

das iiberdies antisymmetrisch ist. Die Koeffizienten w;; geben seine
Darstellung in Koordinaten und in der Form eines kovarianten, antisym-
metrischen Tensors zweiter Stufe.

Die Kette der Basisformen ldsst sich in endlich vielen Schritten bis zum
Dachprodukt von n Basis-Einsformen fortsetzen. Dabei entstehen Basis-
k-Formen dx'' A dx2 A---Adx'*, k=3,...,n,vondenen es jeweils (Z)
Stiick gibt. Mit deren Hilfe kann man glatte k-Formen konstruieren

k . .
= > wy.;@)d AL A, (2.13)
i1 <--<ig
wo die Koeffizienten wj;, . ; (x) wiederum glatte Funktionen auf R” sind.
k
Die duflere Form o liegt in Sg(M), d.h. im Raum der kovarianten
Tensorfelder k-ter Stufe und ist aulerdem in allen k& Vektorfeldern,
auf die sie angewandt wird, antisymmetrisch. Fiir die Rdume der anti-

symmetrischen, kovarianten Tensorfelder hat sich eine eigene Notation
eingebiirgert, ndmlich

o e A . (2.14)

Es ist nicht schwer, z.B. anhand der Basiselemente dxit Adx2 AL A
dx'* die Dimension dieser Ridume abzuzidhlen: Die Dimension von
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AK(M) ist (s. Aufgabe 2.1)

. k _(n\ _ n!
dim A (M)_(k)_k!(n—k)!'

So hat A! die Dimension n, ebenso wie A”~!. A" hat die Dimension 1,
wihrend es keinen Raum A" gibt, dessen Grad groBer als n ist.

b) Die duBere Ableitung

Die duBlere Ableitung ist die Verallgemeinerung des totalen Differen-
tials bei Funktionen, des Gradienten, der Rotation und der Divergenz
bei Vektorfeldern im R3, und hat folgende Eigenschaften: Sie bildet k-
Formen auf (k+ 1)-Formen ab (die gleich Null sein konnen),

k k
d: AK(M) - AT NM) - 0 > do (2.15a)
Auf den glatten Funktionen gibt sie das totale Differential

df dfzz%fidxi; (2.15b)

Sie erfiillt eine graduierte, d.h. mit Vorzeichen versehene Leibniz-
Regel: Angewandt auf das duBlere Produkt einer r- und einer s-Form
(r,s=0,1,...,n) gibt sie

dorw)=(do)rw+() oA(do). (2.15¢)

Dies ist dhnlich wie die gewohnte Produktregel der Differentialrech-
nung, mit dem Unterschied, dass der zweite Term sein Pluszeichen nur
dann behilt, wenn die erste Form eine geradzahlige duBlere Form war,
aber ein Minuszeichen erhilt, wenn ihr Grad r ungerade ist. Als Faust-
regel kann man sich merken, dass das ,,Vorbeiziehen* von d an einer
r-Form ein Vorzeichen (—)" liefert. Klarerweise liegt das duBlere Pro-
dukt @ A @ in A", die duBere Ableitung davon liegt in A7 5!,

Wendet man d zweimal hintereinander an, so ist das Resultat immer
Null

dod =0. (2.15d)

Eine fiir die Praxis niitzliche Rechenregel ist folgende Formel fiir die
dufere Ableitung einer k-Form in der Darstellung (2.13)

k . . .
do= Y doj_i()Ad"T A Ao A dx (2.15¢)
i1<...<ig
- dwi, i (x)
=Z Z T dxd AT A A2 A A diE
e— ) ox/
j=lij<..<ik

Hierbei tritt das totale Differential der Funktionen w;,, .. ;, (el
auf und ist nach der Regel (2.15b) fiir Funktionen zu berechnen. Am
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Ende einer solchen Rechnung muss man wieder die Basis-Einsformen
in aufsteigender Nummerierung ordnen und dabei die Vorzeichen beach-
ten, die bei der Vertauschung auftreten.

Bemerkungen

1. Die Eigenschaft (2.15d) ist fiir Funktionen nichts Anderes als die
Aussage, dass die zweiten gemischten Ableitungen einer glatten
Funktion gleich sind. Bildet man das @uflere Differential von df, so
ist

d(dp=>y_ (d%) A dx! (gemiB Regel (2.15¢))

92 .
= Z P k;‘i dx* A dx’  (mit Formel (2.15b)
X
ki fiir totale Differentiale)
9 32 .
= { kf-— -fk}dxk/\dxlzo
o oxFox!  ox'ox

(Antisymmetrie der Basisformen) .

Fiir Formen hoheren Grades folgt (2.15d) aus der Leibniz-Regel
(2.15c¢).

2. An der Reihe der Raume A'(M), ..., AK(M), ..., A"(M) fillt auf,
dass die Dimensionen (’1‘) =n, ..., (Z) =1 der binomischen Reihe
vorkommen, die Reihe der Zahlen des Pascal’schen Dreiecks aber
unvollstindig ist: es fehlt () = 1, die Dimension von A%(M). Ande-
rerseits ist die dullere Ableitung d f einer Funktion f eine Einsform
und d fiihrt gemiB (2.15a) von A*(M) nach A¥T1(M). Es erscheint
also sinnvoll, im Rahmen der @ufleren Formen die glatten Funktionen
als Nullformen zu interpretieren,

feF(M) (glatte Funktionen auf M), f € AY(M) .

3. Wenn die Anwendung von d auf eine duBere k-Form Null ergibt, so
nennt man sie geschlossen,

dw=0, we AK(M).

So ist z. B. das totale Differential einer Funktion eine geschlossene
Einsform, d(df) =0.

Es kann aber auch vorkommen, dass eine (k+ 1)-Form 5 als duf3ere
Ableitung einer k-Form o geschrieben werden kann, d. h.

ne ANy, we A .

Eine solche Form nennt man exakt. Klarerweise ist jede exakte Form
auch geschlossen. Fiir die Umkehrung gilt: Auf M = R” ldsst sich jede
geschlossene k-Form als d@uflere Ableitung einer (k — 1)-Form schreiben,
auf anderen Mannigfaltigkeiten gilt dies nur lokal? (dies ist die Aussage
des Poincaré’schen Lemmas).

n=dw,

2 Fiir jede Umgebung U C M des Punk-
tes p € M, die sich auf p zusammenzie-
hen ldsst ohne M zu verlassen, gilt die
Aussage des Poincaré’schen Lemmas.
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¢) Hodge-duale Formen

Der R" ist nicht nur eine glatte, sondern auch eine orientierbare
Mannigfaltigkeit, d.h. mit anderen Worten, dass eine geordnete Ba-
sis (€1, €2, ... , €,) ein verallgemeinertes Parallelepiped aufspannt, dem
man ein Vorzeichen zuordnen kann. Die Riume AX(M) und A5 (M)
haben dieselbe Dimension, da

ny n _ n!
(k) N (n—k) ~ kl(n—k)!

ist, und sie sind zueinander isomorph. Eine bijektive Abbildung, die
jeder k-Form eine (n — k)-Form zuordnet, ist die sog. x-Operation. De-
finiert man sie iiber die Wirkung der Formen auf Einheitsvektoren, so
wird der k-Form w die (n — k)-Form *w iiber

() (8iyys -+ 2 80y) = Eipigigeroin@ 8y - 1 83y) (2.16)

zugeordnet. So gilt beispielsweise im R3

1 ‘

* dx' = 3 Zs,-jk dx’/ A dxk, (2.17a)
Jk

* (' A del) = e (2.17b)

*(dxl/\dxz/\dx3) —1. (2.17¢)

In diesem Beispiel sind die Rdume der Einsformen und der Zweiformen
isomorph, weil (J) = (3) =3 ist und weil R® orientierbar ist. Ebenso
stehen die Dreiformen (hier gibt es nur eine Basis-Dreiform) und die
Funktionen in einer Eins-zu-Eins Beziehung.

Die Bijektivitdt im allgemeinen Fall des R” wird durch die Bezie-

hung
*((xw)) = ()" Mo, (we ab), (2.18)

konkretisiert: Die zweifache Anwendung der Sternoperation bringt uns
mit einem von ihrem Grad abhingigen Vorzeichen zur Ausgangsform
zurlick.

Die Sternoperation lédsst sich mit der dufleren Ableitung zu einer
neuen und interessanten Operation kombinieren. Es seien wie in den
Gleichungen (1.49) und (1.50) vorweggenommen

§ = (—)"kHDHL, gy (2.19a)
Argr = dod+80d. (2.19b)
Der erste dieser Operatoren ist sozusagen das Gegenstiick zur dufleren

Ableitung: man macht sich leicht klar, dass 6 den Grad der dufleren
Form um eins erniedrigt,

§: A (M) — A D ()
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Die erste Abbildung « fiihrt von Grad k zu Grad (n — k), d macht dar-
aus eine (n —k+ 1)-Form und die erneute x-Abbildung liefert eine (n —
(n —k+1)) = (k—1)-Form. Daraus folgt zugleich, dass der Laplace-
de-Rham-Operator Apgr den Grad der Form nicht dndert, auf die er
wirkt.

Uber dem R3 gibt es die Riume A und A3, die beide Dimension ((3)) =
1= (g) haben, sowie die Riume Al und A2, die beide die Dimension

(?) =3= (g) haben. Fiir die Basis-Formen gilt

. 1 .
*dl =5 Zs,,—k dx/ A dxk, (2.20a)
J.k
* (dx A dx?) Z gijk dxk (2.20b)
*(dxl/\dxz/\dx3) =1. (2.20c)
Beispiel 2.2

Hier wiederhole ich ein fiir die Elektrodynamik und das Folgende be-
sonders wichtiges Beispiel, das in Band 1, Abschn. 5.4.5 ausgearbeitet
wurde und das in Abschn. 1.5.1 benutzt wurde. Es sei a ein Vektorfeld
auf M = R3. Fiir dieses Feld definiert man die kovarianten Komponen-
ten a; = a' und damit eine Einsform sowie eine Zweiform (hier fiir

a(x))

3
va= ai(x) d', (2.21a)
i=1
2 1 ;
©a=5 ;gijkai (x) dx’/ A dx* . (2.21b)
l’.]?

(Der Vorfaktor in (2.21b) beriicksichtigt die antisymmetrischen Permu-
tationen von (i, j, k).) Unter Beachtung der Relation (2.20b) und der
Formel (1.48b) sicht man, dass
2 1 1
*Wa=3 Zgijkai(x)gjkl ' = w,
i,j.k
ist.

Die duflere Ableitung der ersten Form gibt die zur Rotation von a
gehorende Zweiform, bzw. nach Anwendung von » die zur Rotation ge-
horende Einsform

dcl)a = % Z&‘jk(v xa), dx/ A dx*, bzw. *dcloa = cl)vﬂ, )

i jk
(2.22)
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Die dufiere Ableitung der Zweiform (2.21b) ergibt die Divergenz von a,

dog=(V-a)dc' Ad?Ade®,  bzw. xddg=V-a. (223)

Der Laplace-de-Rham-Operator liefert bei Anwendung auf eine Funk-
tion bzw. auf eine Einsform vom Typus (2.21a)

ALrf=—-Af(x), (2.24a)
3
1 .
ALir 0=~ (Aa;(x)dx’ (2.24b)
i=1
wobei A den gewohnten Laplace(-Beltrami) Operator bezeichnet, A =
812 + 8% + 92, der in beiden Fillen auf glatte Funktionen wirkt.

d) Felder und Quellen der Maxwell’schen Gleichungen

Wir befinden uns noch immer in einem festen Bezugssystem, die Raum-
zeit hat hier die Struktur R, x R3 mit einer festgelegten Aufteilung der
Raumzeit in den Anteil, der Zeit heiflen soll und in das, was sich im
gewohnten Raum des Experimentators abspielt. Alle GroBen, die in den
Maxwell’schen Gleichungen vorkommen, sind als geometrische Objekte
iiber R? definiert, hiingen aber auBerdem parametrisch von der Zeit ab.
In dieser — zugegeben subjektiven, weil auf eine feste Aufteilung von
Zeit und Raum aufbauenden — eingeschrinkten Perspektive geben uns
die Grundgesetze der Elektrodynamik in integraler Form direkte Hin-
weise auf die geometrische Rolle der Felder und Dichten.

Das Faraday’sche Gesetz (1.12) enthilt einerseits das Wegintegral
der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke und andererseits
das Integral des magnetischen Flusses iiber die Fliche, die von jenem
Weg berandet wird. Der Weg C ist fiir sich genommen eine geschlos-
sene, glatte Mannigfaltigkeit mit Dimension dim C = 1. Die Fliche, die
C als Rand hat, ist ebenfalls eine glatte Mannigfaltigkeit mit Dimension
dim F(C) = 2. Ganz allgemein ist iiber einer orientierbaren Mannigfal-
tigkeit M mit Metrik g und dim M = n die dufere n-Form

20 = /|gldx' Adx®> A+ A dx" (2.25)

die Volumenform. Hierbei ist |g| die Determinante, genauer: der Ab-
solutbetrag der Determinante der Metrik, |g| = | det{g;x}|. Diese duBere
Form, die zum einzigen Basis-Element proportional ist, das es in A" (M)
gibt, trigt durch die Ordnung des Produkts dx! A---A dx" die Ori-
entierung der Basis, ist aber von der Wahl des Koordinatensystems
unabhingig. Dies sieht man wie folgt: Es sei @ ein Diffeomorphismus,
der die Koordinaten (x',...,x") mit neuen Koordinaten (yl, e Y
verkniipft. Der metrische Tensor, der in den ersten Koordinaten die
Form {g;;(x)} hat, wird dabei zu g4(y) in den zweiten und es gilt
ox' ox/
LX) — oL X, gy = Z a_yka—ylgij(x) .

n

ij=1



2.1 Die Maxwell’schen Gleichungen im festen Bezugssystem

Die Determinanten der metrischen Tensoren g und g sind somit durch

ax i
lzg| () = (det<ay )) lgl (x) .

verkniipft. Sind beide Koordinatensysteme gleich orientiert, d. h. erhilt
@ die Orientierung, so kann man hieraus die Wurzel ziehen und erhélt

= (20)

Fiir eine beliebige glatte n-Form gilt damit in den ersten bzw. zweiten
Koordinaten

o =a@) dx' A Ad" =a(y) dy' A Ady” mit

ox’
a(y) = a(x) det oy |-
Damit ist unmittelbar klar, dass 2, Gleichung (2.25), invariant ist.

Beispiel 2.3

Hier ist ein Beispiel in Dimension 2, wo die Rechnung besonders ein-
fach ist:

2P ) =gl dx' A dx?

ox ox ox oax2
—d dy? ) [ =—d —d
|g|<y y+82y>(ay y+8y y)

ax’
=/|gl| det <W> dy' A dy?
|g| dy' A dy? = 2P (y).

Man sieht, dass nicht nur das Volumenelement, sondern auch die Orien-
tierung des Koordinatensystems erhalten ist. Bei der Transformation tritt
die Jacobi-Determinante der Transformation zwischen x und y auf, die
ein wohldefiniertes Vorzeichen trigt. Der Liouville’sche Satz iiber die
Erhaltung von Volumen und Orientierung eines Gebiets von Anfangsbe-
dingungen der kanonischen Mechanik gibt ein anschauliches Beispiel.

Diese Uberlegungen und das Beispiel zeigen, dass Integration iiber
die n-dimensionale Mannigfaltigkeit M die Form

/ (Integrand) 2™,  mit 2% der Volumenform auf M ,

M

haben muss. Das bedeutet, mit anderen Worten, dass man nur n-Formen
sinnvoll iiber ganz M integrieren kann.
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Eine eingehende Diskussion der Integration auf Mannigfaltigkeiten
wiirde diesen Abschnitt und damit den Rahmen dieses Buches sprengen.
Daher beschrinke ich mich hier auf einige Plausibilititsbetrachtungen,
die an der integralen Form der Maxwell’schen Gleichungen ankniipfen
und verweise ansonsten auf die Literatur iiber Differentialgeometrie. Fiir
eine kurze, aber klare Einfiihrung und insbesondere fiir einen Beweis
des Stokes’schen Satzes in der allgemeinen Form der Gleichung (1.8b)
verweise ich auf [Arnol’d 1988, Abschn. 36].

Kehren wir fiir einen Moment zur urspriinglichen, integralen Fassung
des Faraday’schen Gesetzes (1.12) zuriick. Die geschlossene Kurve C,
iiber die auf der linken Seite integriert wird, ist geometrisch gespro-
chen eine eindimensionale Mannigfaltigkeit, die in den R3 eingebet-
tet ist. Sie erbt eine durch die Metrik g;; = diag(l, 1, 1) induzierte
Metrik. Im Sinne des eben Gesagten kann das Wegintegral iiber die
Tangentialkomponente ds - E(¢, x) des elektrischen Feldes nichts Ande-
res sein als das Integral iiber eine Einsform auf C und somit, durch
die Einbettung in den Raum, auf R3. Es ist daher ganz natiirlich, der
elektrischen Feldstirke eine Einsform nach dem Muster von (2.21a) zu-
zuordnen,

1
wg:=Etx) dx' + E»(t,x) dx*> + E3(t, x) dx° . (2.26a)

Auf der rechten Seite des Faraday’schen Gesetzes (1.12) wird die Nor-
malkomponente des B-Feldes iiber die Fliche F integriert, die ebenfalls
in R3 eingebettet ist. Vergleicht man dies mit der Definition der Zwei-
form (2.21b) und deren charakteristischer Zuordnung der Indizes und
beachtet, dass nur Zweiformen in konsistenter Weise iiber Flichen
(dim F = 2) integriert werden konnen, so sieht man, dass B geometrisch
gesehen durch eine Zweiform gemill dem Muster (2.21b) gegeben sein
muss,

& = Bt x) dx2 A dx® + By (2, x) dx® A dx! (2.26b)
+ B3(t, x) dx! A dx? .

Ein besonders einfaches, wenn auch physikalisch unrealistisches Bei-
spiel fiir die Fliche F ist ein Rechteck in der (1, 2)-Ebene, das durch
die Vektoren v =vé; und w = wé, definiert wird. Das Integral der
Einsform (2.26a) iiber den Rand des Rechtecks ist nichts Anderes als
das Integral der Tangentialkomponente von E entlang dieser Kurve. In
der Einschriankung der Zweiform (2.26b) auf die Fliche des Rechtecks
andererseits bleibt nur der dritte Term {ibrig, der in der Tat die Normal-
komponente B3 als Koeffizienten hat.



2.1 Die Maxwell’schen Gleichungen im festen Bezugssystem

Beispiel 2.5

Das folgende Beispiel ist physikalisch realistischer. Es sollte sorgfil-
tig studiert werden, denn einerseits illustriert es die Aussage, dass
nur Integration einer n-Form iiber eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
sinnvoll ist, andererseits zeigt es, dass die mit dulleren Formen formu-
lierte, integrale Form des Faraday’schen Gesetzes,

/ 1 1d 2

WE=—— [wpg,
cdt
aF F

mit der bisher gewohnten Form (1.12) identisch ist.

Als Fliache F wihlen wir die in Abb.2.1 gezeigte Kugelkalotte, die
zwischen dem Breitenkreis mit Winkel 6y und dem Nordpol (8 = 0) ei-
ner Kugel mit Radius r = R eingeschlossen ist. IThr Rand oF ist der
eingezeichnete Breitenkreis mit festem 6 = 6y und Azimuth im Intervall
¢ € [0, 2mr]. In diesem Beispiel liegt es nahe, an Stelle der kartesischen
Koordinaten x!, x2, x3 sphirische Polarkoordinaten r, 0, ¢ einzufiihren,

x! =rsinfcos¢, xzzrsinesinqb, x> =rcos.

Die Aufgabe besteht also zunichst darin, die Basis-Einsformen du® in
Kugelkoordinaten zu bestimmen und die beiden duBeren Formen nach
diesen zu entwicklen. Bezeichnen é; die kartesischen, a; =é, (in ra-
dialer Richtung zeigend), a; = éy (tangential zum Meridian gerichtet),
a3 = é4 (tangential zum Breitenkreis) die sphirischen Einheitsvektoren,
so gilt der Zusammenhang

ay =é&;sinf cos¢+é,sinfsing+é3cosh ,

ar =& cosOcosp+eércoshsing —eé3sinb

az; = —e|singp+eércos¢.
Die Basisformen du* sind dual zu den Basisvektoren & j und miissen so-
mit die Relationen du(a )= 8’1‘. erfiillen. Bei beiden Systemen handelt
es sich um reelle und orthogonale Koordinaten, daher gelten dieselben
Transformationsformeln fiir Basis-Einsformen wie fiir Basisvektoren,

du' = dx! sinf cos ¢ + dx? sin6 sin ¢ + dx3 cos @,

du’ = dx! cosf cos ¢+ dx2c059sin¢— dx’sin@ ,

du’ = —dx' sing+ dx®cos .
Dieses Zwischenergebnis kann man auf zwei Weisen bestitigen: Man
berechnet die Wirkung der du* auf die Einheitsvektoren a j» benutzt
dabei die Relation dx”(e,) = 85 und erhélt die geforderte Bezie-
hung duk @ j) = 81; . Alternativ verwendet man die Differentiale

dx! =sinfcos¢ dr+rcosfcos¢p df —rsinf sin¢g do

dx2=sinesin¢ dr+4rcosfsin¢g df 4 rsinf cos ¢ d¢ ,
dx® =cosO dr —rsin® de ,

Abb. 2.1. Kugelkalotte im Raum, auf
der das Faraday’sche Gesetz mit duf3e-
ren Formen formuliert wird
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um das Linienelement
3 ' 3
(do)* =) "(dx)? =) "(duh)?
i=1 k=1

= (dr)? + (rdf)* + (r sin 6 d¢)*

zu bestimmen. Als Ergebnis stellt man die Darstellung der Basis-
Einsformen in Kugelkoordinaten fest:

du' =dr, du’=rdo, du’=rsinddg.

Wendet man diese Ergebnisse auf die dufleren Formen der Elektrodyna-
mik an, so folgt auf dem Breitenkreis 6 = 6

S~

3
=) Eidx' =[—Esin¢+ Eycos¢] Rsin0 dp = Egduc’ .
i=1

Die Einsform des elektrischen Feldes erscheint wie erwartet in Form
ihrer gerichteten Tangentialkomponente entlang des Breitenkreises; fiir
das Integral dariiber gilt

2
1
/wE=/Rsin0d¢E¢.
OF 0

In der Zweiform der magnetischen Induktion, wenn sie auf die Ku-
gelkalotte eingeschrinkt wird, ist du' =0 und nur die Basis-Zweiform
du? A du? triigt bei. Setzt man die oben gegebenen Ergebnisse ein, so
ist

By dx* A dx® + By dx® A dx! 4 B3 dx! A dx?

= [B; sin6 cos ¢+ By sin O sin ¢ + B3 cos 0] du’ A du?,
wobei die Basisform du’? A du? die Orientierung der Flichennormalen
festlegt und gleich R?sin® d9d¢ ist. Der Ausdruck in eckigen Klam-
mern ist die Normalkomponente B, = B-# der magnetischen Induktion,

wobei die Normale 72 die nach aufen gerichtete Normalenrichtung auf
der Kalotte ist. Das Integral iiber die Zweiform ist somit

6o 2
2
/a)B:Rz/sinG d9/d¢B-ﬁ
F 0 0

und man erhélt in der Tat die integrale Form des Faraday’schen Gesetzes.

Mit derselben Argumentation wie fiir B folgert man aus dem eben-
falls integralen Gauf3’schen Gesetz (1.14), dass dem Feld D — anders als
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dem elektrischen Feld E — eine Zweiform zugeordnet werden muss,

2
@ p = Di(t, x) dx*> A dx® + Da (2, x) dx> A dx! (2.27a)
+ D3(t, x) dx' A dx? .

Es sollte unmittelbar klar sein, dass die Maxwell’schen Gleichungen in
duBeren Formen ausgedriickt, nur Formen gleichen Grades in Beziehung
setzen konnen. In der zweiten inhomogenen Maxwell-Gleichung (2.1d),
die wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit fiir einen Augenblick im
Vakuum, d.h. mit j = 0 betrachten konnen, muss die Rotation des H-
Feldes einer Zweiform dquivalent sein, dem Feld H selbst muss daher
eine Einsform vom Typus (2.21a) zugeordnet sein,

@ 15 e J55 (t,x) dx' + Ho (¢, x) dx? + Hs(t, x) dx° . (2.27b)

Was die Quellterme in den inhomogenen Gleichungen (2.1c) und
(2.1d) angeht, so sieht man, dass man der Ladungsdichte eine Dreiform,
der Stromdichte eine Zweiform wie folgt zuordnen muss,

3
@ o= 0(t, %) dx' A dx? A dx?, (2.282)

2
@ j = jit, x) dx* A do + o1, %) A A dx! + j3(1, x) dxd A di?
(2.28b)

Dies folgt einerseits natiirlich aus den inhomogenen Gleichungen, ist
aber auch aus den integralen Grundgesetzen plausibel ablesbar: Die La-
dungsdichte wird immer iiber dreidimensionale Volumina integriert, um
physikalische Ladungen zu ergeben; Die Stromdichte, iiber Leiterquer-
schnitte integriert, gibt die physikalischen Stromstérken.

Jetzt kann man die Maxwell’schen Gleichungen in dufleren Formen
formulieren und zwar derart, dass die lokale Form (2.1a)—(2.1d) durch
Koeffizientenvergleich bei Formen gleichen Grades ablesbar sind. So-
wohl die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen (2.1a) und (2.1b) als
auch die inhomogenen Gleichungen (2.1c) und (2.1d) nehmen eine sehr
einfache Gestalt an; im Einzelnen lauten sie

dog=0. (2.292)
1 10 2
dwp+-——ig=0, (2.29b)
c ot
2 3
dop=4drw,, (2.29¢)
1 10 2 4 2
dog—-——dp=—a;. (2.29d)
c ot c

Die erste dieser Gleichungen folgt mit (2.23) aus Beispiel 2.2, in der
zweiten hat man die Gleichung (2.22) desselben Beispiels benutzt.
Ganz Ahnliches gilt fiir die beiden inhomogenen Gleichungen (2.29¢)
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Tab. 2.1. Verhalten der elektromagneti-
schen dufleren Formen unter drei dis-
kreten Transformationen. Das Verhalten
unter T und damit unter dem Produkt
NTC wird allerdings teilweise modifi-
ziert, wenn diese Formen iiber Raum
und Zeit betrachtet werden

n T C nTc

1
WE ar ar = =
2
B + - - +
1
(0871 — — — —
2
wp = ar = ar
3
wg - + - +
2
a) p— p— — —

~.

und (2.29d). In der ersten und dritten Gleichung werden duflere Drei-
formen, in der zweiten und vierten werden #uBlere Zweiformen in
Beziehung gesetzt.

Die Kontinuititsgleichung nimmt in dufleren Formen die Gestalt

0 do(t, x)

3 2
il dw; =0,
o Cet A ot

an, wobei wieder Gleichung (2.23) verwendet wurde.

Bemerkungen

1. Die vielleicht wichtigste Beobachtung an den Definitionen (2.26a),
(2.26b), (2.27a) und (2.27b) ist die folgende: diese duberen Formen
sind unter allen Drehungen R € SO(3) des Bezugssystems invariant.
Im Gegensatz zu den Komponenten der urspriinglichen Felder hén-
gen sie nicht vom gewihlten Koordinatensystem ab. Die Kovarianz
der Maxwell’schen Gleichungen (2.29a)—(2.29d) beziiglich Drehun-
gen ist in dieser Formulierung offensichtlich und sie bedarf keiner
weiteren Nachpriifung.

2. Interessant ist auch ihr Verhalten unter der Raumspiegelung II, die
wir in Abschn. 2.1.1 diskutiert haben. Die Einsform (2.26a) fiir das
elektrische Feld und die Zweiform (2.26b) fiir das Induktionsfeld
sind unter II invariant. Gleichzeitig wird damit der eigenartige Un-
terschied im Verhalten der urspriinglichen Vektorfelder E und B un-
ter IT aufgeklirt: Das elektrische Feld ist ein echtes Vektorfeld und
entspricht einer Einsform, das Induktionsfeld mit dem ,,falschen*
Transformationsverhalten bei Raumspiegelung entspricht in Wirk-
lichkeit einer Zweiform.

3. Die Raumzeit, auf der die Maxwell’schen Gleichungen formuliert
werden, ist ein R?*, d.h. eine orientierbare Mannigfaltigkeit. Solange
wir nur eigentliche Drehungen R € SO(3) betrachten, wird die Ori-
entierung nicht gedndert und alle vier dufleren Formen fiir die Felder
bleiben ungeindert. Die Raumspiegelung kehrt die Orientierung um.
Im Gegensatz zur Einsform (2.26a) des elektrischen Feldes dndert
die Einsform (2.27b) des Magnetfeldes dabei ihre Vorzeichen. Etwas
Ahnliches gilt, wenn man (2.26b) und (2.27a) vergleicht. AuBere
Formen dieser Art sind solche, die man auf nichtorientierbaren Man-
nigfaltigkeiten definiert. Sie heilen getwistete Formen.

4. Obwohl dies noch nicht das letzte Wort sein kann (siehe die nichst-
folgende Bemerkung), ist es interessant das Verhalten aller hier
auftretenden duferen Formen unter den drei diskreten Transformati-
onen II, T und C zusammen zu stellen. Tabelle 2.1 basiert auf den
Uberlegungen des Abschn. 2.1.1.

5. Etwas unbefriedigend bleibt in dieser vorldufigen Analyse einer geo-
metrischen Interpretation der Maxwell’schen Felder, dass diese i. Allg.
nicht nur von x € R3, sondern auch von der Zeitkoordinate ¢ € R,
abhingen, somit also iiber einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit
definiert sind. Im nun folgenden Abschnitt werden wir das feste Be-

+V.jt,x)=0  (2.30)
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zugssystem, das hier zu Grunde lag, verlassen und die Kovarianz der
Maxwell’schen Gleichungen unter Lorentz-Transformationen nach-
weisen. Dann wird es ganz natiirlich sein, die Definitionen dieses
Abschnitts so zu verallgemeinern, dass die Felder und die Quellterme
duBere Formen iiber dem Minkowski-Raum werden.

6. Mochte man wie in Abschn. 1.5.3 das elektrische und das Indukti-
onsfeld durch Potentiale beschreiben, so ist es sinnvoll — bei fester
Aufteilung von Raum und Zeit — noch die Einsform

3
oai=3 At x)dx 2.31)
i=1
zu definieren, deren Koeffizienten aus den Komponenten des Vektor-
potentials A(¢, x) entnommen sind. Das skalare Potential @(¢, x) ist
eine Funktion und kann als Nullform iiber dem Raum R3 interpre-
tiert werden. Die Darstellungen (1.55a) und (1.55b) des Induktions-
feldes bzw. des elektrischen Feldes lauten dann in dufleren Formen

Sp=doy, (2.32a)

1 101

WOp=———ws—dP. (2.32b)
c ot

Nimmt man die duBlere Ableitung der ersten Gleichung, so entsteht

dop=d(dwa)=0, oder V. B(rx)=0.

Hierbei wurde die Eigenschaft (2.15d) der @uBeren Ableitung be-
nutzt. Dies wiederholt die bekannte Aussage, dass ein durch ein
Vektorpotential dargestelltes Induktionsfeld automatisch divergenz-
frei ist. Die duBere Ableitung der zweiten Gleichung (2.32b) liefert
dagegen die Aussage, dass die Wirbel von E mit der Zeitableitung
der Wirbel von A verkniipft sind,

1 10 1 10
dogp=———dw,4, oder VXE({tx)=———VxA(tXx).
c ot cot

Ist das Vektorpotential von der Zeit unabhingig, dann ist das elek-
trische Feld wirbelfrei.

Auch in dieser Darstellung bleibt unbefriedigend, dass dem Vek-
torpotential A zwar eine Einsform iiber R3 zugeordnet wird, dem
skalaren Potential aber eine Nullform und dass die Zeitabhéngigkeit
dieser GroBen nicht wirklich ausgenutzt wird. Warum diese Unsym-
metrie zwischen Raum und Zeit?

2.2 Lorentz-Kovarianz
der Maxwell’schen Gleichungen

Réiumliche und zeitliche Translationen,

X =x+a, {=t+s,
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Drehungen (' =1, ¥’ = Rx) im R3, die Raumspiegelung diag (1, —1,
—1, —1) und die Zeitumkehr diag(—1, 1, 1, 1) werden in der Galilei-
Gruppe und in der Poincaré-Gruppe in derselben Weise dargestellt.
Allein die Speziellen Galilei-Transformationen

()= (2 o ()= (o i) ()
— , oder =
x X =x+vt |x") [v) 13/ \|x)

(2.33)

unterscheiden sich wesentlich von den Speziellen Lorentz-Transforma-
tionen (den sog. boosts)

/ 1
<x0) — (x ,0) = (1 ! sz/z(vl ) <x0> , (2.34)
|x) lx7) V) I3+ s o) (vl ] \lx)

worin an Stelle der Zeitvariablen die #quivalente Linge x° = ct einge-
fiihrt wurde. Fiir eine solche Transformation entlang der 1-Achse als
Beispiel, |v) = v|é), gilt im Fall der Galilei-Gruppe

f=t, X=x'+u, X?=x* x3=x,

oder, mit Hilfe von x = ¢ und B = v/c etwas anders geschrieben,

0= 40 =0 x!

X2=x2, X3=x3,
wihrend im Fall der Lorentz-Gruppe

X0 =0 4 !, =B !

X2=x2, X3=x3,
mit g = |v|/c und y = (1 —B>)~1/? gilt.

Unter einer Speziellen Lorentz-Transformation, die ja nichts Anderes
tut als zwei Inertialbeobachter miteinander in Beziehung zu setzen, die
sich relativ zueinander mit der konstanten Geschwindigkeit v bewegen,
konnen das elektrische Feld E fiir sich und das Induktionsfeld B fiir
sich kein einfaches Transformationsverhalten haben. Dies kann man auf
verschiedene Weisen einsehen. Hier ist ein erstes, intuitives Argument:

Die intuitive Begriindung kniipft am Biot-Savart’schen Gesetz (1.18)
an und baut auf dem Modell einer einzelnen Punktladung ¢ auf, die
sich relativ zu einem Inertialbeobachter mit der konstanten Geschwin-
digkeit v bewegen moge. Der Beobachter sieht in seinem Bezugssystem
K das Teilchen geradlinig-gleichformig zuerst niherkommen und dann
sich wieder entfernen, so dass er dessen Coulomb-Feld in der Stirke an-
schwellen und wieder abklingen und sich in dessen Richtung veréndern
sieht. Auflerdem erscheint ihm das vorbeifliegende Teilchen als elektri-
sche Stromdichte j(z, x) = g 8(x — (vt +xp)), die gemiB (1.18) ein H-
Feld — und da er sich im Vakuum befindet, gleichermaflen ein Indukti-
onsfeld B — an seinem Ort erzeugt, das ebenfalls zeit- und ortsabhingig
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ist. Ein zweiter Inertialbeobachter, der sich mit dem Teilchen mitbewegt,
sieht in seinem Bezugssystem K’ etwas ganz Anderes: Das Teilchen
ruht und erzeugt das kugelsymmetrische elektrische Feld E' = g 7/r>.
Da kein elektrischer Strom flieBt, ist auch kein Magnet- oder Induk-
tionsfeld vorhanden, H' = B’ = 0. Die beiden Beobachter sind absolut
gleichberechtigt, denn allein ihre relative Bewegung zidhlt. Die Max-
well’schen Gleichungen sollten fiir beide Bezugssysteme dieselbe physi-
kalische Bedeutung haben. Ganz gleich, ob die relative Geschwindigkeit
klein ist im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit oder nicht, die Spe-
zielle Transformation L(v) : (E(t, x), B(t, x)) — (E'(¢,x"), B'(', x))
vermischt offenbar beide Typen von Feldern.

Ein strenges, analytisches Argument geht von der Lorentz-Kraft
(1.44e) aus und wird in Abschn.2.2.4 unten weiter verfolgt. Es fiihrt
rasch zum richtigen Transformationsverhalten: die Maxwell’schen Glei-
chungen erweisen sich als kovariant unter der Lorentz-Gruppe.

Wir beginnen mit einer Zusammenfassung der wichtigsten Eigen-
schaften der Poincaré- und Lorentz-Gruppe, verweisen fiir eine ausfiihr-
lichere Darstellung aber auf Band 1.

2.2.1 Poincaré- und Lorentz-Gruppe

Eine Poincaré-Transformation ist eine allgemeine affine Transformation
der Punkte x der Raumzeit M = R*, sowie von Tangentialvektoren® v €
M,

(A,a) : x—>x'=Ax+a, yr— Y =Ay+a, (2.35a)

die den verallgemeinerten (quadrierten) Abstand
2 2
x=y?=("—y") "= (x—y) (2.35b)

invariant ldsst. Hierbei ist (x° = ¢z, x) die Zerlegung von x in einem
gegebenen Bezugssystem K, das ein Inertialsystem sein kann (aber
nicht muss), in Zeit- bzw. Raumanteile. Wie iiblich bezeichnet man die
Komponenten mit griechischen Indizes, wenn alle vier — fiir Zeit und
Raum —, gemeint sind, mit lateinischen Indizes, wenn nur der Rauman-
teil gemeint ist,

x={xp=0,1,23= (O ' [i=1,2,3)" = (x%x)".

Die Invariante (2.35b) beschreibt, wenn sie gleich Null ist, den kausalen
Zusammenhang zwischen der Emission ein Lichtquants bei x, d.h. zur
Zeit 1, = x"/c und am Ort x, und seinem Nachweis am Weltpunkt y,
zur Zeit ty, = y%/c und am Ort y, und driickt die experimentell bestitigte
Konstanz der Lichtgeschwindigkeit aus: In allen Inertialsystemen hat die
Lichtgeschwindigkeit ein und denselben universellen Wert

c=2,99792458-103 ms~! . (2.36)

Der quadrierte Abstand (2.35b) ist unter Poincaré-Transformationen
auch dann invariant, wenn er nicht gleich Null ist (wenn er also nicht

3 Da die Basismannigfaltigkeit M der
flache Raum 4 ist, konnen alle Tan-
gentialriume 7T, * mit diesem iden-
tifiziert werden. Daher haben Punkte
x € M und Vektoren v € T\ M dasselbe
Transformationsverhalten.
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lichtartig ist), d.h. auch dann, wenn er positiv (zeitartig) oder nega-
tiv (raumartig) ist. Eine dquivalente Schreibweise fiir (2.35b) verwendet
den metrischen Tensor g ={g,v} =diag(l, —1, —1, —1) und lautet

3
==Y = y)gu” —y") = 0F =y gun(x” =),
w,v=0
(2.37)

wenn wir die Einstein’sche Summenkonvention verwenden, derzufolge
iiber zwei gleiche Indizes von O bis 3 summiert werden soll, wenn einer
kovariant ist (,,unten* steht), der andere kontravariant ist (,,oben‘ steht).

Setzt man das Transformationsverhalten (2.35a) in die Formel (2.37)
ein und verlangt, dass (x' —y')? = (x — y)? fiir alle Inertialsysteme gel-
ten soll, so hebt sich der Translationsanteil ¢ in der Differenz von
x und y heraus. Fiir den homogenen Anteil der Transformation (2.35a)
ergibt sich die Forderung

ATgA =g. (2.38a)

Diese Gleichung ist die bestimmende Gleichung fiir die Lorentz-
Gruppe, aus der man alle charakteristischen Eigenschaften der Lorentz-
Transformationen herleitet. Man beachte die Analogie zur Drehgruppe
im R3: die definierende Eigenschaft der Drehgruppe O(3) im dreidimen-
sionalen Raum mit der Metrik g| 3 =diag(l, 1, 1) ist

R'I3R = 15,

aus der folgt, dass (detR)? = 1 sein muss und dass R orthogonal ist.

Aus (2.38a), in Komponenten ausgeschrieben, folgen einige Aussa-
gen, die wir hier schematisch zusammen fassen. Mit A = {A"}} schreibt
man (2.38a) — bei Verwendung der Summenkonvention — etwas ausfiihr-
licher

AP gAY = gor . (2.38b)

Hier sind p und v Summationsindizes, wihrend o und t feste Indizes
sind, die auf beiden Seiten der Gleichung auftreten. Die Stellung der In-
dizes im linken Faktor von (2.38b) ist scheinbar ,,verkehrt®, d. h. W@icht
von den Regeln der Matrizenmultiplikation ab — dies ist aber in Uber-
einstimmung mit der Feststellung, dass hier die Transponierte von A
steht.

Je nachdem welche Werte die festen Indizes o und t annehmen,
gibt (2.38b) fiir

3
6=0,1=0: (4%’ (4%)=1. (2.38¢)
Jj=1

3
o=i,t=k: A%A0 =Y A A =5, (2.384d)
j=1
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3
o=0.t=k: %A% AlAl =0. (2.38e)
j=1
Aus der ersten dieser Gleichungen folgert man, dass
entweder (a): AOO > +1, oder (b): AOO < -1 (2.39a)

sein muss. Die Lorentz-Transformationen mit der Eigenschaft (a) bilden
die Zeitkoordinate vorwirts, d.h. in die Zukunft ab und hei3en ortho-
chron. Berechnet man die Determinante der beiden Seiten von (2.38a),
so folgt, da A reell ist,

(det A)2 =1, somit entweder (c): detA = +1 (2.39b)
oder (d): detA=-—1.

Entsprechend den vier Kombinationen der Eigenschaften (a) bis (d) zer-
fillt die Lorentz-Gruppe in vier Zweige, die man mit einem unteren
Index = fiir das Vorzeichen der Determinante und einem Pfeil bezeich-
net, der nach oben oder unten weist, je nachdem, ob AOO grofler als

oder gleich +1, oder kleiner als oder gleich —1 ist. Der Zweig LT, die
eigentliche, orthochrone Lorentz-Gruppe, enthilt alle Elemente A mit
det A =1 und AOO > +1. Man priift leicht nach, dass dies eine Unter-
gruppe der Lorentz-Gruppe ist: Sie enthélt die Identitédt 14; das Produkt
von zwei Transformationen A, A € Ll liegt wieder in Ll; die Inverse
A~! jedes Elements A e Ll liegt ebenfalls in Ll.

Die Raumspiegelung A = IT = diag(l, —1, —1, —1) hat detA =
—1, AO0 =41 und gehort zum Zweig L. Die Zeitumkehr T =
diag(—1, 1, 1, 1) gehort zu Lf, das Produkt IIT hat Determinante +1,
aber AO0 = —1 und gehort daher zu Li. Diese drei Zweige sind keine
Untergruppen. Die wesentliche Aussage dieser Analyse ist aber, dass
man die ganze Lorentz-Gruppe verstanden hat, wenn man ihre Unter-

gruppe L., die eigentliche, orthochrone Lorentz-Gruppe kennt. So lésst
sich jedes Element aus L' als Produkt eines Elements aus LIr mit
IT darstellen, jedes Element aus Li als Produkt eines Elements aus

Ll mit T, jedes Element aus Li als Produkt eines Elements aus Ll
mit IIT.
Der Schliissel zur eigentlichen, orthochronen Lorentz-Gruppe liegt

im Zerlegungssatz, der aussagt, dass jedes Element aus Ll sich in ein-
deutiger Weise in ein Produkt aus einer Drehung

R = 10 , mit R e SO(@3)
0 R

und einer Speziellen Lorentz-Transformation, wie sie in (2.34) auftritt,
zerlegen lisst,

A=L@®R, AelLl. (2.40a)
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Die Eintriage der 4 x 4-Matrix L(v) werden dabei durch die Geschwin-
digkeit
C

V= ——
0
AO

(4l 4%, 4%)" (2.40b)

und somit durch die Eintrige A" o der gegebenen Transformation A be-
stimmt, wihrend die Eintrdge der orthogonalen 3 x 3-Matrix R aus den
Formeln

i 40

_ Mol

0

1+ A%,

berechnet werden. (Einen Beweis dieses wichtigen Satzes findet man in
Band 1, Abschnitt 4.5.1.)

R* =A%, (2.40c)

2.2.2 Relativistische Kinematik und Dynamik

In der Natur sind, nach allem was wir wissen, geladene Teilchen im-
mer auch massive Teilchen. Physikalische Bahnkurven, bei denen ein
solches Teilchen mit Masse m # 0 mit Geschwindigkeiten kleiner als
oder gleich ¢ fliegt, werden durch Weltlinien x(t) beschrieben, deren
Tangentialvektorfeld an jedem Punkt zeirartig ist. Der Lorentz-invariante
Parameter t ist die Eigenzeit, d.h. die Zeit, die ein mit dem Teilchen
reisender Beobachter auf seiner Uhr abliest. Die Bahnkurve durch Raum
und Zeit wird koordinatenfrei durch die Funktion x(7) beschrieben. Die
zugehorige Geschwindigkeit wird durch einen Vierervektor charakteri-
siert, der in koordinatenfreier Weise durch

d
u(t) = EX(.E) 241)

gegeben ist. Das invariante Quadrat von u kann man ohne Einschrén-
kung der Allgemeinheit auf u? = ¢* normieren.

Im Ruhesystem stimmt die Eigenzeit mit der Koordinatenzeit von
Ky iiberein und es ist dr = dr. Beziiglich eines bewegten Systems K ist
das Linienelement (ds)? = ¢%(d7)? = ¢2(df)? — (dx)? und es gilt daher

(dD)? = (d)* — L (dx)* = (1 - B (dn)* = (dn)*/y* .

Im momentanen Ruhesystem Ky des Teilchens (und da m # 0 ist, gibt
es immer ein solches) ist die Geschwindigkeit folglich

u@lg, = (¢,0)" (2.41a)

withrend sie fiir einen anderen, relativ dazu bewegten Beobachter in des-
sen Bezugssystem, dem ,,.Laborsystem* K gleich

u(@lg = (ye, yv)" (2.41b)

ist. Die relativistische Variante des Impulses ist der Vierervektor p :=
mu und umfasst neben dem rdaumlichen Impuls p = myv auch die zu-
gehorige Energie (geteilt durch ¢) p® =mecy = E p/c. Dabei gilt im
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Bezugssystem K des Beobachters, dem Laborsystem,

ple = (LE.p)" . mit E=ymc® =/ (po)>+(mc??, p=myv,

(2.42a)

wihrend im momentanen Ruhesystem des Teilchens natiirlich
T
plg, = (mc,0)",  Elg,=mc*, plg,=0 (2.42b)

gilt. Man bestitigt leicht, dass (2.41b) aus (2.41a) durch Anwendung der
Speziellen Lorentz-Transformation L(v), s. (2.34), hervorgeht. Ebenso
rechnet man nach, dass

plk =L(p) plk,

it Lip) 1 (E c(p|
mi p)=— 2
me? \elp) me®I3 + 5 1p) (|

ist, wobei L. mittels der Beziehungen (2.42a) von der Parametrisierung
mit der Geschwindigkeit v auf eine solche mit dem rdumlichen Im-
puls p umgerechnet ist. In der Tat ist

E C(Pl (mc) — mc? ((E/c))
elp) m1s+ o 1p) (01 ) \j0) p )

Die relativistische, Lorentz-kovariante Fassung des zweiten New-
ton’schen Gesetzes lautet

d2
mﬁx(r) = f(x), (2.43)

und entsteht aus der gewohnten nichtrelativistischen Form m¥ = Fx(x),
in der Fyn das Kraftfeld der Newton’schen Mechanik ist, durch ,,An-
schieben* aus dem Ruhesystem Ky. Im Ruhesystem muss also
2
m—x(®| =m0,%" und flg, =0, )"
dz? Ko

gelten. Wendet man auf diese beiden Vierervektoren die Spezielle
Lorentz-Transformation L(v) an,

1
<f°> _ (1 ' 7ol ) ( 0 ) , (2.44)
1) "\ bt oo wl) )

so sind die Komponenten von f mit (a|c) =a-c im Einzelnen

1
==y (v ), (2.444)
2

If) = Fy+ —~

Nt L ED (v-Fn) o) . (2.44b)
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Diese Gleichungen lassen sich in eine andere, instruktive Form umrech-
nen: Nimmt man von (2.44b) das Skalarprodukt mit v und benutzt die
Relation
2 2
v , yo—1 y+1
c_2='3 = )2 Z(V—l)v,

SO ist

»2
y+1

(v-f):{H— ﬂz}(v-FN):y(v-FN).

Damit kann die Nullkomponente (2.44a) auch als f 0'=q /o)(v- f) ge-
schrieben werden. In der Raumkomponente (2.44b) verwendet man die
Identitat

(v-a)v=v’a+vx (vxa)

und erhilt wiederum mit der Beziehung g% = (y* —1)/y?

2
1
f:FN+#{C—2vx(vxFN)+,32FN}

_ _ Y Y
=F(l+y 1)+Cvx (C(y+1)(VXFN))

! 4 F 2.44
_y[ N+Z”X(c<y+1>(”x N)>]' (240

Der Raumanteil der linken Seite der Bewegungsgleichung (2.43), durch
die Zeitableitung des rdumlichen Impulses ausgedriickt, ist gleich
ydp/dt, so dass die Bewegungsgleichung nach Division durch y wie
folgt lautet

1
—:FN—i——vx(
c

& (v X FN)> , (2.43a)

c(y+1)

withrend der Zeitanteil die Differentialgleichung

dy 1

me— = —

dt ¢

erfiilllt. (Man rechnet leicht nach, dass (2.43b) aus (2.43a) folgt.)

Die erste dieser Gleichungen hat auffallende Ahnlichkeit mit der Be-

wegungsgleichung eines geladenen Teilchens unter der Wirkung der
Lorentz-Kraft, wobei Fy die Rolle von gE spielt und

(Fx-v) (2.43b)

qy
c(y+1) cly+1

an die Stelle der magnetischen Kraftwirkung tritt.

13 2

(vx Fy) = (vx E)
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2.2.3 Lorentz-Kraft und Feldstirkentensorfeld

Die Lorentz-Kraft mit ihrer charakteristischen Geschwindigkeitsabhiin-
gigkeit
dp
dr
lasst sich ohne Schwierigkeiten in die Gestalt der Bewegungsglei-
chung (2.43) giefen. Den Raumanteil erhilt man durch Multiplikation

von (2.45) mit dem Faktor y = 1//1 —v2/c2, den Zeitanteil aus dem
Skalarprodukt von (2.45) mit dem Vektor (y/c)v:

q (E(t, x)+ %v X B(t, x)> (2.45)

d 1
mya(yc) = yz qE v, (2.45a)

d q
my v =y (B0 +Lvx B.x). (2.45b)

Man erkennt auch hier die Analogie der Differentialgleichungen (2.45b)
und (2.43a), sowie die der Gleichungen (2.45a) und (2.43b). Die linke
Seite von (2.45a) und (2.45b) lautet kovariant geschrieben m(d u* /d 7);
die rechte Seite ldsst sich ebenfalls durch die Vierer-Geschwindigkeit u
ausdriicken, wenn man im oben betrachteten Bezugssystem K

0 —E'(x) —E*(x) —E3(x)
+E'® 0 —B'x) +B*x)
+E%(x) +B3(x) 0 —Bl(»)
+E3(x) —B*(x) +B'(x) 0

FY(x) = , x=@t0",
(2.46)

setzt und auf u, = g,,-u® = (yc, —yv)T anwendet. Es ist (mit Summen-
konvention)

0 —E'() —E*’(x) —E3(x) ye
+E'x) 0 —B3x) +B*(x) | | —-p!

F*u, =
+E2(x) +B*x) 0 —B'() || -»?
+E3(x) —B*(x) +B'(x) 0 —?
Y (E(x)-v)

yeE'(x) +y (V2B (x) — v’ B2 (x))
yeE*(x)+y (VB (x) —v! B3 ()
yeE3(x)+y (v! B2 (x) —v?B' (1))

Die allgemeine Bewegungsgleichung (2.43), hier in der speziellen Ge-
stalt

du™
m—t_ 4 puvy, (2.47)
drt c
ist identisch mit den Gleichungen (2.45a) und (2.45b) im Bezugssys-

tem K.
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4 Auf Englisch heiBt er field strength
tensor

An diesem Punkt stellt sich eine wichtige Frage:

Hat die mit der Definition (2.46) gegebene Zusammenfassung des
elektrischen Feldes und der magnetischen Induktion eine tiefere und
allgemeinere Bedeutung als die, die Lorentz-Kraft (2.45) im speziellen
Bezugssystem K kompakt zu schreiben? Anders formuliert, lautet die-
selbe Frage wie folgt: In einem anderen Bezugssystem K’, das sich von
K durch eine Lorentz-Transformation unterscheidet (so dass mit K auch
K’ ein Inertialsystem ist), ldsst sich die Lorentz-Kraft in genau dersel-
ben Weise kompakt schreiben, d.h. durch F'#*"u/ ausdriicken. Hingen
dann F’*Y und F*¥ ebenfalls durch Lorentz-Transformationen zusam-
men? Etwas genauer, gilt mit

W' =Au auch F' =AFAT?
Oder, in Komponenten ausgeschrieben,

u'’ = A° ut F'o%(x) = AC AT PR (x) 2
Wenn dem so ist, dann ist die Bewegungsgleichung (2.47) Lorentz-
kovariant; ihre rechte Seite F*Vu,, bei der iiber v summiert wird, ist
ein Lorentz-Vektor und transformiert daher ebenso mit A wie ihre linke
Seite, die Bewegungsgleichung hat folglich in jedem Inertialsystem die-

selbe Form. Die eigentliche Frage, die damit aufgeworfen wird, lautet
dann: Sind die Maxwell’schen Gleichungen unter den durch die spezi-

elle Form der Lorentz-Kraft nahe gelegten Transformationen A € LI_
kovariant?

Die Untersuchung dieser Frage ist der Gegenstand des nichsten
Abschnitts. Bevor wir uns dieser zuwenden, seien hier noch die Um-
kehrformeln angegeben, die die Felder aus F*V liefern,

El = Fi0 = _F0 i=1,2,3), (2.48a)

3
B = —% > e F*, (i=1,2,3). (2.48b)
k=1
Das Objekt F*Y(x) wird Tensorfeld der Feldstirken oder kurz Feld-
stdarkentensor genannt4. An seiner Definition (2.46) sieht man, dass er
antisymmetrisch ist. Dies hitte man aber auch direkt an der Bewegungs-
gleichung (2.47) ablesen konnen, denn wegen der Eigenschaft u? =
¢ = konst. ist

1du? dut
=, —
2drt dr
Wenn man daher (2.47) mit u,, verjiingt, so folgt fiir alle x

u, F*Y(x)u, =0.

Dies kann aber nur richtig sein, wenn F"*(x) = —F/*"(x) ist: der in
wn und v symmetrische Tensor u,u,, mit dem antisymmetrischen Ten-
sor F™V verjlingt, gibt Null. Umgekehrt, hitte F/*V einen symmetrischen
Anteil, so giibe dieser, mit u,u, verjiingt, nicht Null.
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2.2.4 Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen

Die homogenen Maxwell’schen Gleichungen (2.1a) und (2.1b) lassen
sich ohne weitere Schwierigkeit mit Hilfe des Tensorfeldes F*¥(x) aus-
driicken. Wir zeigen, dass sie wie folgt lauten

PFW LM FF LV FM =0, mit A£p#£ve (0,1,2,3). (2.49)

Eine dazu alternative Schreibweise erhdlt man, wenn man das Levi-
Civita Symbol in Dimension 4 einfiihrt, das folgende Eigenschaften hat:

g0123 = +1 (2.50)

guvor = +1 fiir (u, v, o, T) = gerade Permutation von (0, 1, 2, 3)

&uvor = —1 fiir (u, v, o, T) = ungerade Permutation von (0, 1,2, 3)
und &;,,5; = 0 in allen anderen Fillen, d. h. immer dann, wenn zwei oder

mehr Indizes gleich sind. Verwendet man dieses vollstindig antisym-
metrische Symbol, so lauten die Gleichungen (2.49)

Euord" FP(x) =0, (u=0,1,2,3). (2.49a)

Es ist nicht schwer zu bestitigen, dass (2.49a) die insgesamt vier ho-
mogenen Maxwell-Gleichungen zusammenfasst. Man muss dabei nur
beachten, dass
90—y = — ber # = —3 = —— = —(V
—0—@, aber ——i——g——( )i
ist. So ergibt (2.49a) fiir ;© = 0 und mit ggyer = 0jjk = &ijx (WO im letz-
ten Schritt das gewohnte e-Symbol in Dimension 3 auftritt)

3
0=e0u0rd" FT () = ) eyd FH(1.x)
i,jk=1
= 2[812331F23 +823182F31 +831233F12] =2V -B(t,x).
Dies ist die Maxwell-Gleichung (2.1a). Setzt man den ersten, freien In-
dex in (2.49a) gleich 1, so miissen von den iibrigen Indizes v, o und t

einer gleich 0, von den beiden anderen einer gleich 2 und einer gleich 3
sein. Gleichung (2.49a) ergibt in diesem Fall

0=1e10230"F> + £12309° F*° + £13020° F*
= —1(80(=B") + (=) E> + (=03) (—E?)
_19B'  9E® 0E?
et a2 a3
Dies ist ersichtlich die 1-Komponente der homogenen Maxwell-Glei-

chung (2.1b). Die beiden anderen Raumkomponenten ergeben sich
durch zyklische Permutation der Indizes (1, 2, 3).
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Die inhomogenen Gleichungen (2.1c) und (2.1d) sind nicht ganz so
einfach in eine kovariante Form umzusetzen, da sie Quellterme enthal-
ten, die nicht zur eigentlichen Maxwell-Theorie gehoren, sondern aus
einer Theorie der Materie folgen sollten. Wir beginnen mit einer heu-
ristischen Bemerkung:

Das Volumenelement im R* ist unter A € Ll invariant, d*x’ =
d*x oder, in einem gegebenen Bezugssystem K, dx'0d3x’ = dx®d3x.
Wenn o(t, x) die Ladungsdichte in diesem Bezugssystem ist, dann ist
die Ladung im Volumenelement

dg = o(t,x) EPx =o' (¢, x') &'

naturgemif eine (physikalische) Invariante. Dies deutet darauf hin, dass
die Ladungsdichte unter Lorentz-Transformationen sich wie die Zeit-
komponente eines Vierervektors transformieren muss. Dem ist in der
Tat so, wenn die Ladungsdichte und die Stromdichte zusammen einen
Lorentz-Vierervektor bilden, d.h. wenn

J) = (co), j)", x=(%x)", 2.51)

ein Vektorfeld ist, das sich wie ein Lorentz-Vektor transformiert. Wie in
Abschn. 1.3.5 vorweg genommen, hat die Kontinuitétsgleichung (1.21)
dann die sehr kompakte und Lorentz-invariante Form (1.24b), 9, j* (x)
= (. Natiirlich ist dies eine Frage, deren Antwort schon auflerhalb der
eigentlichen Maxwell-Theorie gesucht werden muss. Die geladene Ma-
terie, die die Quellterme der Maxwell’schen Gleichungen liefert, muss
selbst durch eine Lorentz-kovariante Theorie beschrieben werden und
muss einen Vierervektorstrom j(x) zulassen, der erhalten ist. Setzen wir
also im Folgenden voraus, dass dies so sei und dass die geladenen Mate-
rieteilchen, d. h. die Elektronen, Atomkerne, Ionen, die makroskopische
Materie ausmachen, einer Lorentz-kovarianten Theorie gehorchen.

Es ist naheliegend, das dielektrische Verschiebungsfeld D und das
Magnetfeld H in einem zu (2.46) analogen Tensorfeld zusammen zu
fassen,

0 —-D'(x) —D*(x) —D3*(x)
+D'(x) 0 —Hx) +H*()
+D*(x) +H>(x) 0 —H'(x)
+D3(x) —H*(x) +H'(x) 0

FH(x):= , (2.52a)

das ebenfalls antisymmetrisch ist. Die Felder lassen sich aus " durch
zu (2.48a) und zu (2.48b) analoge Formeln ausdriicken

Di=F0=_g0 (i=1,23), (2.52b)

3
. 1 .
k=1
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Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen nehmen dann die kompakte
Form an

4
uF ' (x) = - j’x), ®=0,1,273). (2.53)

Auch diese Aussage priifen wir zunéchst im Einzelnen nach.
Fiir v =0 kann der erste Index an £ nur die Werte 1, 2 und 3 an-
nehmen, Gleichung (2.53) reduziert sich auf

3 i0 4
Z 0;F"(x) =V -D(t,x) = — co(t,x) =4mo(t, x) .
c
i=1
Dies ist offensichtlich dasselbe wie (2.1c).

Fiir einen Raumindex, z. B. v =1, ergibt (2.53)

4
T x) = 007 00 + 072 (1) + 0.7 ()
C
= _30D1(t, x) +82H3(t, Xx) — 83H2(¢’ x)

B 10D(t, x)
o c ot

1
+V XH(t,x)> .

Dies ist die 1-Komponente der Differentialgleichung (2.1d); die beiden
restlichen folgen durch zyklische Permutation der Indizes (1, 2, 3).

Unter der oben diskutierten Voraussetzung, die Stromdichte j(x)
moge sich wie ein Lorentz-Vektor transformieren, sind die inhomoge-
nen Gleichgungen (2.53) manifest kovariant: ihre linke ebenso wie ihre
rechte Seite transformieren wie Vektoren unter A € Ll.

Bemerkungen

1. An Stelle der Kontraktion aus dem Levi-Civita Symbol in Dimen-
sion 4 und dem Feldstirketensor, die in den homogenen Gleichun-
gen (2.49a) auftritt, kann man das zu F*¥ duale kovariante Tensor-
feld zweiter Stufe

* Fop(x) 1= 2 eqpun F'™ (x) (2.54a)
einfithren, bzw. das entsprechende kontravariante Tensorfeld
* FOT(x) = g7 (% Fop(x)) 8" . (2.54b)

Es ist nicht schwer, xFyg und dann xF°" auszurechnen. Das (anti-
symmetrisch zu erginzende) Ergebnis

0 B! B2 B3
3 2

* FOT = 0 —E° E . (2.54¢)
0 —E

0
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ist interessant, zeigt es doch, dass die Ersetzung von F*' durch
*F™V Vertauschung von elektrischem Feld und magnetischer Induk-
tion bedeutet, und zwar wie folgt

F* +— xF"*’ . (E,B)— (—B,E) . (2.55)

Im Vakuum, wo mit der hier getroffenen Wahl der Einheiten
D =FE und H = B ist, und ohne duBere Quellen ist die Erset-
zung (2.55) eine Symmetrie der Maxwell’schen Gleichungen (2.1a)—
(2.1d). Diese Symmetrie nennt man elektrisch-magnetische Dualitdit.
Sie vertauscht (2.1a) und (2.1c), sowie (2.1b) und (2.1d). Diese Dua-
litdt ist eng verwandt mit der Hodge’schen Sternoperation, die wir
in Abschn. 2.1.2, Gleichung (2.16) kennen gelernt haben. Wir gehen
weiter unten in Abschn. 2.4.1 noch einmal darauf ein.

. Wesentlich fiir die Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen ist das

Postulat der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, s. Abschn.2.2.1.
Wire dieses nicht richtig, so wiirden die Maxwell’schen Gleichun-
gen eine besondere Klasse von Bezugssystemen auszeichnen, de-
ren Elemente sich nur durch Translationen und Drehungen, nicht
aber durch Spezielle Lorentz-Transformationen unterscheiden. In
der Friihzeit des Elektromagnetismus nannte man diese Klasse den
. Ather als diejenige, in der die Maxwell’schen Gleichungen in der
angegebenen Form gelten wiirden und in der die Lichtgeschwindig-
keit den Wert (2.36) hitte. Wie man in den Kursen iiber Experimen-
talphysik lernt, widerlegen die Experimente von A.A. Michelson
und E.W. Morley die Annahme eines solchen Athers. Es wurden
keinerlei Mitnahmeeffekte des Lichts durch Bewegung relativ zum
angenommenen Ather festgestellt. Die Lichtgeschwindigkeit hat in
allen Inertialsystemen denselben universellen Wert.

. Die vollen Maxwell-Gleichungen sind genau dann Lorentz-kovariant,

wenn die Stromdichte j(x) ein Vierervektor ist. Wie bereits mehrfach
betont, ist dies eine Forderung an die Quellen in (2.53). Die Formu-
lierung mit Hilfe der Tensorfelder F*"(x) und F#"(x), sowie der
Vierer-Stromdichte j#(x) in den zu (2.1a)—(2.1d) dquivalenten Dif-
ferentialgleichungen (2.49a) und (2.53) macht die Kovarianz explizit
sichtbar — wihrend sie in den Gleichungen (2.1a) bis (2.1d) nicht
evident ist! — und man spricht daher auch von manifester Lorentz-
Kovarianz.

. Auch die Erhaltung des Viererstromes j(x) ist jetzt manifest sicht-

bar. Nimmt man ndmlich die (Vierer-)Divergenz der inhomogenen
Gleichungen (2.53), so ist

3,0, F " (x) =0,

da der in p und v symmetrische Ableitungsoperator 9,9, mit dem
antisymmetrischen Tensorfeld F"V(x) verjingt wird. Dies ist nur
mit (2.53) vertrédglich, wenn

d
9yj"(x) = EQ([’ x)+V.jitx)=0 (2.56)
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ist. Die Kontinuititsgleichung ist fiir die Giiltigkeit von (2.53) un-
abdingbar. Sie garantiert den universellen Erhaltungssatz fiir die
elektrische Ladung, auf den wir schon weiter oben hingewiesen
haben.

2.2.5 Eichinvarianz und Potentiale

Wie in Abschn. 1.5.3 skizziert, lassen sich das skalare Potential @(z, x)
und das Vektorpotential A(z, x) in der Definition

A@) = (D, x), At )" (2.57)

zusammenfassen. Stellt man das elektrische Feld und das Induktionsfeld
durch Potentiale dar, so ist das gleichbedeutend mit folgender Darstel-
lung des Feldstirketensors:

FM'(x) = 0" A" (x) — 3" A (x) . (2.58)

Auch dies ist leicht nachzupriifen: Fiir v =0 ist
FO) = E'(t,x) = 3 A°(t, x) — 3° A" (1, x)

1 .
=—0;P(t,x) — —0,A'(t, x)
C

in Ubereinstimmung mit (1.55b). Nimmt man eine Raum-Raum-Kompo-
nente, z.B. 4w =3 und v =2, so ist

F32 =B'(t,x) = 3 A%(t,x) — 7 A3 (1, x)
= —9A%(6, 1)+ 02431, x) = (V x A1, X))

Die Komponenten B2(t,x) und B3(z, x) erhilt man in analoger Weise
und erhilt auch hier Ubereinstimmung mit der nichtkovarianten Darstel-
lung (1.55a).

Eichtransformationen der Potentiale sind per Definition solche orts-
und zeitabhiingigen Transformationen, die die beobachtbaren Felder
nicht dndern. Aufgeldst nach skalarem und nach Vektorpotential haben
sie die etwas uniibersichtliche Form (1.57a) und (1.57b). In der Lorentz-
kovarianten Formulierung lauten sie

A*(x) — ATH(x) = A*(x) — * x(x) . (2.59)

Die kovariante Ableitung hingt mit der Zeitableitung und dem Gradien-
ten im R3 iiber

v (125
c ot

zusammen und man sieht sofort, dass (2.59) mit den Gleichungen (1.57a)
und (1.57b) identisch ist. Da x(x) eine glatte Funktion ist, sind ihre zwei-
ten gemischten Ableitungen 9,9, x(x) und 9,9, x(x) gleich. Diese heben

125



126

Symmetrien und Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen

sich in der Differenz auf der rechten Seite der Definition (2.58) heraus,
das Tensorfeld F*¥(x) bleibt invariant. Aus demselben Grund sind die
homogenen Gleichungen (2.49a) mit der Definition (2.58) automatisch er-
fiillt. Man hat also die Wahl: Entweder man verwendet auschlieBlich die
Observablen, d.h. die Felder E und B und verlangt die homogenen Glei-
chungen (2.49a), oder man driickt den Feldstirkentensor durch Potentiale
AH(x) aus. Die homogenen Gleichungen sind dann redundant. Die inho-
mogenen Gleichungen werden im Vakuum zu

OAY(x) — 3”(8MAM(X)) = 477Tj”(x) . (2.60)

Hier steht, wie nicht anders zu erwarten, im ersten Term der linken Seite
der Differentialoperator 0 = 3,3 = (1/¢*)d? — A, der fiir die Wellen-
gleichung charakteristisch ist. Der zweite Term der linken Seite ist von
der Wahl der Eichung abhingig; die rechte Seite ist der Quellterm. Ver-
wendet man beispielsweise die Lorenz-Eichung (2.61), dann ist (2.60)
genau die inhomogene Wellengleichung.

Bemerkungen

1. Die Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen ist, wie wir eben
festgestellt haben, nur garantiert, wenn F*V(x) ein kontravarianter
Tensor zweiter Stufe und j*(x) ein kontravarianter Vektor beziig-
lich Lorentz-Transformationen ist. Das Viererpotential A*(x) kann
ein Lorentz-Vektor sein. Es ist hier aber auch jederzeit moglich, die
manifeste Lorentz-Kovarianz zu verbergen, ohne die Kovarianz der
Maxwell-Theorie und ihren physikalischen Inhalt zu @ndern. Bei-
spielsweise kann man statt der Lorentz-invarianten Bedingung

A" (x)=0 (2.61)

(das ist die Lorenz-Bedingung (1.58)) Klassen von nichtkovarian-
ten Eichungen wihlen. Man kann z. B. die Coulomb-Eichung (1.63)
verlangen und damit eine spezielle Klasse von Bezugssystemen aus-
zeichnen. Die Lorentz-Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen ist
dann nicht mehr manifest sichtbar, geht aber dennoch nicht verlo-
ren. Man hat die Freiheit in der Wahl der Eichung ausgenutzt, um
andere Eigenschaften der Theorie hervortreten zu lassen (im Falle
der Coulomb-Eichung z.B. die Transversalitit elektromagnetischer
Wellen), hat die Kovarianz dabei versteckt. Da alle physikalischen
Aussagen der Theorie von Eichtransformationen nicht tangiert wer-
den, ist die Theorie in jeder Formulierung physikalisch dieselbe,
auch wenn sie in ganz unterschiedlichen Gestalten auftritt.

2. Wie wir in einem spiteren Abschnitt lernen werden, bedeutet die
Eichfreiheit (2.59) in Wirklichkeit Invarianz der Maxwell-Theorie
unter der Gruppe der lokalen U(1)-Transformationen,

U(l) :
{ ge F(RY, glatte Funktion | g(x) = ™ o (x) glatt, reell} .
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Mit dem Ausdruck lokal ist hier gemeint, dass jedem Punkt x € R*
der Raumzeit eine Kopie der Gruppe

U(l) = {geC|lgl*=1, d.h. g=e* ae[0,27]}

angeheftet ist. Diese Eichgruppe (die eine Abel’sche Gruppe ist)
wirkt auf die Potentiale A#* gemil3

AT (x) = AM(x) —ig(n)at g () (2.62)

sie wirkt aber auch auf die Quellterme der Maxwell-Gleichungen.
Gleichung (2.62) ist ein Spezialfall einer Transformationsformel fiir
allgemeinere, nicht-Abel’sche Gruppen, die wir in Kapitel 5 herlei-
ten. Hier bestitigen wir einstweilen, dass (2.62) mit «(x) = x(x) die
Formel (2.59) reproduziert.

. Wenn alle Ladungs- und Stromdichten ganz im Endlichen liegen,
dann folgt aus der Kontinuititsgleichung (2.56), dass die Zeit-
ableitung des Integrals der Ladungsdichte iiber den ganzen Raum
verschwindet,

aof// d>x jo(x)=/// d>x 390, x)
=—///d3xaiji(t,x)=0.

Hierbei ist ausgenutzt, dass das Raumintegral mit Hilfe des Gaul3’-
schen Satzes (1.6) in ein Oberflachenintegral iiber eine unendlich
entfernte Fliache verwandelt werden kann, auf der die Stromdichte
nach Voraussetzung verschwindet. Die gesamte, im Raum vorhan-
dene Ladung

0 := f / / &x 0>, x) (2.63)

ist erhalten. Dies ist zwar ein schones und wichtiges Ergebnis, es
scheint aber wieder eine bestimmte Klasse von Lorentz-Systemen
auszuzeichnen, bei denen festliegt, was Raum ist und was Zeit. Den-
noch ist der Erhaltungssatz (2.63) der elektrischen Ladung Lorentz-
invariant. Das kann man sich wie folgt klarmachen:

Sei Xy die Hyperfliche x” = const. im Minkowski-Raum>. Man
sagt, diese Fliche ist raumartig und meint damit, dass je zwei
Punkte auf Xy zueinander raumartig liegen, an jedem Punkt x € Xy
die (in positiver Zeitrichtung orientierte) Flachennormale n(x) daher
zeitartig liegt. Speziell fiir Xy ist n(x) = (1, O)T fiir alle x. Generell
gilt fiir jede raumartige Hyperfliche n?(x) = ny, (x)n*(x) = 1. Die
Eigenschaft einer Hyperflache, raumartig zu sein, ist invariant unter
allen A Ll. Die Aussage, dass der Normalenvektor n zeitartig sei,
bleibt fiir alle Inertialbeobachter richtig, die sich um eigentliche, or-
thochrone Lorentz-Transformationen voneinander unterscheiden.

5 Jede glatte, endlichdimensionale Fli-
che, die in eine groflere Mannigfaltig-
keit eingebettet ist, nennt man Hyperfli-
che.
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¥, (x*=const.)

Abb. 2.2. Die dreidimensionale Hyper-
fliche x = const. wird lokal und stetig
in die ebenfalls raumartige Hyperfliche
Y deformiert derart, dass X — X ein
endliches Volumen umschlief3t

Es ist nicht schwer zu erraten, dass die vierdimensionale Version des
Gaul3’schen Satzes (1.6) etwa so aussehen muss

/ / / / d*x 9" F(x) = / / / dot F(x) . (2.64)
Vv

A(V)

In dieser Formel ist A(V) eine stiickweise glatte, geschlossene
Hyperfliche im Minkowski-Raum, V das von ihr eingeschlossene
(vierdimensionale) Volumen, und F*(x) ein glattes Vektorfeld. Die
Integration auf der rechten Seite enthidlt do* = n*(x)do, wo n*(x)
die nach auflen gerichtete Flichennormale, do das Fliachenelement
auf A(V) ist.

Die Gesamtladung (2.63) ist nichts Anderes als das Integral der
Stromdichte j(x) iiber die raumartige Hyperfliche X,

0= / f / dBx O = f / / dot j, (%), (2.63a)
2o

(do* =ntdo, n* =(1,0,0,0)", do=d’x).

Betrachtet man eine andere, raumartige glatte Hyperflaiche X, die
sich nur im Endlichen von X unterscheidet, etwa so wie in Abb. 2.2
skizziert, dann ist die Differenz X — Xy =: A(V) eine stiickweise
glatte, geschlossene Hyperfliche, die ein endliches Volumen V um-
schlieft. Auf A(V) und V kann man den Gauf3’schen Satz in der
Form (2.64) anwenden. Tut man dies, so sieht man, dass

0'= [[[ w0iver wa 0= [[[ doiuco
b)) 2o

sich nur um das Integral von 0*j,(x) iiber das Volumen V un-
terscheiden. Diese Differenz ist genau dann gleich Null, wenn die
Stromdichte j*(x) erhalten ist. Genau dann ist die Ladung (2.63a)
unabhingig von der Wahl der raumartigen Hyperfliche X'. Deshalb
ist die Definition (2.63) — trotz ihrer scheinbaren Abhingigkeit von
der Aufteilung in Zeit und Raum — Lorentz-invariant.

2.3 Felder einer gleichformig bewegten Punktladung

Eine Spezielle Lorentz-Transformation ,,wirbelt™ elektrische Felder und
Induktionsfelder ,,durcheinander”. Wihrend das Tensorfeld F*¥(x) ein
iiberschaubares Transformationsverhalten unter L(v) € Li zeigt, gilt
dies nicht fiir die Felder E und B. Um diesen Sachverhalt zu erldutern
und physikalisch transparent zu machen, betrachten wir das Beispiel
eines Teilchens der elektrischen Ladung ¢, das sich relativ zu einem In-
ertialsystem K (im Folgenden Laborsystem genannt) mit der konstanten
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>
>

Geschwindigkeit v bewegt und berechnen die Felder E(z, x) und B(¢, x),
wie sie der Beobachter misst, der im vorgegebenen Inertialsystem eine
feste Position im Raum einnimmt.

Das Ruhesystem des Teilchens sei mit K’ bezeichnet. Es sei so
eingerichtet, dass es zum Zeitpunkt t =¢' = 0 mit dem Laborsystem
zusammen fillt. Beziiglich K ruht der Beobachter B und hat die rdumli-
chen Koordinaten (0, b, 0); das Teilchen befindet sich im Ursprung von
K’ und bewegt sich — vom Laborsystem aus gesehen — mit der konstan-
ten Geschwindigkeit v = vé;, somit entlang der 1-Achse von K, wie in
Abb. 2.3 skizziert. Mit B =v/c und y = 1/4/1— B2 gilt fiir die Koordi-
naten von B

xlozy(xo_ﬁxl)’ xl2:x2’
K=yt = g%, X3=x3.
Setzt man hier die Koordinaten x> =5 und x! =0 = x> ein, so gilt

B: (Ct, 0,0, O)|(bez. K) ’

B: (C[/ = Ccyt, x/l = -t = —Utl’ x/2 =b, x/3 = O)

(bez. K') )

Die Spezielle Lorentz-Transformation, die K mit K’ verbindet, und die
Transformationsformel, die den Feldstiarketensor vom einen zum ande-
ren System trigt, lauten

y —yBO0O
o= P10
0 0 01

F/O"L'(x/) — AO'MATU F/LU(A—]x/) .

Abb.2.3. Ein Beobachter moge relativ
zum Inertialsystem K an der Stelle (x!
=0, x2=b,x3 = 0) ruhen. Er sieht ein
geladenes Teilchen mit konstanter Ge-
schwindigkeit vorbeifliegen, das zur Ko-
ordinatenzeit +=1¢ =0 durch den Ur-
sprung von K fliegt
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Wie wir gleich sehen werden geniigt es, allein die Zeit-Raum-Kompo-
nenten zu berechnen. Diese sind, mit o = 0, der Reihe nach,

. 01 1 0 1
T=1: FP =—E" =A" A" FW
= A% A FO' 4 A0 AL F1O
=) (-EY+(B*E' =-E',
T=2: F'%=—F?%=A% A> F™

_ A00A22F02 + A% A2 F12
=Y (—E)+(—yB)(—B’),
T=3: F'%=—F7% =A% A3 F™
— AOOA33FO3+A01A33F13
= Y(—E%)—yBB*.
Hierbei ist ausgenutzt, dass
AL,=0=AY, A} =0=4%, A} =0=43%.

Zusammengefasst ergeben sich somit die Formeln

E''=E', (2.65a)
E'?=y(E*-BB?), (2.65b)
E’*=y(E*+BB?). (2.65¢)

Das Transformationsverhalten der B-Felder kann man mit Hilfe eines
kleinen Tricks ohne weitere Rechnung aus den Formeln (2.65a)—(2.65c)
ableiten. Das Tensorfeld xF*", Gleichung (2.54c¢), transformiert sich ge-
nauso wie wie das Tensorfeld F"V, gleichzeitig entsteht es aus diesem
durch die Ersetzung (2.55). Somit folgt

B''=B', (2.65d)
B'?=y(B*+BE%), (2.65¢)
B’ =y(B’-BE?). (2.65f)

Es ist auch nicht schwer diese Formeln auf eine beliebige Richtung
der Geschwindigkeit v zu verallgemeinern: man sieht ja am Ergeb-
nis (2.65a)—(2.65f), dass die Komponenten, die zu v parallel sind,
ungeindert bleiben und dass in den Komponenten senkrecht zu v das
Kreuzprodukt aus der Geschwindigkeit und des jeweils anderen Feldes
auftritt. Es gilt

Ei‘ =E|, B|/| =B, (2.66a)

1
l:y(EJ_—l-—va) (2.66b)
c

1
Bj_:y(BL—EvXE> ) (2.66¢)
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Kehrt man zum konkreten Beispiel v = vé; zuriick, so ist in Abb.2.3
b%+ (vt')2. In seinem Ruhesystem K’ erzeugt das Teilchen das
kugelsymmetrische elektrische Feld

q .,

E=r/—3r .

und es ist kein Induktionsfeld vorhanden. Am Ort des Beobachters ist
speziell

q (vt)
2y
B/lz():B/2=B/3

gl = E/zziﬁ’ E’3=O,
r/2r/

Da im Ruhesystem B’ = 0 ist, folgt aus (2.65¢) bzw. (2.65f) B?>=—BE3
und B3 = BE2. Setzt man dies in (2.65c) bzw. (2.65b) ein, so folgt
E'?> = E?/y bzw. E'3 = E3/y. Damit rechnet man die Felder im La-
borsystem K aus: Am Ort von B und mit der vorgegebenen Bewegung
des Teilchens sind

1_ vyt
El=—g——" s (2.67a)
(b2 + (vy)?)
b
B =yE?=g—1" (2.67b)
(0% + (vy1)?)

14 3V . Voo

B, =~vxE, dh B =-yE“=-E°, (2.67¢)
C C C

sowie natiirlich E*> = E’3> = 0. Um dieses Ergebnis anschaulich zu ma-
chen ist es sinnvoll, die dimensionslose Variable

ct

ui=—

b
einzufiihren und die Felder in Einheiten von ¢/b* auszudriicken. Die
Gleichung (2.67a) bzw. (2.67b) werden dann mit vt/b = fu und mit
B2y =y*—1mzu

E! Vyi—1lu
fl(u) = 2 == 3/2 )
@/b9) (14 (2= Du?)
’ %
fo(u) ==

@b (1+ (2 —1u2)*?

Teil a) der Abb.2.4 zeigt die Funktion f; als Funktion von u, d.h. als
Funktion der Koordinatenzeit ¢. Diese Funktion ist ungerade, ihr Ma-
ximum und ihr Minimum liegen bei umax/min = F1/ (\/2()/2 — 1)) und
sie hat an beiden Stellen den Absolutwert 2/ (3+4/3). Teil b) zeigt die

Funktion f>(u). Diese hat ihr Maximum bei # = 0. Thr Wert zur Zeit
Null ist f>(0) = y, die Breite dieser Kurve, d.h. der Abstand zwischen

0.4+

-3

fi(u) v=1.1
0.2+
=5
1 2 0 3
5
fz(u)
4
v=5
3 2 1 0 1 2 3u

b

Abb.2.4. (a) Die Komponente E I des
elektrischen Feldes in Richtung von v,
(b) die Komponente E? senkrecht zu v,
als Funktion der Zeit und fiir zwei

Werte von y
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=24

Abb. 2.5. Das elektrische Feld am Ort
B, dividiert durch E©, zu einer festen
Zeit und als Funktion von ¢. Die Ab-
szisse ist die Flugrichtung

den beiden Punkten, an denen sie auf die Hilfte ihres Wertes bei u =0
abgesunken ist, ist

B 24/4173 —1 1,533

V-1 -1
Je hoher der Wert von y, umso ausgeprigter und umso schmaler ist der
,,Puls®, den der Beobachter in der 2-Richtung sieht. Was in der Flug-
richtung geschieht, hat mit der Lorentz-Kontraktion zu tun. Man sieht
dies deutlich, wenn man das elektrische Feld am Ort des Beobachters B

und im Laborsystem zu einem beliebigen, aber festen Zeitpunkt berech-
net. Aus der Geometrie der Abb.2.5 liest man ab, dass

E! ot

EZ b’
d.h. E hat dieselbe Richtung wie der Ortsvektor r. Im Nenner der Aus-
driicke (2.67a) und (2.67b) berechnet man

D+ (uyn)? = 2 (b2 + (vt)2> 1 (1 — y2)
1—y20?
= y?r? |:1+ 2]/ —2} =92 (1—,32 sin2g0> .
yeor
Zur festen Zeit ¢ ist das elektrische Feld am Ort B daher
qr

r3y?(1— B sin? (p)3/2
An diesem Ergebnis kann man den Kontraktionseffekt ablesen: Ist
E© = gr/r3 das Feld des ruhenden Teilchens, dann ist

Au

E(tfest, 1) = (2.68)

fiir o = £ : E(tresi,r) = yEO (tgest. )
2 b b b
o . )
fir p=0und 7 : E(ttest, r) = — E™ (fgest, T) -
y

In der Flugrichtung des Teilchens (¢ =0 oder ) erscheint das ur-
spriinglich kugelsymmetrische Feld gegeniiber der Richtung ¢ = +m/2
senkrecht dazu kontrahiert.

2.4 Lorentz-invariante dufRere Formen
und die Maxwell’schen Gleichungen

In Abschn.2.1.2 haben wir gelernt, dass den Feldern der Maxwell’-
schen Gleichungen bei fester Aufteilung der Raumzeit in Zeitachse und
Raum R3 sowie ihren Potentialen einfache #uBere Formen zugeordnet
werden konnen, die es gestatten die Maxwell’schen Gleichungen knapp
und transparent zu formulieren. Ausgestattet mit dieser Erfahrung liegt
es nahe die Observablen und die Potentiale der Maxwell-Theorie — in
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ihrer kovarianten Form — als geometrische Objekte auf dem Minkoski-
Raum R* zu interpretieren. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass der
Feldstiarkentensor, die Lorentz-Kraft, die Potentiale und die duBeren
Quellen auch und in der Tat noch einfacher als iiber dem R3 als du-
Bere Formen geschrieben werden konnen, die einfache und natiirliche
Gleichungen erfiillen. Zugleich zeigen wir, dass die scheinbare Unsym-
metrie zwischen beispielsweise dem elektrischen Feld, das iiber dem R3
eine Einsform war, und dem Induktionsfeld, das dort eine Zweiform ist,
aufgehoben wird. Nicht zuletzt legen wir den Grundstein fiir die Ver-
allgemeinerung auf nicht-Abel’sche Eichtheorien, die Gegenstand des
Kapitels 5 sind.

2.4.1 Feldstirkentensor und Lorentz-Kraft

Das Tensorfeld F*¥(x), das in jedem Inertialsystem gemif} (2.46) in die
dort messbaren E- und B-Felder zerlegt wird, ist iiber dem Minkowski-
Raum (R4, g = diag(1, —1, —1, —1)) definiert. Bezeichnen dx* die
Basis-Einsformen tiber diesem Raum, so sei

wF =Y Fu(x) de'* A dx” . (2.69)

n<v

Die Summen iiber ¢ und v sind wegen der Bedingung © < v aus-
geschrieben. (Natiirlich kénnte man auch hier die Summenkonvention
verwenden, miisste dann aber einen Vorfaktor 1/2 dazu schreiben.)
In (2.69) ist das kovariante Tensorfeld

F;w(x) = guaFJr(x)gw
eingesetzt (hier mit Summenkonvention!). Die Basis-Einsformen
dx® =cdr, dx', dx?, dx®

laufen wie die Koordinaten von 0 bis 3 und beziehen sich auf das ausge-
wihlte Bezugssystem. Die Notation der dufleren Form ist dadurch etwas
vereinfacht, dass der Grad der Form hier nicht iiber dem Symbol er-
scheint, man sieht der Definition (2.69) jedoch sofort an, dass es sich
um eine Zweiform handelt.

Eine wichtige Beobachtung kann man schon an dieser Stelle ma-
chen: Im Gegensatz zur Darstellung als F*", die ja eine Koordinaten-
darstellung ist und somit auf ein gegebenes Bezugssystem rekurriert,
ist die Definition der Zweiform wp Lorentz-invariant. Bleibt man aber
fiir einen Moment im Bezugssystem, in dem unter Beriicksichtigung der
durch die beiden Faktoren g induzierten Vorzeichen®

0 +E| +E; +E3
—E; 0 —B3 +B»
—E> +B3 0 —B
—FE3 —B, +B; 0

Fuv(x) = (2.69a)

6 Man beachte, dass iiber 3, dem Eu-
klidischen Raum, E; = E’ und By = B¥
gesetzt werden diirfen. Uber dem 3
konnen kovariante und kontravariante
Indizes identifiziert werden und miissen
daher nicht unterschieden werden.
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ist, dann folgt
wr = A A Eyde! + E2de? + B3 i

- [B3dx1 A dx? 4 Bydx? A dx® + Brdx3 A dxl]
1 2

=d’Awg— o, (2.70)
wo die in (2.26a) und (2.26b) definierten Formen auftreten. Diese kleine
Rechnung erklidrt ohne Weiteres, warum dem E-Feld eine Einsform,
dem B-Feld eine Zweiform auf dem R? zugeordnet werden. Uber dem
Minkowski-Raum werden den beiden Sorten von Feldern Zweiformen
zugeordnet. Es ist also sinnvoll die Definitionen (2.26a) und (2.26b)
durch die folgenden zu ersetzen:

Il
S

3
£ :=ZE,-(t, x) dxO A dx’ | (2.71a)

i=1

2 1 .
wp= ®pi=> > eyBi(t x) dxl A dxt (2.71b)
i jk
Wir werden im Folgenden von beiden Schreibweisen, von (2.69)
aber auch von (2.71a) und (2.71b), Gebrauch machen.
Als Zweiform ist wp auf bis zu zwei Vektorfelder anwendbar. So ist
mit

WE =

u=u“d, und v= vﬁaﬂ
wr(u,v) = Z F,w(v"u” —u“v”) =2 Z Fou’vt

n<v U<V

1
= 25 MXU: FH'UMUUM .

Wendet man wr dagegen auf nur ein Vektorfeld an, so entsteht eine
Einsform

wr(u, 8) = Z Fou”dx™ .
w,v
Multipliziert man dies mit g/c, so entsteht die Lorentz-Kraft (2.47), der
offenbar die Einsform

3 3
o=y Ky de, mit K, =213 Fuu’ (272
zuzuordnen ist.

Es ist jetzt nicht schwer die Maxwell’schen Gleichungen in manifest
kovarianter Form mit Hilfe der Zweiform (2.69) und ihrer Hodge-
Dualen zu notieren. Die Hodge’sche Sternoperation im Minkowski-
Raum ist wegen der charakteristischen Vorzeichen in der Metrik etwas
subtiler zu handhaben als in einem Euklidischen Raum, fiir den die De-
finition (2.16) zustédndig ist. Wir geben die Dualen der Basis-Formen im
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Minkowski-Raum an:

1

* dxt = o g €pvor dxV A dx® A dxT | (2.73a)
1

*(dxt A dxV) = 5 g 8% 000 dx7 A dx", (2.73b)

*(dx? A dxV A dx?) = g“kg"ggm’slgr,, dx®, (2.73¢)

*(dx? A dx! A dx? A dx?) = detg=—1. (2.73d)

Bemerkung

In diesen Formeln ist 4,5 das aus (2.50) bekannte, vollstindig anti-
symmetrische Levi-Civita Symbol in vier Dimensionen, mit der Kon-
vention go123 = +1. Die (inverse) Metrik, die in den Formeln (2.73a)—
(2.73d) auftritt, gibt Anlass zu Vorzeichen, da zwar gOO = +1, aber
g"" = —1 ist. Damit wird auch die Beziehung (2.18) zwischen dem
Doppelt-Dualen **® und dem Original w, die fiir Euklidische Rdume

gilt, abgeiindert. Sie lautet hier
xek = (—)KOOFL g (2.74)

wo 1 von der Signatur des semi-Euklidischen Raums R (mit p
Raumkoordinaten und ¢ Zeitkoordinaten) stammt, mit p+¢ =n und
mit der Metrik g= (1, 1,... (¢g-mal), =1, —1, ... (p-mal)). Die Signa-
tur ist die Kodimension des groften Unterraums, auf dem die Metrik
definit ist. Im Fall des Minkowski-Raums R(!-3 ist g = diag(1, —1,
—1, —1). Auf den Raumanteil eingeschrinkt ist g| 3 negativ definit und
somit ist s =4 -3 =1.

Hier sind einige Beispiele: Die Formel (2.73d) kann man alternativ
auch so schreiben

*(dx“ Adx” A dx? A dx’) = g“o‘g”ﬂgoygr‘ssaﬂyg ,
und natiirlich gilt auch fiir das Duale der 1
*| = %swﬁ dx* A dx¥ A dx? AdxT.
Aus (2.73b) folgt
*dx? A dx! = g% M egi03 dx? A dxd = —dx® A dx®,
*dx? A dx? = g% g3 e0301 XA dx! = +dx® A dx!,  und somit
ox ¥ A dxl = —dx® A dx!,
in Ubereinstimmung mit (2.74), da k=2 und s =1 ist. Mit der For-
mel (2.73a)

xdx? = %0103 dx! A dx? A dx® = dx! A dx? A di?
wdx! = gMejgoz dx® A dx? A dx® = —g1023 dx® A dx? A di?
= dx" A dx® A dx?,
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*dx? = g?er013 A’ A dx! Adx® = —dx® A dx! A di?
=+dx®AdxPAdx!,
xdx’ = g3383012 dx A dx! A dx? = dxO A dx! A dx? .
(An den letzten drei Formeln sieht man die zyklische Symmetrie in
den Raumindizes.) Vergleicht man mit der Formel (2.73c), so sieht
man, dass Basis-Dreiformen und Basis-Einsformen unter der zweifa-

chen Sternoperation ihr Vorzeichen nicht wechseln, in Ubereinstimmung
mit (2.74) firn =4 und s =1, k=1 bzw. k =3.

Die Sternoperation auf wp, Gleichung (2.69), angewandt, gibt mit
den eben aufgestellten Regeln (2.73b)

xop = — Ejdx® A dx® — Eydx® A dx! — Ezdx! A dx?

—Bydx® A dx! — Bpdx® A dx? — B3dx® A dx® .
Dies ist die Zweiform (2.70), in der

E— —-B, B+—E
ersetzt wurden. Vergleicht man dies mit (2.55), dann ist klar, dass
,,dual“ gleich ,,dual* ist, d. h. dass

*WF = OF) - (2.75)
Die Zweiform (2.69), mit «F gebildet, ist dasselbe wie das Hodge-
Duale von wp, Gleichung (2.69).

Dieselbe Konstruktion lésst sich natiirlich auch fiir F#V(x), das Ten-
sorfeld der D- und H-Felder, Gleichung (2.52a), durchfiihren. Analog
zu (2.69) definiert man

wF =Y Fuu(x) d A dx” (2.76)

n<v

Beide Zweiformen, wr und w#, kommen in den mit dufleren Formen
formulierten Maxwell’schen Gleichungen vor, denen wir uns jetzt zu-
wenden.

2.4.2 Differentialgleichungen fiir die Zweiformen wr und g

Die homogenen Maxwell-Gleichungen (2.49) bzw. (2.49a) sind in der
Sprache der duBeren Formen besonders einfach. Sie besagen nichts An-
deres als dass wp geschlossen ist,

dor = 0. (2.77)

Man bestitigt dies durch Anwendung der Formel (2.15¢) fiir die duSere
Ableitung:
dwp = (k0 < v) 3 Fup(x) dx* A dxt A dx”

1
=3 0. F 0 (x) dx* A dxt A dxV .
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Die drei Indizes A, « und v miissen alle verschieden sein. Da die Basis-
Dreiformen linear unabhiingig sind, muss der Koeffizient

8AF;Lv+aquA +avFAM s

der die Basisform dx* A dx* A dx" multipliziert, gleich Null sein. Dies
ist die Aussage der Gleichung (2.49). Alternativ hierzu kann man mit
Hilfe von (2.73c) das Duale von dwp berechnen:

1
*dor = > 3" F7t (x)&vor dxt

Da der Koeffizient jeder einzelnen Basis-Einsform dx* verschwinden
muss, gibt dies die homogenen Gleichungen in der Form (2.49a).

Um die inhomogenen Gleichungen (2.53) zu beschreiben, bildet man
zundchst die duBere Ableitung der dualisierten Form *xwg,

1
d(*a)gr) =1 8a}'Mv(x)gMg”Q8;LQ,gy dx® A dxP A dx?

1
=3 dF 2 (x)er0py dx® A dxP A dx? .

Schon hier sieht man, dass «, § und y in der Basis-Dreiform verschie-
den sein miissen. Da andererseits 8 und y im ¢-Symbol auch von A und
von o verschieden sein miissen, muss entweder A = @ oder o = « sein.
Noch klarer wird dies aber, wenn man das zuletzt erhaltene Ergebnis
noch einmal der Sternoperation unterwirft. Verwendet man den Tensor

&P = gaﬂgﬂvgwg&%um
und die Formel (2.73d), so ist
1
*droy = do F 2 (x)e30p, %P7 g5y dx .

Hier muss wieder jeder Koeffizient der Einsformen dx” fiir sich gleich
Null sein. Zuvor ldsst sich aber die Summe iiber 8 und iiber y mittels
folgender Formel ausfiihren

Eropy %P1 = £8P = —2 {agag - agai} . 2.78)
Setzt man dies ein, so bleibt vier Mal derselbe Beitrag stehen,
*drxwg = —8,\?)‘9(x)ggn dx",

oder, wenn man den Operator § = — x d x, Gleichung (2.19a) mit n =4,
k = 2, einfiihrt,

Swg = 3. F(x)goy dx" .

137



138

Symmetrien und Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen

Vergleicht man die Dreiform (2.28a) der Ladungsdichte und die Zwei-
form (2.28b) der Stromdichte, so liegt die Vermutung nahe, dass in der
kovarianten Formulierung jetzt beide als Dreiformen auftreten, d. h.

wj = % Epapy " (X) dx® A dxP A dx? (2.79)
Nimmt man hiervon das Duale und verwendet die Formel

Eapy €PN = —e4p,, PN = 315),
SO ist

*xwj= jH(xX)guy dx" . (2.79a)

Daraus und aus dem Vergleich der Koeffizienten von dx7 sieht man,
dass die inhomogenen Maxwell-Gleichungen (2.53) in dufleren Formen-
die Gestalt annehmen

4
o = — vy . (2.80)
@

Bemerkungen

1. Wenn man die Elektrodynamik ausschlieflich in der geometrischen
Sprache mit duBleren Formen formuliert, dann schreibt man einfach
F statt wp, F anstelle von w# usw. Dann ist also

1
F =2 Fun() de' o da”

Die Kovarianz der Maxwell’schen Gleichungen ist in der Gestalt der
Gleichungen (2.77) und (2.80) offensichtlich, weil beide koordina-
tenfrei geschrieben sind, somit in allen Inertialsystemen gelten.

2. Die homogenen Gleichungen, die in (2.77) zusammengefasst sind,
machen noch keinen Gebrauch von der Metrik auf dem Minkowski-
Raum. Erst in den inhomogenen Gleichungen, die in (2.80) schlum-
mern, tritt die Hodge’sche Sternabbildung auf, fiir deren Definition
eine Metrik gegeben sein muss. Hehl und Obukhov gehen in ihrer
axiomatischen Darstellung der Elektrodynamik daher zunidchst von
topologischen Mannigfaltigkeiten aus, ohne von Anfang an die Exis-
tenz einer Metrik zu fordern.

3. Natiirlich gibt auch § zwei Mal hintereinander ausgefiihrt Null, §o
8 = xd*ox dx = 0. Wendet man daher § auf die inhomogenen Glei-
chungen (2.80) an, so folgt

8(*a)j):0 bzw. 9,j"(x)=0. (2.81)

Wir finden die schon bekannte Aussage wieder, dass die Stromer-
haltung aus den inhomogenen Maxwell-Gleichungen folgt (und um-
gekehrt), oder, anders ausgedriickt, dass nur ein erhaltener Strom
Quelle der Maxwell’schen Gleichungen sein kann.
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2.4.3 Potentiale und Eichtransformationen

Auch das Vierer-Potential (2.57) ldsst sich als dufiere Form darstellen,
indem man mit A,(x) = g, A*(x) die folgende Einsform

wy = A,(x) dx” (2.82)
bildet. Nimmt man die duflere Ableitung hiervon, so ist
dws = dA,(x) A dx" =9,A,(x) dx* A dx”
= 3 (A0 = A, (0) de A dx”
pw<v

Der Vergleich mit der Definition (2.69) zeigt, dass wp die dullere Ab-
leitung von wy ist,

or = dwy . (2.83)

Wir finden hier eine schon bekannte Aussage, dieses Mal aber in sehr
einfacher Form wieder: Wenn man Potentiale verwendet, so sind die
homogenen Maxwell-Gleichungen trivial erfiillt. In der Tat gilt mit der
Eigenschaft (2.15d) der dufleren Ableitung

a)dea)A:>da)F:d2wA=O.

Auch die Eichtransformationen (2.59) passen gut in die Sprache der
duBeren Formen. Es sei A(x) eine glatte Funktion auf dem Minkowski-
Raum. Ihr totales Differential dA ist eine Einsform, die man zu wy
addieren kann, ohne die Maxwell-Gleichung (2.77) zu dndern:

WA > wp =ws+ dA = wp = doy = dog + d2A

=dwg =wp.
Die exakte Form dA ist geschlossen. Die Eichfreiheit fiir das Potential
A, (x) bedeutet, dass die Einsform w nur modulo einer beliebigen ex-
akten Form bestimmt ist. (Verglichen mit (2.59) ist hier A(x) bis auf
das Vorzeichen dieselbe Funktion wie yx(x) dort.)

Die Wirkung des Laplace-de-Rham-Operators (2.19b) auf eine Eins-
form der Art (2.82) wird mit Hilfe der Relationen (2.73a)—(2.73d) wie
folgt berechnet:

ApLar(Audx*) =dod (A, dx")+80d (A, dxH)

=—(dxdx+xdxd)(A,dx"),

wovon der erste Term auf der rechten Seite mit (2.73a) und (2.73d) auf

1
—gaQaAA,LgWsams““ dx@

fiihrt. Die Kontraktion der beiden e-Symbole berechnet man aus (2.78),
Savarg)hvar _ Svgmsvar)» — —2(8533} _ 555?)5;

= 24— 18t =-318%,
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Tab. 2.2. Verhalten der elektromagneti-
schen duBeren Formen im Kkovarianten
Formalismus unter drei diskreten Trans-

formationen

WE
(:}
WF
wF
WA

| +++++ H

C

=
=
a

+4+++++

so dass der erste Term
9p0; A* (x) dx?@

ergibt. Im zweiten Term bendtigt man die Formeln (2.73b) und (2.73c)
und muss

1 s _
_53778AAMgMgMMgJ7V€X,1a,38Wﬁy dx?

berechnen. Die Kontraktion der beiden e-Symbole steht in (2.78), der
zweite Term gibt insgesamt zwei Beitrége,

99, A, dxt — 99, A, dx™
Nimmt man die Summe beider Terme, so folgt
ALgrA, (x)dx? = 8A8,\Aﬂ(x) dx* = (DAM(x)) dx* | (2.84)

worin O = 8(2) — A ist, mit A dem gewohnten Laplace(-Beltrami) Ope-
rator im R3.

Aus dieser Rechnung und aus der inhomogenen Gleichung (2.80)
folgt die Bewegungsgleichung fiir w4:

5a)F=(Soda)A=ALdRa)A—d05wA=—*a)j .
C

Setzt man hier die Entwicklungen (2.82) bzw. (2.79a) der Einsformen
w4 und *w; nach Basis-Einsformen ein und vergleicht die Koeffizienten
von dx*, so entsteht die Differentialgleichung

OA,(x) — BV(B“AM(x)) = 4Tnjv(x) . (2.85)

Den Index v zieht man in allen drei Termen mittels der inversen Metrik
nach oben und findet die Gleichung (2.60) wieder.

2.4.4 Verhalten unter den diskreten Transformationen

Hier wollen wir das Verhalten der fiir die Maxwell’schen Gleichun-
gen relevanten dufleren Formen — jetzt iiber dem vierdimensionalen
Minkowski-Raum! — unter der Raumspiegelung I, der Zeitumkehr T
und der Ladungskonjugation C untersuchen. Vergleicht man wpg, Glei-
chung (2.71a), mit wg, Gleichung (2.26a), so sieht man sofort, dass
diese beiden Formen sich in ihrem Transformationsverhalten unter der
Zeitumkehr unterscheiden. Die Zweiform wp, Gleichung (2.71b), da-
gegen unterscheidet sich nicht von der Zweiform (2.26b) iiber dem
Raum R3. Das Transformationsverhalten von wg und von wg unter I,
T und C ist jetzt dasselbe. Dies gilt auch fiir die Zweiform wp, Glei-
chung (2.69), und natiirlich auch fiir wg, Gleichung (2.76). Diese
Feststellungen sind in den ersten vier Zeilen der Tabelle 2.2 eingetragen.

Betrachtet man w4 wie in (2.82) definiert und beachtet, dass das ska-
lare Potential @(¢, x) ein echter Skalar, das Vektorpotential A ein echtes
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Vektorfeld iiber dem R3 ist und B=V x A ist, dann wird klar, dass die
Einsform w, dieselben Transformationseigenschaften wie die ersten vier
betrachteten Zweiformen hat. Auch dies ist in Tabelle 2.2 eingetragen.
Die Dreiform (2.79), in der fiir eine gegebene Aufteilung des
Minkowski-Raums in Zeit und Raum die Ladungsdichte o(¢, x) und die
Stromdichte j(z, x) enthalten sind, hat dasselbe Transformationsverhal-

ten wie 53()@, Gleichung (2.28a), s. Tabelle 2.1 und wir konnen das
Ergebnis von dort direkt in Tabelle 2.2 eintragen. Man macht sich leicht
klar, dass die dazu Hodge-duale Einsform xw; unter IT gerade, unter T
ungerade ist.

Allen betrachteten Formen gemeinsam ist, dass sie unter der kom-
binierten transformation IITC invariant sind. Vergleicht man mit Ta-
belle 2.1, so sieht man, dass die Betrachtung der dufleren Formen auf
dem Minkowski-Raum fiir dieses Resultat wesentlich ist. Die Invarianz
der Maxwell-Theorie und aller anderen, uns heute bekannten Theorien
unter der kombinierten, sog. ,,PCT“-Symmetrie beriihrt ein tiefes und
bedeutendes Resultat der Quantenfeldtheorie.

2.4.5 * Kovariante Ableitung und Strukturgleichung

Dieser Abschnitt ist eigentlich mehr eine Bemerkung, mit der wir
auf den allgemeineren Rahmen der nicht-Abel’schen Eichtheorien vor-
greifen. Deshalb wird er an dieser Stelle vielleicht nicht vollstindig
verstindlich sein, man mag aber zu einem spiteren Zeitpunkt darauf zu-
riick kommen.

Es sei folgender Differentialoperator auf den Riumen AX(M) der #u-
Beren Formen definiert:

Dyi=d+i-Lw, (2.86)

he
=i (<id+-04) -
hc

Die einfache Umschreibung in der zweiten Zeile von (2.86) dient dazu,
diese Definition schon jetzt wenigstens intuitiv zu verstehen: Es sei
daran erinnert, dass in der Quantenmechanik an die Stelle des klas-
sischen, rdumlichen Impulses p der Operator —iAV tritt. Multipliziert
man daher D4 mit A, so sieht man, dass (2.86) die natiirliche Verallge-
meinerung des Terms

p—%A
ist, dessen Quadrat in der Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teil-
chen in duBeren Feldern auftritt (s. Band 1, Abschn. 2.16) und den
man mit dem Begriff minimale Kopplung und — in der Differentialgeo-
metrie ebenso wie in der Quantentheorie — mit kovarianter Ableitung

umschreibt.
Auf eine beliebige duflere Form w soll Dy gemil

Dszdw+d§ﬂmAw (2.862)
C
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wirken; seine Wirkung auf Funktionen (d. h. auf Nullformen) insbeson-
dere ist

Daf= <8Mf+ihiAMf> dxt (2.86b)
c
Der Operator Dy ist eine Linearkombination aus duflerer Ableitung und
duBerem Produkt mit der Einsform w4, d.h. D4 macht, ebenso wie d,
aus einer k-Form eine (k 4+ 1)-Form.

Bildet man das Quadrat des Operators D4, d.h. wendet man D4
zweimal hintereinander auf eine beliebige duBere Form w an, dann er-
gibt sich ein bemerkenswertes Resultat,

DAoDAa):(d—I—i%a)A)o(d—i—i%a)A) w i

={dod+iz- (doan+osnd)+ (i) oanoanf o
he hc

Der erste Term in der geschweiften Klammer gibt Null, weil d> =0
ist (s. Gleichung (2.15d)). Der dritte Term ist wegen der Antisymme-
trie des Dachprodukts ebenfalls gleich Null. Im mittleren Term ist mit
der Regel (2.15¢)

dos Aw+wa A dw = (da)A)/\a)—a)A Adw+ws A do

= (da)A) AW .
Damit und mit (2.83) folgt ein wichtiges und interessantes Resultat
. q . q
D} =i (dwp) =i—wF. 2.87
4 =iz (dog) =iz oF (2.87)

Besonders bemerkenswert ist hierin, dass der Operator (dw4) in sich sa-
turiert ist, d. h. dass die duBlere Ableitung, im Gegensatz zu D, selber,
nicht weiter nach rechts wirkt. Bis auf den Vorfaktor ergibt das Qua-
drat der kovarianten Ableitung D4 die Zweiform (2.69) der Feldstirken.
Mathematisch ausgedriickt sagt (2.87), dass Di linear wirkt, wihrend
diese Aussage fiir D4 nicht zutrifft.

Diese Zusammenhinge werden noch etwas iibersichtlicher, wenn wir
die Einsform w4 und die Zweiform wg durch die Einsform A bzw. die
Zweiform F

A= i%wA . Fi= i%wF (2.88a)
ersetzen. Es ist dann
D3 =(dA)+AAA=(dA)=F. (2.88¢)

Gleichungen dieses Typus sind aus der Differentialgeometrie wohlbe-
kannt: Die Einsform A, die hier in einem besonders einfachen Fall
auftritt, wird Zusammenhangsform genannt, D4 = d+ A ist die kovari-
ante Ableitung, F' wird die zum gegebenen Zusammenhang gehdrende
Kriimmungsform genannt. In der Tat kann man zeigen, dass F' = Di als
,,Rundreise* liber einen kleinen geschlossenen Weg interpretiert werden
kann. Eine Gleichung der Art (2.88c) heilit Strukturgleichung.



Die Maxwell-Theorie
als klassische Feldtheorie

Einfithrung

Das Hamilton’sche Extremalprinzip und die Lagrange’sche Me-
chanik, die darauf aufbaut, sind iiberaus erfolgreich in ihrer
Anwendung auf mechanische Systeme mit endlich vielen Freiheits-
graden. Das Hamilton’sche Extremalprinzip charakterisiert die phy-
sikalisch realisierbaren unter allen denkbaren Bahnen als diejenigen,
die kritische Elemente des Wirkungsintegrals sind. Die Lagrange-
funktion, obwohl selbst keine Observable, dient nicht nur zur ratio-
nellen Herleitung der Bewegungsgleichungen, sondern ist auch ein
wichtiges Hilfsmittel, um Symmetrien der Theorie festzustellen und
die zugehorigen Erhaltungsgrofen iiber das Noether’sche Theorem zu
konstruieren.

Das Extremalprinzip und die Lagrange’sche Mechanik lassen
sich auf Systeme mit iiberabzdhlbar unendlich vielen Freiheitsgra-
den verallgemeinern. An die Stelle der Lagrangefunktion tritt die
Lagrangedichte, an die Stelle der (i. Allg. verallgemeinerten) Koor-
dinaten treten zeit- und ortsabhingige Felder. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen sind Bewegungsgleichungen in diesen Feldern und so
zeigt sich, dass die Maxwell’schen Gleichungen aus einem Variati-
onsprinzip herleitbar sind. Das Theorem von Noether liefert auch hier
den Zusammenhang zwischen der Invarianz der Lagrangedichte unter
Transformationen in Raum und Zeit und den Erhaltungssitzen.

3.1 Lagrangefunktion und Symmetrien
bei endlich vielen Freiheitsgraden

Zu Beginn erinnern wir noch einmal an den Begriff der Lagrangefunk-
tion in der Mechanik von Systemen mit endlich vielen Freiheitsgraden,
wobei wir ihre Rolle bei der Beschreibung von Symmetrien einer ge-
gebenen Theorie besonders betonen. Wenn man damit gut vertraut ist,
mag man diesen Abschnitt iiberspringen.

Die Invarianz der Lagrangefunktion L(q1,q2,...,qf,q41,...4f,1)
(bis auf Eichterme) unter einer Symmetrieoperation hat zur Folge, dass
die Bewegungsgleichungen, das sind die Euler-Lagrange-Gleichungen
zu L, unter dieser Symmetriewirkung kovariant, d. h. forminvariant sind.
Dieser Aussage macht den Begriff der Lagrangefunktion so zentral
wichtig: Es ist ja oft einfacher, Invarianten zu konstruieren, die als
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Lagrangefunktionen in Frage kommen, als kovariante Bewegungsglei-
chungen aus dem Hut zu zaubern. Ein elementares Beispiel soll diese
Aussage illustrieren:

Beispiel 3.1 Kraftefreies Teilchen

Ein Punktteilchen der Masse m im R3, das keinen Kriiften unterworfen
ist, kann durch die Lagrangefunktion
. 1,
L(x, x) = Txin = me
beschrieben werden. Diese sehr einfache Lagrangefunktion ist offen-
sichtlich unter den Galilei-Transformationen

t—>t =t+s, seR, (3.1a)

x—x=Rx+a, ReSO (3), w,a reel (3.1b)
invariant. Die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen

d oL 9L .

—— ——=m¥=0

drox ox

sind unter diesen Galilei-Transformationen kovariant, d.h. wenn eine
der folgenden Gleichungen erfiillt ist, so ist auch die andere erfiillt,
d2x(t d2x/'(¢
0 _ ¥ _
dr? dr'?
In allen Inertialsystemen sind die Bewegungsgleichungen dieselben.
Nimmt man noch die Speziellen Galilei-Transformationen

x—x=x+wt, w reell (3.1c)

hinzu, so bleibt die Lagrangefunktion zwar nicht mehr strikt invariant,
L/, &) = L(x, )+ mi- (R w) + Zw?,

aber sie wird nur um die Zeitableitung einer Funktion
M(x, ) = mx- (R_lw) +t%w2

von x und von ¢ gedndert. Eine solche Eichtransformation (der Mecha-
nik) ldsst die Bewegungsgleichungen ungeédndert, priziser: sie bleiben
kovariant (s. Band 1, Abschn. 2.10).

Aus der Invarianz unter Zeittranslationen (3.1a) folgt die Erhaltung
der Energie, hier also der kinetischen Energie E = Tijy; aus der Inva-
rianz unter Translationen im Raum folgt die Erhaltung des Impulses
p = mx, aus der Invarianz unter Drehungen die Erhaltung des Drehim-
pulses £ =x x p. (Der Schwerpunktssatz ist hier trivial, da wir es mit
nur einem Teilchen zu tun haben.)
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3.1.1 Satz von Noether bei strikter Invarianz

Hier und im Folgenden sei ein Satz von verallgemeinerten Koordina-
ten eines mechanischen Systems mit f Freiheitsgraden schlicht mit
q=1(q1,92,...,qy) (anstelle des ,,Untertilde* Symbols aus Band 1)
bezeichnet. Diese Variablen sind, geometrisch gesprochen, Koordina-
ten von Punkten der Bewegungsmannigfaltigkeit Q. Der Satz von
E. Noether in der einfachen Form wie sie in Band 1 behandelt wird, sagt
fiir autonome Systeme folgendes aus:

Wenn die Lagrangefunktion L(g, ¢) unter solchen kontinuierlichen
Transformationen invariant ist, die sich stetig in die Identitit deformie-
ren lassen, d.h. unter

g—q =@ mit (@ =gq, (32)
so ist die Funktion 7 : TQ — R : (g, ¢) — I(q, ¢), die durch
f

dL(q,q) dh*(q’
z(q,q):; ;Z,.") d(f)szo (3.3)

gegeben ist, entlang von Losungen g = ¢(f) der Bewegungsgleichungen
konstant.

Man sieht, dass dieses Integral der Bewegung sich aus den (verall-
gemeinerten) Impulsen p; = dL /94" und der Erzeugenden der Transfor-
mation in ihrer Wirkung auf die ¢' zusammensetzt. Die Transformation
h* ist aber einparametrig, d. h. bei einer Gruppenwirkung wie der SO(3)
in (3.1b) muss man einparametrige Untergruppen betrachten, im Fall der
Drehgruppe also Drehungen um eine feste Richtung. Im einfachen Bei-
spiel 3.1 betrachte man die (aktive) Drehung um die Richtung 7

x+>x ' =xcoss+axxsins =h'(x).
Hier ist dh*(x)/ds|y =7 x x, das Integral (3.3) ist daher
mic-(ﬁxx) :ﬁ~(xx (m)'c)) =n-{.

Wie erwartet ist die Projektion des Bahndrehimpulses auf die Richtung,
um die gedreht wird, erhalten.

Aus der Mechanik, Band 1, Abschnitt 2.34, ist bekannt, dass auch
die Umkehrung des Theorems von Noether gilt: Jede glatte dynamische
GroBe f(g, p), deren Poisson-Klammer mit der Hamiltonfunktion ver-
schwindet, erzeugt eine Symmetrietransformation des Systems.

3.1.2 Verallgemeinerter Satz von Noether

Der Satz von Noether lisst sich in zweierlei Hinsicht verallgemeinern':
Zum einen, wie wir am Beispiel 3.1 gesehen haben, ist die Ko-

varianz der Bewegungsgleichungen auch dann garantiert, wenn die

1 W. Sarlet, F. Cantrijn; SIAM Review
23 (1981) 467
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Lagrangefunktion um einen Eichterm verdndert wird,

) ) ) d
L(g, g, L/(q,q,t)zL(q,q,t)JraM(t, q), (3.4)

in dem die Funktion M nur von ¢ und ¢ abhédngt. Das mechanische Sys-
tem kann dabei auch nichtautonom, d. h. zeitabhingig sein.

Zum anderen — und dies ist die eigentliche Verallgemeinerung —
kann man sogar zulassen, dass die Eichfunktion M nicht nur von ¢
und ¢, sondern auch von ¢ abhéngt, vorausgesetzt man sorgt iiber eine
Nebenbedingung dafiir, dass neue, durch die Symmetrietransformation
verursachte Beschleunigungsterme in §' identisch verschwinden. Es sei
ein mechanisches System mit f Freiheitsgraden gegeben, dem man eine
Lagrangefunktion L(q, ¢, ?) und Koordinaten (, ¢, ¢) auf R, x TQ zu-
ordnen kann. Wir betrachten Tranformationen der Koordinaten

' =g(t,q.4,9), (3.52)
g =htq.45, (3.5b)

wobei die Funktionen g und %’ in allen 2 f 42 Variablen mindestens
zweimal stetig differenzierbar sind und der reelle Parameter s in einem
Intervall der reellen Achse liegen moge, das die Null einschlie3t. Bei
s =0 soll gelten

gt g, 4, s=0=1,  h(t,qq4s=0=q .

Ahnlich wie im ersten Fall kommt es nur auf die unmittelbare Nach-
barschaft des Ursprungs s = 0 an und man kann g und 4 bis zur ersten
Ordnung entwickeln,

s+0O?) =1(t, g, §)s+O(s?) (3.62)
s=0

0
sti=t —1 =2
s

s+0OG6H) =k(t,q,9)s+ 0% . (3.6b)
s=0

Die Funktionen, die in (3.6a) und in (3.6b) definiert sind,

0g(t,q,q,s)

[ . 8hl(t7 q7 q'vs)
d . Ktg§) = ———
S

. q.4) = 3
s=0 s s=0

’

sind die infinitesimalen Erzeugenden der Transformationen (3.5a) und
(3.5b). Eine beliebige glatte Kurve ¢ — g(¢) wird auf ' — ¢'(t') abge-
bildet, fiir ihre Zeitableitungen gilt in erster Ordnung in s

dg''  dq'"dr g +sk!
d¢  dt df 1+st

= +s(k'—¢'t). (3.7)



3.1 Lagrangefunktion und Symmetrien bei endlich vielen Freiheitsgraden

Das Wirkungsfunktional, auf dem das Hamilton’sche Prinzip aufbaut,
bleibt bis auf Eichterme invariant, wenn es eine Funktion M(t, ¢, ) gibt
derart, dass

!
)

/dt’L<q(t) LA )
f
15) 5] .
:/er( 0. T-q(0). ) fdz%ﬂ%ﬁ)
1 3]

fiir jede differenzierbare Kurve t — ¢(¢) gilt. Verwandelt man das erste
Integral dieser Formel in ein Integral iiber ¢, das von #; bis t, verlduft,

/

t2 %)
dr

Jo=fa(3)
dt

1 I

dann muss offenbar fiir jede solche Kurve

d dr d dM(, q, q)
(C] (t) C](I) t) dr L(‘](t), EQ(I)J)—’_ST
(3.8a)

gelten, d.h. dies muss eine Identitdt in den Variablen ¢, ¢ und ¢ sein.
Zur ersten Ordnung in s und mit d#'/dt =1+ st gibt diese Gleichung

5t+ 8 4 3L5.,-+ L(t. . )i dM(t,q,q)
— — — sL(t,q,4)t = s ———M—— .
or oqi agi 1 44 dr
(3.8b)

Nun muss man hier (3.7) einsetzen und auBerdem die totalen Differen-
tiale 7, &' und M(t, g, ¢) ausrechnen. Man erhilt somit die Hilfsformeln

8¢ =s(k' —¢'t) ,
:38_:+2§q’q-'+2387fq',
;ei_aa'ct +Z kij,
M_a(;:[+ gA/qui"‘Z?;_Z"f

Sammelt man alle Terme in Gleichung (3.8b), die mit s multipliziert
erscheinen und verwendet die vier Hilfsformeln, so gibt der Koeffizien-
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tenvergleich in (3.8b) einen etwas lingeren Ausdruck:
oL n oL
—T —K
ot - aq!

oL ot
+28_ql{ B Zaql J+Z@qj

1

i

[ ot T . T
o . i
i az+Zaqfq +;aq'fq }
+Ltg.d|E +Z J+Z
o ot 8qJ 8q1

oM . .
= ( oy Z +Z ) : (3.8¢)
Die eingangs gestellte Forderung an die Beschleunigungsterme bedeu-
tet, dass die Summe der Koeffizienten aller Terme in ¢/ gleich Null sein

miissen. Sammelt man diese Terme fiir jeden Wert von j, so gibt diese
Forderung f Gleichungen (f ist die Zahl der Freiheitsgrade)

alc 31’ oM .

(3.9a)

Wenn diese Gleichungen erfiillt sind, dann bleibt von (3.8c) noch eine
weitere Gleichung iibrig, die fiir das Aufsuchen von Integralen der Be-
wegung wichtig ist,

oL oL L | ok’ a' o I
a g g a2 T a2

. i) M M
+L(t,q, q) +Z i | = qu (3.9b)

Insgesamt erhélt man somit (f+1) Gleichungen, die hier zunéchst noch
fiir beliebige glatte Kurven ¢t — ¢(¢) gelten. Sie vereinfachen sich aber
wesentlich und fiihren direkt auf ein Noether-Integral der Bewegung,
wenn ¢(¢) gleich einer Losung ¢(¢) der Euler-Lagrange-Gleichungen zur
Lagrangefunktion L ist, d.h. die f Bewegungsgleichungen

——.——.20, .:172""7 > 1= 1,
PRI i f q(1) = (1)

erfiillt. Die Strategie, die dazu dient das Integral der Bewegung auf-
zufinden, ist die folgende: man schreibe (3.8c), soweit moglich, als
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Summe von Termen, die nur fotale Differentiale nach der Zeit enthalten
und benutze die Bewegungsgleichungen um, wo erforderlich, dL/dq’
durch d /d#(dL/34") zu ersetzen. Die zwischen runde Klammern ge-
setzten Ausdriicke in (3.8c) sind bereits totale Differentiale, lediglich
die ersten beiden Terme der linken Seite enthalten noch partielle Ablei-
tungen. Wiederholen wir (3.8¢) in dieser Weise und setzen im zweiten
Term die Bewegungsgleichungen ein, so lautet sie

oL +Z d aL iy AL di!

—7T K —

ot drag — 3¢’ d1
ZaL ;dt dr dM

oL dr  ,dr _dM _ 1
‘ot ~a =0 (3.102)

Die Summe der zweiten und dritten Terme dieser Gleichung ist schon
ein totales Zeitdifferential. Fasst man die ersten und vierten Terme
aus (3.10a) zusammen, so gilt unter erneuter Verwendung der Bewe-

gungsgleichungen
8L oL drt
i~ il
dL d oL\ ; oL (d ; oL ..drt
T i (dzaq'l)qf Xi:aq <dt )T Zaqth
dL d oL _;
—T— — —( . 3.10b
B ARTE <aql‘”> (3.10b)
Dies in (3.10a) eingesetzt liefert in der Tat ausschlieBlich totale Zeitdif-
ferentiale,
d d oL d
e+ L5 2 (i gie) |- Lo, 310
4 T)—i_dt;[a’ ‘”] dr (3-10)

Damit ist gezeigt, dass die folgende dynamische Grofe I : R, x TQ — R

I(tv q, q.) = L(t, q, q)f(t, q, q')
IL i . . . .
+Xi: agi [" 9.9 —q g, q)] —M(@t,q,9)  (3.11)

entlang von Losungen g = ¢(f) der Bewegungsgleichungen konstant ist.

Wir schlieen hier einige Bemerkungen an, die den Charakter der
ErhaltungsgroBe und ihren Zusammenhang mit Symmetrien des durch
die Lagrangefunktion beschriebenen mechanischen Systems illustrieren.

Bemerkungen

1. Der Fall der strikten Invarianz mit dem Integral der Bewegung (3.3)
ist natiirlich im Ergebnis (3.11) enthalten, wenn die Erzeugende t
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und die Eichfunktion M identisch Null sind,
wt,q,q9) =0, M(t,q,q) =

Die Funktionen «!, die in (3.6b) definiert wurden, sind mit dem
zweiten Faktor auf der rechten Seite von (3.3) identisch.

. Der Satz von Noether lésst sich in folgendem Sinn umkehren. Leitet

man die Funktion I(z, ¢, ¢) nach ¢/ ab und verwendet die Gleichun-
gen (3.9a) und (3.9b), so sieht man, dass

3L "
555' ZE: ErAR Y

ist. Die hier auftretende Matrix 9%L /3¢ 9¢* ist uns aus der Mecha-
nik, Band 1, unter dem Stichwort Legendre-Transformation wohlbe-
kannt. Bezeichnen wir sie mit

A=) =]

4794
und nehmen wir an, dass ihre Determinante ungleich Null ist,

D =detA£0,

(dies ist bekanntlich die Bedingung dafiir, dass die Legendre-
Transformierte von L(t, g, q) existiert) und somit A eine Inverse
besitzt. Bezeichnet man die Eintrdge dieser Inversen mit

ATt ={A"}, dhoesgilt Y AzpAt =4,
k

so folgt durch Auflésen nach «*

. al
tg.q) =Y A —; a1 T4 1t q.4) . (3.12a)
)

Diesen Ausdruck setzt man in (3.11) ein, 16st nach t auf und erhilt

. 1 ) ) Ak al d

g ) =7 :m, q.9)+ M. q.9) le 37 5 k} . (3.12b)
Jedem Integral der Bewegung I(t, q,q) des durch die Lagrange-
funktion L(t, g, ¢) beschriebenen dynamischen Systems entsprechen
infinitesimale Transformationen (3.12a) und (3.12b), die das Ha-
milton’sche Wirkungsintegral fiir alle Losungen ¢ — ¢(f) der Be-
wegungsgleichungen, moglicherweise bis auf Eichterme, invariant
lassen.

Man muss allerdings beachten, dass M(z, g, ¢) ja weitgehend belie-
big wihlbar ist, somit auch die Funktion (¢, g, ¢) nicht festliegt. Mit
anderen Worten, die Gleichungen (3.12a) und (3.12b) definieren eine
ganze Familie von unendlich vielen Symmetrietransformationen.

. Man kann auch folgendes Korollar zu der in Bemerkung 2 ge-

machten Aussage angeben. Gegeben ein Integral der Bewegung
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I=19(,q,4q) fir das durch L(t, g, ) beschriebene System, das
der Transformation

=0, «=«1q,4q¢, mt M=MP1q, ¢

entspricht. Dann geben die Transformationen

(0)i

t=1(t.q.9). «' =c(t.q.9)+1(t.q.4)¢" . zusammen mit

M =M q,¢)+ Lt q,¢)t(t, q,§)

dasselbe Integral I = 19 der Bewegung.

4. Es ist sinnvoll, wie in Abschn.3.1.1 von strikter Invarianz zu spre-
chen, wenn der Eichterm identisch verschwindet, M(t, g, ¢) =0, die
Lagrangefunktion also ganz ungeéndert bleibt. Ist dagegen ein Eich-
term vorhanden, so kann man von Quasisymmetrie sprechen. Hier
folgt ein Beispiel:

Beispiel 3.2 Abgeschlossenes n-Teilchensystem

Im abgeschlossenen n-Teilchensystem gibt es bekanntlich zehn Integrale
der Bewegung (Band 1, Abschn. 1.12). Die Invarianz unter Transla-
tionen im Raum hat die Erhaltung des Gesamtimpulses zur Folge, die
Invarianz unter Drehungen liefert die Erhaltung des gesamten Drehim-
pulses, s. Abschn.3.1.1. Die Lagrangefunktion

1 n
—— E : w2 (1) (k)
L_2k_lmkx U(x R )

ist auch unter Translationen der Zeitvariablen invariant, woraus be-
kanntlich der Energiesatz folgt. Diesen findet man im Rahmen des
verallgemeinerten Satzes von Noether wieder (dies ist eine Variation des
in Aufgabe 2.17 in Band 1 gewihlten Losungsweges), wenn man

w.q.9)=~1. «'(t.q.9=0. Mitq.g=0
wihlt. In den Ausdruck (3.11) eingesetzt ergibt sich

. 0L
I=-L+) ¢~ =—(Tiin—U)+2Tiin =Tiin + U = E .
i 9q
Ein andere Wahl von 7, ' und M ist

n
wtq.9)=0, «O'tq.q=t, Mtq =) mx®",
k=1
Der Index k zihlt die Teilchen von 1 bis n, die Zahl der Freiheitsgrade
ist f =3k und die Funktionen x' werden nach k und den drei karte-
sischen Richtungen 1, 2, 3 nummeriert. In (3.11) eingesetzt findet man
hier

n n
1=t kax(k)l — kax(k)l .
k=1 k=1
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2 Die Entdeckung dieses im Kepler-
Problem erhaltenen Vektors geht auf Ja-
kob Hermann (1710) zuriick und war
durch diesen Joh. 1. Bernoulli und P.-S.
de Laplace bekannt (H. Goldstein, Am.
J. Phys. 44, No. 11, 1976)

Die Erhaltungsgrofe ist die 1-Komponente der Linearkombination
n
tMvs — Mrg(1) = tP — Mrg(1) , <M = Z mk)
k=1

aus der Geschwindigkeit, bzw. dem Impuls des Schwerpunkts und sei-
ner Bahnkurve und ist gleich der 1-Komponente von Mrg(0). Man
findet hier somit den Schwerpunktssatz wieder, der aus der Invarianz der
Bewegungsgleichungen unter Speziellen Galilei-Transformationen folgt.

Es gibt viele weitere Beispiele, die die Allgemeinheit des Satzes
von Noether in der Form (3.11) weiter illustrieren. Dazu gehort der
sog. Lenz’sche Vektor? des Kepler-Problems. Sehr viel mehr zu diesem
Thema und zu seiner Bedeutung fiir die Himmelsmechanik findet man
in [Boccaletti und Pucacco 1996, 1999].

3.2 Lagrangedichte und Bewegungsgleichungen
fur eine Feldtheorie

Das Hamilton’sche Prinzip ldsst sich auch auf Systeme mit iiberab-
zihlbar unendlich vielen Freiheitsgraden erweitern, die durch klassische
Felder /) (z, x) an Stelle der verallgemeinerten Koordinaten ¢ beschrie-
ben werden (s. auch Band 1, Kap. 7). Man ordnet dem System eine
Lagrangedichte zu, die von den Feldern selbst und deren rdumlichen
und zeitlichen Ableitungen, moglicherweise sogar explizit von ¢ und x
oder von duBeren Quellen j ®) (x), abhingt,

Lt x, j O yD 8,9, i=1,2,...,N. (3.13)

Ihr Integral iiber den ganzen Raum ist das Analogon der Lagrangefunk-
tion der Mechanik mit endlich vielen Freiheitsgraden,

L:f//d3x£, (3.14)

und ist die GroBe, die das Wirkungsintegral des Hamilton’schen Prin-
zips definiert. Dieses Wirkungsintegral ist jetzt ein Funktional der Fel-
der

15 1%
1o, ... ,w(m]zfdthfdt/// & L. (3.152)
11 131

Das Hamilton’sche Prinzip, auf diese Verallgemeinerung iibertragen,
fordert, dass das Funktional (3.15a) fiir physikalische Losungen statio-
nir sei. Hieraus folgen die Bewegungsgleichungen als Euler-Lagrange-
Gleichungen fiir das Variationsproblem

61 [w(l), e W(N)] =0 mit festgehaltenen Randpunkten #; und 7, ,
(3.15b)
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unter der Bedingung, dass die Variationen 8 der Felder auf den
Hyperflichen t = #; und ¢ =, verschwinden. Sie lauten (mit Summen-
konvention im zweiten Term)
oL 9L
~— 0y -
EAY 3(%1#(1))
Die Herleitung dieser Gleichungen ist formal dieselbe wie die der

Euler-Lagrange-Gleichungen in der Mechanik. Wir skizzieren sie hier
fiir ein einzelnes Feld : Es ist

51[¢]:jdz/// d*x %era(z—jﬁ)a(aw)}
=jdt/// dx %aw+ﬁau(aw}

:jdt/// dx %—%%}SW

Im ersten Schritt wurde angenommen, dass die Variation einer Ableitung
der Felder §(d,¢) gleich der Ableitung 9,,(¢) der Variation ist. Das ist
verniinftig, wenn man voraussetzt, dass die Felder glatte Funktionen sind
und dass die Variationen ebenfalls glatt sind. Beim Ubergang vom zweiten
zum dritten Schritt haben wir einmal partiell integriert, daher das Minus-
zeichen, und haben ausgenutzt, dass 81 nach Voraussetzung auf den beiden
Hyperflachen t = #; und ¢ = #, verschwindet. Wenn dieses Integral fiir alle
erlaubten Variationen 8y gleich Null sein soll, dann muss der Integrand
in den geschweiften Klammern der dritten Zeile verschwinden. Dies ist
bereits die (hier einzige) Euler-Lagrange-Gleichung. Sind mehrere Felder
vorhanden, so gilt diese Ableitung fiir jedes von ihnen und es folgen die
Gleichungen (3.16).

Im Hinblick auf die Maxwell’schen Gleichungen haben wir natiirlich
den Minkowski-Raum M* und die Kovarianz unter der eigentlichen,
orthochronen Lorentz-Gruppe Ll im Sinne, moglicherweise auch die
diskreten Transformationen II, T und C. Die Felder sind dann als
Funktionen von x € M* = R* definiert, die Aufschliisselung des Punk-
tes x in Zeitkoordinate ¢ und Raumkoordinaten x bezieht sich auf eine
Klasse von Bezugssystemen, in denen die Aufteilung von M* in
Zeitachse und Raum R3 festgelegt ist. Lorentz-Kovarianz der Be-
wegungsgleichungen (3.16) ist dann garantiert, wenn die Lagrange-
dichte (3.13) unter Lorentz-Transformationen invariant ist.

Bemerkungen

1. Im Allgemeinen sind die Felder v(x) voneinander unabhingig.
Der Index i dient nur dazu, verschiedene Typen von Feldern zu un-

=0, i=12,...,N. (3.16)
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3 Der Spin ist zwar eine quantenme-
chanische Eigenschaft von Elementar-
teilchen und wird daher durch selbst-
adjungierte Operatoren S = {S;}, i =
1,2,3, beschrieben. Die Erwartungs-
werte in quantenmechanischen Zustidn-
den (S) sind aber klassische Grofen.

4 Dieses Beispiel wird in Band 4, Ab-
schn. 2.1 in einem anderem Zusammen-
hang behandelt.

terscheiden, z. B. elektromagnetische Felder und duflere Quellen. Die
Felder konnen aber auch gewissen Relationen unterworfen sein, etwa
dann, wenn sie in ihrer Gesamtheit {1/} ein Teilchen mit Spin
beschreiben sollen. Betrachten wir als Beispiel ein massives Teil-
chen, das den Spin 1 trigt. Zu seiner Beschreibung brauchen wir
drei unabhingige Felder — entsprechend den drei Komponenten eines
Spinvektors im Raum?. Ein natiirlicher Kandidat ist ein Lorentz-
Vektorfeld V(x) = (VO(x), V1 (x), V2(x), V3(x))T, das aber vier und
nicht drei unabhingige Komponenten hat. Hier wire

L=L(x, V¥(x),8,V*x), d.h
P =V, vPw=viw, vOr = Vi,
yP 0 =V .

Die Felder V¥(x) konnen in diesem Fall nicht unabhéngig sein, da
sie sonst sowohl Spin 1, wie erwiinscht, als auch Spin 0 beschreiben
wiirden. Den unerwiinschten zweiten Fall kann man in der Tat durch
eine Nebenbedingung, ndmlich

V¥ (x) =0

eliminieren. Diese Divergenz ist ja offensichtlich ein Lorentz-Skalar
und es ist plausibel, dass in ihr der Spin O Anteil des Feldes steckt,
den man ausschliefen mochte.

2. Dass das Funktional (3.15a) und das Variationsproblem (3.15b)
scheinbar die Zeitachse vor dem Raum auszeichnen, bricht nicht
die Lorentz-Invarianz des Verfahrens. Man kann die beiden Flichen
t =11, t =1t und ihre Ergdnzung im Unendlichen durch eine ge-
schlossene, dreidimensionale, glatte Hyperfliche 90X ersetzen und
in (3.15a) iiber das von ihr eingeschlossene Volumen X integrie-
ren. (Wir benutzen wieder die geometrische Bezeichnung: 90X ist
der Rand von X.) Es geniigt zu fordern, dass die Variationen sy ()
auf 90X verschwinden, man erhilt dieselben Bewegungsgleichun-
gen (3.16) wie zuvor. Diese sind also wirklich kovariant.

Beispiel 3.3 Reelles Skalarfeld

Wir betrachten als einfaches Beispiel ein einzelnes, reelles und Lorentz-
skalares Feld ¢(x), das an eine &duBlere, ebenfalls skalare Dichte
o(x) koppeln soll*. Mit den gemachten Voraussetzungen an Feld und
Dichte ist folgende Lagrangedichte selbst ein Skalar unter Lorentz-
Transformationen,

1 1 u 2.2
Ecﬁ(qﬁ, . 0) = E[aufi)(X)a P(x) — 179" ()] —0()p(x) . (3.17a)

In diesem Ansatz ist k = mc? /(hc) zu setzen — das ist bis auf einen Fak-
tor 27 das Inverse der Compton-Wellenldnge Ac = h/mc eines Teilchens
mit Masse m. Der Vorfaktor auf der linken Seite dient dazu, der Grofie £
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die richtige physikalische Dimension zu geben®. Fiir die Bewegungsglei-
chungen ist dieser Faktor aber irrelevant, da diese linear in £ sind.
Die Euler-Lagrange-Gleichung (3.16) (hier gibt es nur eine einzige)

sieht hier wie folgt aus. Man berechnet

L 20— o)

—— = —Kk"pkx)—o(),

hie o¢ ¢

1 oL 1 0

e 0(3,4) 2 0(3,6)

(man beachte, dass 9,¢(x) hier an zwei Stellen vorkommt), nimmt die
Viererdivergenz des zweiten Ausdrucks und setzt beide Anteile in (3.16)
ein. Dies ergibt die Bewegungsgleichung

(80" + 1) p(x) = (O +,%)p(x) = —o(x) . (3.17b)

Man erkennt die Analogie zur Wellengleichung (2.60), wenn die
Lorenz-Bedingung 9, A*(x) =0, Gleichung (2.61), erfiillt ist: Die linke
Seite von (3.17b) enthilt nur das Feld ¢(x), die rechte Seite enthilt die
Quelle des Feldes.

Vergleicht man die Lagrangedichte (3.17a) mit der Lagrangefunktion
der Punktmechanik in natiirlicher Form, L = Ti;, — U, so lassen sich die
drei Summanden physikalisch interpretieren. Der erste Anteil

(9u9(0)) " (Bup(x)) = 3 p(x)

1 "
§3u¢(X)3 d(x),

bzw. das Integral dieses Terms iiber den ganzen Raum, ist das Analogon
der kinetischen Energie in der Punktmechanik. Die iibrigen zwei Terme

1H&m+<)
> o(x)p(x)

bestehen aus dem Massenterm (der neu ist) und dem Kopplungsterm
o0(x)¢(x), dessen Integral das Analogon der potentiellen Energie in der
Punktmechanik ist.

Das Beispiel 3.3 zeigt, dass sich die formale Analogie zur Mechanik
bei endlich vielen Freiheitsgraden fortsetzt. Wenn man vom Energiein-
halt eines Feldes oder eines Satzes von Feldern sprechen kann, dann
gibt es auch das Analogon der Hamiltonfunktion und, mit dieser, die
Verallgemeinerung des zu einem Feld kanonisch konjugierten Impul-
ses, in enger Analogie zu p := dL/dg in der Mechanik. Das zum Feld
¥ ® (x) kanonisch konjugierte Impulsfeld 7@ (x) ist definiert als

. oL
7@ (x) = : (3.18)
3oy D)
Die Hamiltondichte erhilt man aus der Funktion
N
A=Y 7D @ay? () — L(tx, j©, v, 9, 97) (3.19)

i=1

5 In der Quantenfeldtheorie ist es sinn-
voll, dem skalaren (dort quantisierten)
Feld ¢ die Dimension (Linge)~! zu ge-
ben. Man bestitigt, dass £ dann die Di-
mension E/L3, d.h. Energie/Volumen
hat.
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durch Legendre-Transformation beziiglich der Variablen v®. Das be-
deutet, dass man (3.18) nach 9y auflésen und diese Variablen in F
ersetzen muss. Im einfachsten Fall wird £ einen kinetischen Term der
Bauart

N
1 . .
Lin =7 Z} (99000 )
1=
enthalten, so dass der kanonisch konjugierte Impuls gleich
7 @) = 3oy ()

ist. Fiir die Lagrangedichte (3.17a) des Beispiels 3.3 ergibt sich die Ha-
miltondichte aus #, Gleichung (3.19), dann zu

1
H=3 {nz(x) +(Vo(x0)? +:<2¢2(x)} +o()P(x) . (3.20)

Nehmen wir an, die Lagrangedichte (3.13) sei autonom, d.h. hinge
nur von den Feldern und deren Ableitungen, nicht aber explizit von
Raum- und Zeitpunkt oder duBeren Quellen ab. Wir bilden die Ablei-
tung von £ nach x“

80£(¢(i)’ 8M1/f(i)) — gﬂlﬂaﬁcﬁ(w(i)’ 8M1/f(i))
und vergleichen dies mit dem Resultat derselben Ableitung, die mit der

Kettenregel und unter Verwendung der Bewegungsgleichungen (3.16)
leicht auszufiihren ist,

o i i 9L o (i 9L o i

oL aL :
_ o (i)
- ZZ{[aﬂ (aw,sw@)) " a<aﬂw<f>>aﬁ]a |

0L :
_ (D)
= dp (Z a(aﬂw))a v ) :

i

(Der Index « ist hier fest, wihrend tiber 8 summiert wird.)
Wenn wir jetzt das Tensorfeld

TH = 9L VD v @0 G) (i)
T '—Z(W)aw — g L(y?, oy, vy) (321

bilden, so sagt die eben durchgefiihrte Rechnung, dass dieses fiir alle
Losungen der Bewegungsgleichungen (3.16) eine Kontinuititsgleichung
erfiillt:

0 TH =0. (3.22)

Wir werden in Abschn.3.4.3 das Analogon dieses Tensorfeldes (3.21)
fiir die Maxwell-Theorie im Einzelnen analysieren und werden zeigen,

i
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dass der Erhaltungssatz (3.22) unter anderem die Erhaltung des Energie-
und des Impulsinhalts der Felder beschreibt. An dieser Stelle wollen wir
nur das Beispiel 3.3 aufnehmen und hier 7" berechnen. Es ist im Bei-
spiel (3.17a)

T = 090" px) — g (50108 00 — 10 (0) —0(PW) )
(3.23a)

Berechnet man hiervon die Komponenten mit (« =0, v =0) und mit
(u=0,v =1), so ergibt sich

1 1
79 = (8% (x))* - Eamu)a%(x) + §K2¢2 (x) + 0(x)p(x)

1
=3 {72 (0) + (Vo) +2¢* (1)} + 0(x)p(x) , (3.23b)
7% = 7(x)d'p(x) . (3.23¢)

Die Komponente 7%, Gleichung (3.23b), ist in der Tat mit (3.20)
identisch; die Komponenten 7% beschreiben die Impulsdichte, deren
Divergenz iiber die Erhaltungsgleichung (3.22) mit der Zeitableitung
von 7% verkniipft ist. Eine weitere wichtige Eigenschaft des Energie-
Impulstensors (3.23a) ist

TH(x) =T""(x), (3.24)

der Energie-Impulstensor ist symmetrisch.

3.3 Lagrangedichte fiir das Maxwell-Feld mit Quellen

Zur Konstruktion einer unter der eigentlichen, orthochronen Lorentz-
Gruppe Ll invarianten Lagrangedichte stehen das Tensorfeld F*'(x),
Gleichung (2.46), bzw. sein Pendant F/V(x), Gleichung (2.52a), das
dazu duale Tensorfeld xF"*V(x), Gleichung (2.54c), das Vierer-Vektor-
potential A*(x), Gleichung (2.57), und die Stromdichte j*(x), Glei-
chung (2.51), zur Verfiigung. Invarianten sind offensichtlich

Fn(x)F*(x), (*F)W(x)F’“’(x), und M)A (x) .

Um diese Invarianten physikalisch zu verstehen, berechnen wir sie als
Funktion der elektrischen und magnetischen Felder bei einer gegebe-
nen Aufteilung der Raumzeit in die Koordinatenzeitachse IR, und den
Raumanteil R°. Berechnet man z.B. die Kontraktion F,, F*", so ent-
nimmt man F),, der Formel (2.69a) und nimmt vom zweiten Faktor die
Transponierte von (2.46), F'* = —F"". Das Produkt F,,F*" ist dann
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Tl

XD-L

Abb. 3.1. Im B-Zerfall vieler Kerne wer-
den Positronen beobachtet, deren Spin
nahezu vollstindig entlang der Rich-
tung ihres rdumlichen Impulses aus-
gerichtet ist. Da der Anfangszustand,
ein B-instabiler Atomkern, sich in ei-
nem Eigenzustand der Paritit befindet,
bedeutet das Auftreten einer solchen
Korrelation, dass die Schwache Wech-
selwirkung unter Raumspiegelung nicht
invariant ist

% Die genaue Aussage ist: Wenn ein
Anfangszustand, der ein wohldefinier-
tes Verhalten unter Raumspiegelung hat,
aufgrund einer elektromagnetischen
Wechselwirkung in einen anderen Zu-
stand {iiberginge, in dem eine solche
Impuls-Drehimpuls Korrelation auftritt,
dann miisste die Wechselwirkung so-
wohl Paritéts-gerade als auch Paritits-
ungerade Anteile enthalten.

die Spur eines Produkts zweier 4 x 4-Matrizen. Im Einzelnen ist

o E' E* E3 0 E' E* E3
il _p3 2 _ 3 _p2
FonF' = Sp E2 03 B B1 E2 03 B zi
—E? B> 0 -B —E?-B* 0 B
—E3 —-B> B! 0 —E3 B2 —B' 0
=—2(E*-B%), (3.25a)
0 —-B' —B%2 —B3 o E' E* E3
1 3 2 ol 3 p2
* Fy F*" = Sp Bz 03 bE 1 Ez ) 3 b 1?
B2 E3 0 -E —E2-B> 0 B
—-B3 —E? E!' 0 —E3 B2 —B' 0
=4B-E, (3.25b)
JHPAy=co®P—j-A. (3.25¢)

Natiirlich geben die Produkte ¥, #*" usw. ganz dhnliche Formeln, in
denen E durch D, B durch H ersetzt sind.

Geht man noch einmal zuriick zu Abschn.2.1.1, dann sieht man,
dass die LIF—Invariante (3.25a) auch unter den drei diskreten Transfor-
mationen IT (Raumspiegelung), T (Zeitumkehr) und C (Ladungskonju-
gation) invariant ist. Dasselbe gilt auch fiir den dritten Term (3.25c¢). Der
Term (3.25b) dagegen ist ungerade unter I1, er ist ein Pseudoskalar. Er
ist auch ungerade unter der Zeitumkehr T, da er aber gerade unter der
Ladunsgkonjugation ist, bleibt er genau wie die beiden anderen Terme
unter der kombinierten Transformation IICT invariant.

Die Erfahrung und eine grofe Zahl experimenteller Tests sagen
aus, dass keine parititsverletzenden Effekte in elektromagnetischen Pro-
zessen beobachtet werden und dass somit die Wechselwirkung, die
diese beschreibt, unter der Raumspiegelung ein wohldefiniertes Ver-
halten haben muss. Ein parititsverletzender Effekt wire z.B. durch
eine Observable gegeben, die zum Skalarprodukt eines Impulses und
eines Drehimpulses proportional ist, @ = f(E) p-£, mit f einer Funk-
tion (z.B. der Energie)®. Solche parititsverletzenden Effekte, die in
den Schwachen Wechselwirkungen (S-Zerfall, Neutrinoreaktionen u. A.)
auftreten, s. auch Abb. 3.1, wurden in rein elektromagnetischen Prozes-
sen nie beobachtet. Fiir die Maxwell-Theorie bedeutet dies, dass die
Lagrangedichte nicht gleichzeitig die Terme (3.25a) und (3.25c¢) einer-
seits und den Term (3.25b) andererseits enthalten kann.

Auf der Basis dieser Uberlegungen und mit der Erwartung, dass die
Hamiltondichte, die aus £ abgeleitet wird, auf jeden Fall die Wechsel-
wirkung j*(x)A,(x) enthalten soll, ist es plausibel, die Lagrangedichte
als Linearkombination aus dem ersten und dem dritten Term anzusetzen,

L=ayFu,(x)F*" (x)+ax j* (x) A, (x) . (3.26a)

Die Koeffizienten a; und a, werden durch zwei Forderungen festge-
legt: (i) die Lagrangedichte (3.26a) soll die Maxwell’schen Gleichungen
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in der Form der homogenen Gleichungen (2.49a) und der inhomoge-
nen Gleichungen (2.53) mit dem richtigen Faktor auf der rechten Seite
von (2.53) liefern; (ii) auf die Hamiltondichte umgerechnet soll die
Energiedichte mit dem schon bekannten Ausdruck (1.130) fiir statio-
nire Verhiltnisse vertrdglich sein. Zunédchst aber muss man sich dariiber
klar werden, welches die Freiheitsgrade der Maxwell-Theorie sind, nach
denen im Hamilton’schen Extremalprinzip variiert werden kann. Hier
steht einerseits das Tensorfeld Fj,,(x) zur Verfiigung, das die Observa-
blen enthilt, andererseits enthilt der zweite Term die Potentiale A, (x),
die nicht als solche beobachtbar sind, weil sie ja nur bis auf Eichtrans-
formationen definiert sind. Entscheidet man sich fiir die A, (x) als
Feldvariable, so miissen auch die Observablen F},,(x) durch Potentiale
— wie in (2.58) angegeben — ausgedriickt werden.

Bemerkung

Die Wahl, die Potentiale als die dynamischen Freiheitsgrade zu ver-
wenden, ist nicht unproblematisch weil die vier Felder A*(x) nicht
unabhingig sein konnen. Dies sieht man an der Freiheit der Wahl
von Eichtransformationen an A*, die man hat, um beispielsweise die
Lorenz-Bedingung 9, A*(x) =0 zu erreichen. Wie man in Band 4
lernen wird, trigt das Photon den Spin 1, die eben genannte Bedin-
gung erhilt damit die Bedeutung, den in jedem Vektorfeld enthaltenen
Spin-0 Anteil herauszunehmen. Die Abhingigkeit der Felder A* hat zur
Folge, dass eines von ihnen keinen kanonisch konjugierten Impuls be-
sitzt. Dies wiederum fiihrt zu Schwierigkeiten bei der Quantisierung der
Maxwell-Theorie, die sorgfiltig untersucht werden miissen (mehr dazu
s. Band 4).

Der Einfachheit halber behandeln wir Maxwell-Felder im Vakuum,
auferhalb der Quellen, von denen wir annehmen, dass sie ganz im End-
lichen liegen. Die Lagrangedichte ist dann eine Funktion der vier Felder
Ar(x), t=0,1,2,3, und deren Ableitungen 9, A;(x),

L(Ar, 3o Az) = a1 Fug g" Fry +axj* Ay, (3.26b)
=a1(9,Ay — 3, AL) 8" 8" (01 Ay — Iy A) +az " A, .

(Man beachte, dass der Lorentz-Index 7 an den Argumenten von £ die
Felder abzdhlt, in Analogie zum Index (i) der Felder Y@ in der all-
gemeinen Form der Lagrangedichte (3.13), wihrend p und v auf der
rechten Seite Summationsindizes sind.) Die partielle Ableitung von £
nach A; ist a»j%(x), die partiellen Ableitungen nach den abgeleiteten
Feldern d,A;, zu denen nur der erste Term von J£ beitrigt, berechnet
man mit Hilfe der Kettenregel,

9 OF, 0 9

= = (808vr — 8uzBuo ) =
3(0:A)  9(0:Ar) 0F Cuodur = 3n ”")aF,w

(wo wieder o und t feste Werte haben, {iber © und v aber sum-
miert wird). Die in den Euler-Lagrange-Gleichungen (3.16) auftretenden
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partiellen Ableitungen und die Bewegungsgleichungen zur Lagrange-
dichte (3.26b) sind

oL

— ;T
8AT _a2J (-x) ’
oL
—— = (868ur — 8,180 ) 2a1 F*V (x) = 4a1 F7" (x)
8(30At) ( o Ovr J724 va) ai (%) ai ()
oL oL

=T oT

oA, 808(80A,) =arj (x) —4a10, F°"(x) =0.

In der zweiten Zeile wurde die Antisymmetrie des Feldstirkentensors
benutzt, in der dritten Zeile wurden die ersten beiden Zeilen in die
Bewegungsgleichungen (3.16) eingesetzt. Da wir im Vakuum sind und
Gaul3’sche Einheiten verwenden, ist F#¥ = F*. Der Vergleich mit den
inhomogenen Gleichungen (2.53) gibt die erste Bestimmungsgleichung
fiir die Koeffizienten in (3.26a)

a 4
— = (3.27a)
da; c
Die zweite solche Bedingung
1
a =——, (3.27b)
c

aus der dann der Wert von a; folgt, ergibt sich aus einer Dimensi-
onsbetrachtung und dem Vergleich mit statischen oder mit stationédren
Verhiltnissen. Das Produkt aus Stromdichte j, Gleichung (2.51) und Po-
tential A, Gleichung (2.57), hat die Dimension von co®, d. h.

Linge x Energie

[co)®(x)] = Zeit x (Linge)?

Daraus wird erst dann die fiir £ gewiinschte Dimension (Energie)/
(Linge)®, wenn durch ¢ dividiert wird. Zugleich sieht man, dass
—ap j, A*, wie es in der Hamiltondichte (3.19) erscheinen wird, iiber
den ganzen Raum integriert, den richtigen Ausdruck (Ladung)x (Poten-
tial) der Elektrostatik liefert. Wir halten somit fest, dass die Konstanten
im verwendeten Malisystem die Werte

1 1

- =—— 3.27
= a : (3.27¢)

haben. Die Lagrangedichte, die sich damit ergibt,

a) =

1 b1
CC(Ar’aoAr):_E v (X) FH (X)—ZJ“(X)AM(X) (3.28)

liefert die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen als ihre Euler-
Lagrange-Gleichungen. Die Maxwell’schen Gleichungen sind also aus
dem Hamilton’schen Prinzip herleitbar.
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Bemerkungen

1. Wir haben vorausgesetzt, dass das Tensorfeld der Feldstirken durch
Potentiale ausgedriickt wird,

Fu(x) =0,A,(x) —0,A,(x) .

Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind damit automatisch er-
fillt.

2. Obwohl wir in diesem Band keinen Gebrauch davon machen wer-
den, sei darauf hingewiesen, dass man die Wahl der Einheiten — iiber
das Gaul3’sche System hinaus — noch weiter vereinfachen kann,
wenn man sog. natiirliche Einheiten einfiihrt. Hierbei setzt man nicht
nur die Lichtgeschwindigkeit auf 1, ¢ = 1, sondern definiert Felder
und Quellen mit anderen numerischen Vorfaktoren. Im Einzelnen
setzt man

1 1
F(nat)( ) — F(GauB)( ) A(nat)(x) _ A(Gauﬁ)( )
Az " B Var "
und

T @) 1= VATl @)
In diesen Einheiten wird die Lagrangedichte (3.28)

1 .
L(Ar, 0 Ar) = =2 Fii (0) Fln (0) = iy AT (x) .
Den kinetischen Term F,,yF*V in der Lagrangedichte sieht man in
der Literatur hdufig mit dem Vorfaktor —1/(16s), oft aber auch mit
dem Vorfaktor —1/4. Dies ist Dasselbe, lediglich die verwendeten
Einheiten sind andere.

3. Die Lagrangedichte (3.28) ist unter der ganzen Gruppe Ll, dar-
iiber hinaus auch unter der Raumspiegelung (Paritit) IT und unter
der Zeitumkehr T invariant. Die Maxwell’schen Gleichungen folgen
aus (3.28) tiber ein invariantes Variationsprinzip und sind daher un-
ter den genannten Transformationen kovariant, oder, wie man auch
sagt, forminvariant. Dies ist eine schone Illustration fiir den weiter
oben allgemein diskutierten Zusammenhang

»invariante Lagrangedichte = ,,kovariante Bewegungsgleichungen

Als Nichstes berechnen wir die kanonisch konjugierten Feldimpulse
und die Hamiltondichte, die aus der Lagrangedichte (3.28) folgen. Es

sind
0 oL
= = .2
T (x) 3 (30A0) 0, (3.29a)
iy 0L ey L
7l(x) = 8(80A,-) = 47_[F x) = 47-[E (x) . (3.29b)
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Hier sieht man die erste Uberraschung: das Feld A, hat keinen zuge-
horigen kanonischen Impuls. Berechnet man jetzt die Hamiltondichte
nach dem Muster der Gleichung (3.19) und verwendet die Gleichung
E'=—-V'Ay— BA’/BxO, so ergibt sich

;DA

ax0

_ g (E+VA)
T 4m 0

H=—-7 —L

1 1
— —n(E2 ~B*)+ " (WAL (x)

| RN 1
= —(E°+B’)+—j"()A(x)+-—E-VAy. (3.30a)
8 c 4
Der erste der drei Terme auf der rechten Seite ist die aus Abschn. 1.8.4,
Gleichung (1.130) schon bekannte elektrische und magnetische Energie-
dichte mit D = E und H = B. Die Summe aus dem zweiten und dem
dritten Term in (3.30a) ldsst sich ebenfalls physikalisch deuten, wenn
man daraus die Hamiltonfunktion, das ist das Integral der Dichte iiber
den ganzen Raum ausrechnet. Es ist nimlich, mit partieller Integration,

17 R
- / / / x 0(0) Ao(x) |

wo die Maxwell-Gleichung (2.1c) benutzt wurde. Damit und mit
JO(x) = co(x) folgt

H= / / / dSx H (3.30b)
/// d’x { E2(x>+32(x))——1(x) A(x)}

ein Ausdruck, der neben der Feldenergie die Wechselwirkung zwischen
den Feldern und dem elektromagnetischen Strom in der Quelle enthilt.
Wenn gar keine duflere Quelle vorhanden ist, j(¢,x) =0, dann ist die
gesamte Feldenergie der Maxwell-Felder

H(O)=$/// Ex {E*(0)+B*(x)} . (3.30c)

Bemerkung

In Abschn. 1.8.4 sind wir von dem Ausdruck (1.129a), d. h. dem Integral
iiber j - A ausgegangen, um den Energieinhalt von magnetischen Feldern
durch das Integral tiber B- H auszudriicken. In (3.30b) treten beide Sor-
ten von Beitrdgen nebeneinander auf. Das ist kein Widerspruch zu den
stationdren Verhiltnissen des Abschnitts 1.8.4: Dort war vorausgesetzt,
dass die Stromdichte j(x) selbst die Quelle des magnetischen Feldes ist.
Hier ist gemeint, dass Maxwell-Felder, die schon vorhanden sind und



3.4 Symmetrien und Noether'sche Erhaltungsgrofien

von anderen Quellen verursacht werden, auf Materie treffen, in der die
duBere Stromdichte flief3t.

3.4 Symmetrien und Noether’sche ErhaltungsgroRen

Dieser Abschnitt behandelt Eichtransformationen und Transformationen
in Raum und Zeit, an den Feldern und dufleren Quellen, unter denen die
Lagrangedichte entweder strikt invariant bleibt oder nur um Eichterme
verdndert wird. Diese Analyse steht in enger Analogie zu den Aussagen
der Abschnitte 3.1.1 und 3.1.2, die fiir mechanische Systeme entwickelt
wurden. Aus der Invarianz der Lagrangedichte — bis auf Eichterme —
unter einparametrigen Gruppen von Transformationen folgt die Existenz
von ErhaltungsgréBen. Das ist die zentrale Aussage des Theorems von
E. Noether.

Das Hamilton’sche Prinzip verwendet das Funktional (3.15a) oder,
etwas anders formuliert, das Funktional

[y ] =/d4x£ (w“%aw“%...) , (3.31)
x

bei dem iiber ein vierdimensionales Volumen X mit der (stiickweise)
glatten Oberfliche 0% in der Raumzeit integriert wird. Dieses Funktio-
nal soll bei Variationen 51/f(i) (x) der Felder, die auf 0% verschwinden,
extremal sein. Eine vorgegebene Transformation, die eine Symmetrie
der durch £ beschriebenen Theorie darstellt, ldsst entweder £ strikt
invariant oder ersetzt £ durch £’ = £ +9,A"(x), d.h. addiert eine
(Vierer-)Divergenz. Ein solcher Zusatzterm wird mittels des Stokes’-
schen Satzes in ein Integral iiber die Oberfliche 90X tiberfiihrt, auf
dem die Variationen der Felder verschwinden sollen. Das bedeutet, dass
L zu denselben Bewegungsgleichungen fiihrt wie «£. Wir illustrieren
diese Aussagen durch einige konkrete, fiir die Maxwell-Theorie wich-
tige Fille.

3.4.1 Invarianz unter einparametrigen Gruppen
Die Lagrangedichte £ (¥ (x), 8M1ﬂ(i) (x)), die einen Satz von Feldern

w(i) (x), i=1,2,..., N beschreibt, sei unter einer einparametrigen li-
nearen Gruppe von Transformationen
YO — @ = (y V). ...y (@) (3.32a)

mit  A*=(y D),y V() =y )

invariant. Fiir « nahe bei Null entstehen Variationen der Felder, die in
« linear sind
‘ . ‘ d
sy =y —y D)= —n* (P, ... .y M) «.
da a=0
(3.32b)
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Man beachte die Ahnlichkeit mit den Entwicklungen (3.6a) und (3.6b).
Auch hier ist die Ableitung von #% nach « bei Null Erzeugende einer
einparametrigen Gruppe von Transformationen.

Die Anderung 8., die sich ergibt wenn jedes der Felder um 8y ®
variiert wird, ldsst sich wie folgt berechnen

acc—XN: sy + M, sy®
- D (3,9 ®) H

_y L oL 0 - ()
- Z{ ay® o (a(aw(i))) } VTt O (; 56w )
(333)

Hier haben wir im ersten Schritt wieder & (Bux/f(i)) = 3,8¢® verwen-
det, im zweiten Schritt haben wir einen neuen Term abgezogen und
wieder hinzu addiert derart, dass zwischen den geschweiften Klam-
mern die linke Seite der Bewegungsgleichungen (3.16) auftritt. Nun
schlieft man folgendermaBlen weiter: Wenn die Lagrangedichte un-
ter (3.32a) bzw. (3.32b) strikt invariant ist und wenn 1//(i) Losung der
Euler-Lagrange-Gleichung (3.16) ist, dann ist folgender Vierervektor er-
halten:

N

AL .
JP) =Y —— sy 9, J%x) =0. (3.34)
; (3 v ®) 8

Die nun folgenden Beispiele zeigen, dass es durchaus berechtigt ist,
die dynamische GroBe (3.34) einen ,,Strom* zu nennen, denn entweder
ist er proportional zum elektrischen Strom oder er ist eine physikalisch
sinnvolle Verallgemeinerung davon.

Schon jetzt sieht man, dass die Voraussetzungen und der Erhaltungs-
satz (3.34) den in Abschn. 3.1.1 behandelten Fall strikter Invarianz der
Lagrangefunktion direkt auf eine Feldtheorie verallgemeinern.

Beispiel 3.4 Komplexes Skalarfeld

Wir greifen noch einmal das Beispiel 3.3 (ohne die duBlere Quelle o(x))
auf, nehmen aber an, dass das Skalarfeld jetzt ein komplexes Feld sei

D(x) = ¢1(x) +iga(x), mit ¢1(x), g2(x) reell.

Die Lagrangefunktion, die dieses Feld ohne Wechselwirkung beschrei-
ben soll, sei dhnlich wie in (3.17a) aufgebaut

%x“’)(cp, 3. P, 0) = %[aﬂcb*(x)a/*@(x) —i2P*()P()] . (3.352)

Hier treten das Feld @ und sein komplex Konjugiertes @* in einer
Weise auf, dass die Lagrangedichte eine reelle Funktion wird. Anders
als im Beispiel 3.3 hat dieses Modell zwei Freiheitsgrade, nimlich die
unabhingigen Felder ¢; und ¢,. Fine wichtige Beobachtung ist die,
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dass man an Stelle dieser beiden reellen Felder genauso gut die Felder
@ und @* unabhingig variieren kann um zu den Bewegungsgleichun-
gen zu gelangen. Tut man dies, so erhidlt man im vorliegenden Fall
der wechselwirkungsfreien Lagrangedichte (3.35a) die Klein-Gordon-
Gleichung (3.17b) ohne duBlere Quelle

(O+x*)@(x) =0

und ihr komplex Konjugiertes.

Die Lagrangedichte (3.35a) ist unter einer sog. Eichtransforma-
tion erster Art oder, etwas geometrischer ausgedriickt, einer globalen
Eichtransformation strikt invariant

D(x) —> 9P(x), DP*(x)— e “P*(x), acR. (3.35b)

Wir benétigen die Transformationsformeln nur in der Nédhe der Identitét.
So ist nach (3.32b)

SP(x) =iad(x), 8P (x) = —iad*(x), (3.35¢)
der gemil (3.34) erhaltene Strom ist hier
N
3L ,
Jrx)y =Y —————sy®
© =2 35007
= he { (0" @* (x))P(x) — * (x) (0" D(x)) } . (3.35d)

Klarerweise ist J*(x) nur bis auf eine multiplikative Konstante defi-
niert. Deshalb kann man daraus ohne Weiteres eine Viererstromdichte
j*(x) machen, die dieselbe Dimension wie eine elektrische Stromdichte
hat. Hat das Feld @ die physikalische Dimension (1/Lénge), so konnte
dies

JH(x) = ecJ" (x)
sein. Die Invarianz der Lagrangedichte (3.35a) unter den Transformati-

onen (3.25b) liefert die Kontinuititsgleichung 9, j*(x) =0 und damit
die Erhaltung der elektrischen Ladung.

3.4.2 Eichtransformationen an der Lagrangedichte
Eine Eichtransformation (2.59), A;l = A, — 9, A(x), ldsst die Lagrange-
dichte (3.28) i. Allg. nicht invariant, sondern @ndert sie wie folgt:
L(AL, 0,AL) = L£(Ar, 3, A7) + %j"“(x)BMA(x) .
Nun kann man aber im Zusatzterm ohne Weiteres
J* ()0, A(x)  durch 9, (j*(x)A(x))

ersetzen, da ja 9, j*(x) =0 gilt. Der Zusatzterm ist dann eine Diver-
genz und gibt im Wirkungsintegral (3.31) nur einen Oberflichenterm
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auf 0X. Da dort die Variationen der Felder verschwinden, dndern die
Bewegungsgleichungen sich nicht. Das ist ein wichtiges Ergebnis:

Der Kopplungsterm j*(x)A, (x) des Strahlungsfeldes an die Materie ist
nur dann eichinvariant, wenn der elektromagnetische Strom j*(x) die
Kontinuitdtsgleichung 0, j* (x) =0 erfiillt.

Verfiigt man aufler der Lagrangedichte (3.28) fiir die Maxwell-Felder
auch iiber eine Lagrangedichte fiir die Materie, so lédsst sich die In-
varianz unter Eichtransformationen noch weiter analysieren. Das nun
folgende Beispiel illustriert, was damit gemeint ist.

Beispiel 3.5 Atome in duReren Feldern

In der Atomphysik werden Elektronen im Rahmen der nichtrelativisti-
schen Quantenmechanik mit Hilfe der Schrodinger-Gleichung beschrie-
ben (s. Band 2). Wir wollen seine Wechselwirkung mit den Maxwell-
Feldern in einem halbklassischen Zugang untersuchen, d.h. in solchen
experimentellen Anordnungen, in denen das Elektron durch &uBere,
klassische (d.h. nichtquantisierte) elektrische und magnetische Felder
beeinflusst wird. Solche Situationen liegen z. B. dann vor, wenn man die
Bahndynamik von Elektronen in Beschleunigern und in Strahlfiihrungs-
systemen studiert.

Wir schreiben den Maxwell-Feldern und dem Elektron je eine La-
grangedichte zu, wobei die Wechselwirkung zwischen dem Elektron und
den Maxwell-Feldern in der Lagrangedichte enthalten sein soll, die die
Schrodinger-Gleichung mit dufleren Feldern liefert, £ = £y + LE, mit

£M=—£EEMMFW@L (3.36a)
L= SB[ y — Gy ] — et DY
——l—({hV——EAU“w]w*)(L%hV——SAapn]w).

2m

(3.36b)

Um sich mit der Lagrangedichte (3.36b) vertraut zu machen, ist es
instruktiv, zundchst das Vektorpotential A gleich Null zu setzen. Mit
e®(t,x) = U(t, x) lautet sie dann

1 e
L = SRV o) = @y W] = U0 = 2 (V97) (V9) -

Variiert man z.B. das konjugiert komplexe Feld ¢*, so muss man die
partiellen Ableitungen von Lg nach ¥*, nach (9;¢¥*) und nach (Vy*)
berechnen:

oL 1.
. wf = Sind Y — U0y .
1 2
oLe _ L, oLy _ Ko,
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Diese Ausdriicke eingesetzt in die Bewegungsgleichung (3.16) (dort mit
v = ™) ergibt

ILE 5, 0Le | _g( 9Le_\_, . hier also
I+ 3(a,v) (V)
2

iha,yr(t, x) — U(t, X)W (t, x) + zh—mmp(z, x)=0.

Dies ist die Schrodinger-Gleichung k0, (t, x) = [(p2/2m)+U(t, x)]
¥(t, x) mit p = —ihV. (Variiert man nach ¥ an Stelle von *, so findet
man auf dieselbe Weise die konjugiert komplexe Schrodinger-Gleichung
fiir ¥*.) Dieselbe Rechnung fiir die Lagrangedichte (3.36b) mit beliebi-
gen Potentialen A und @ ergibt die Bewegungsgleichung

0,9 (t, x) = ﬁ [—ihV — EA(t, x)]2 W(t, x) + e® (1, X)(t, %) .
(3.37)

Ersetzt man wieder —ihV durch p, dann steht auf der rechten Seite
der schon aus der Mechanik bekannte Ausdruck fiir die Hamilton-
funktion eines geladenen Teilchens in dufleren Feldern (s. Band 1,
Abschn. 2.16b)

1 e 2
= [p -aq, x)] Fed(t,x) .

Die Ersetzung
e . . e
p—>p—-A bzw. —ihVi> —ihV—-—-A (3.38)
c c

wird Regel der minimalen Substitution genannt, die Art der Kopplung
an das Strahlungsfeld, die dabei entsteht, heillt minimale Kopplung.

Eine allgemeine Eichtransformation (2.59), an den Potentialen aus-
gefiihrt,

1
D> @ =D ——dx(t,x), Ar>A =A+Vyxtx),  (3.39)
C

dndert Lg und damit £ um Terme, die man wie zu Anfang dieses Un-
terabschnitts behandeln kann. Das wire nichts Neues gegeniiber rein
klassischen Situationen. Wirklich interessant wird der Vergleich aber
dann, wenn man gleichzeitig mit der Eichtransformation (3.39a) an der
Schrodinger’schen Wellenfunktion eine von Zeit und Raum abhingige
Phasentransformation vornimmt

Ut x) > (1, x) = e“CHyr x) (3.39b)

Eine Phasentransformation mit konstanter reeller Phase o wie im Bei-
spiel (3.35b) ldsst alle quantenmechanischen Erwartungswerte und so-
mit alle Obervablen invariant. Das ist die aus der Quantenmechanik
bekannte Aussage, dass nicht die einzelne Wellenfunktion 1, sondern
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der sog. Einheitsstrahl {e'*y} mit @ € R den physikalischen Zustand be-
schreibt. Diese Phasenfaktoren sind Elemente einer Lie-Gruppe U(1),
die durch o (mod 2m) parametrisiert wird und als Erzeugende die Iden-
titdt hat. Was in Gleichung (3.39b) geschieht ist etwas Neues: Dort steht
ein Phasenfaktor, der von einer glatten Funktion «(¢, x) abhingt, eine
Transformation also, die in jedem Punkt (¢, x) der Raumzeit eine eigene
Kopie der eben genannten U(1)[, bereitstellt. Der Unterschied zwischen
den beiden Fillen ist recht anschaulich: Mit der konstanten Phase e'*
transformiert man die Wellenfunktion gleichzeitig und im ganzen Uni-
versum. Ist o dagegen eine Funktion von Zeit und Raum, so kann man
diese Funktion durchaus lokalisiert wahlen, d. h. derart, dass sie nur in
einem vorgebbaren Zeitintervall und in einem endlichen rdumlichen Be-
reich wesentlich von Null verschieden ist.

Die Transformation (3.39b) bedeutet fiir die in der Schrédinger-
Gleichung vorkommenden Zeitableitungen und Gradienten Folgendes

0,9 > i,y = e {id, — (d,0) } v, (3.40a)
VY s VY = 0V 4i(Va) |y, (3.40b)
(die Klammern unterstreichen, wo die Wirkung von d; und von V nach
rechts aufhort). Fiihrt man die Transformationen (3.39a) und (3.39b) in

L, Gleichung (3.36b), gleichzeitig aus, so werden die ersten beiden
Summanden wie folgt ersetzt

1
Eih[iﬁ*'azlﬁ/ — @Y ] = et )Yy’
L.
= Elh[l/f*atw - (3t¢’*)‘ﬂ] - ﬁ(&,a)w*l//
* € *
—eD (1, X)Y* Y + E(a,x)x/f v, (3.40¢)
wihrend man im zweiten Summanden
[—ihV — fA/] "
c
— i) [—ihV —SA+h(Va)- (Vv x)] v (3.40d)
& C
und einen entsprechenden Ausdruck fiir den dazu konjugiert komplexen
Faktor bekommt. Die lokale Phase exp{ix(z, x)} hebt sich in allen An-

teilen von £Lg heraus. Wihlt man auflerdem die Phasenfunktion «(¢, x)
proportional zur Eichfunktion x(¢, x), konkreter setzt man

x( x), (3.41)

e
he
so heben sich der zweite und der vierte Summand auf der rechten
Seite von (3.40c), und ebenso die beiden letzten Summanden auf der
rechten Seite von (3.40d) heraus. Unter der simultanen Transforma-
tion (3.39a), (3.39b) und mit der Relation (3.41) bleibt LE und damit
auch £ = Ly + Lg vollkommen ungedndert!

a(t,x) =
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Es ist jetzt klar geworden, warum man in diesem Fall von lokalen
Eichtransformationen spricht. Die Transformationen (3.39a) und (3.39b),
die simultan an der Schrédinger Wellenfunktion des Elektrons und an
den Potentialen der Maxwell-Felder ausgefiihrt werden, bilden die lo-
kale Eichgruppe U(1). In diesem Sinne ist dies die Eichgruppe der
Maxwell-Theorie.

Bemerkung

Die beiden Typen von Eichtransformationen wurden in der alteren Li-
teratur Eichtransformationen erster (fiir die globalen) bzw. zweiter Art
(fiir die lokalen) genannt. Heute benutzt man eher die in der Differen-
tialgeometrie tibliche Nomenklatur, auch wenn diese nicht immer ganz
einheitlich ist. Die Gruppe der globalen, starren U(1)-Transformationen

G = {e*|ae(0,2m)

wird Strukturgruppe genannt, die Gruppe der lokalen Eichtransformatio-
nen

&= ("W|xeR", a e FRY (mod 21},

mit o aus den glatten Funktionen auf dem Minkowski-Raum, heif3t
Eichgruppe. Auf Englisch spricht man von gauge transformations, die
beiden Gruppen heilen structure group bzw. gauge group. Wie oben ge-
schildert liefert die Eichgruppe eine Kopie der Strukturgruppe an jedem
Punkt x der Raumzeit. Sie tut dies in einer glatten, d. h. differenzierba-
ren Weise.

3.4.3 Invarianz unter Translationen

Hier kehren wir zur urspriinglichen Form des Theorems von Noether zu-
riick. Wir untersuchen die Wirkung einer Translation im Raum und in
der Zeit zuerst fiir eine allgemeine Lagrangedichte

LY@, 9,9Pw), i=12,...,N, (3.42)
die nicht explizit von x abhéngt, danach fiir die Lagrangedichte (3.28)
der Maxwell-Theorie. Unter der Transformation

X — X"V =x"+¢ea" (3.43)
gilt bis zur ersten Ordnung in ¢ (wir unterdriicken den Zusatz +0(2))

VO = O =y atea) =y P+ @, mit

ay®

5 e =¢ea,d"y® . (3.43a)
£

e=0
Fiir die dadurch induzierte Anderung der Lagrangedichte erhilt man
8L =L ("), 0,y () = L (YO ). By ()
oL

T e

31/,(1') —

e = ea,d"L (YD), 3,9 P ). (3.43b)
e=0
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Sind die Felder ¥® Losungen der Bewegungsgleichungen, so ist ge-
mal (3.4.1)

8L =03, (XN: L(.)w(”) . (3.43¢)
= 9 (3.y?)

Zusammen mit dem Ausdruck (3.43b) fiir £ und (3.43a) fiir 8y
schlieBt man auf die Gleichung

N
oL ;
ea, {avi—aﬂ (Z Wavw(l))} :0, bzw.

i=1

Yooar .
eayd, § —g" L+ —= 3y ®@ )t =o0.
e (S
Da die Komponenten des Translationsvektors a beliebig gewihlt werden
konnen, folgt hieraus, dass das Tensorfeld

N . ) 4
Y. — RN VAR I SN Y 0) 0]
s (; 500) " gLy, day™) (3.44)

die vier Erhaltungssitze erfiillt
3, T (D, 8, D) =0. (3.45)

Hier finden sich dasselbe Tensorfeld wie in (3.21) und dieselben Erhal-
tungssitze wie in (3.22) wieder, allerdings in einem tieferen Zusammen-
hang: Die Erhaltungssitze (3.45) folgen aus der Invarianz der durch die
Lagrangedichte (3.42) definierten Theorie unter Translationen (3.43).

Bevor wir den physikalischen Inhalt dieser Erhaltungssitze her-
ausarbeiten, wollen wir dieselbe Analyse fiir den konkreten Fall der
Maxwell-Theorie durchfiihren. Die Lagrangedichte (3.28) ohne Kopp-
lung an duflere Quellen

1
- _ v
L= o Fuv()F™ (x) (3.46a)

sei unter den Translationen (3.43) invariant. Wir variieren die Felder
Ag(x) in folgender Weise:

§As = ea,F" (x) =ca,(3"Ag — 05A") . (3.46b)

In diesem Ansatz ist der erste Term auf der rechten Seite von dersel-
ben Art wie im allgemeinen Fall der Transformation (3.43a). Im zweiten
Term ist eine Eichtransformation mit der Eichfunktion y = (¢a,A") hin-
zugefiigt, was jederzeit zuldssig ist. Der Vorteil dieses Ansatzes ist der,
dass die Variation des Feldes A, von weiteren Eichtransformationen

Ag—> Al = Ay — 05 A(x)
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ungeéndert bleibt. Alle Potentiale aus einer Klasse von eichdquivalenten
Potentialen werden um denselben Anteil variiert.
Die Variation an £ berechnet man wie folgt

0L
8L ZSGUaM WFU .
o

Mit derselben Argumentation wie im allgemeinen Fall erhdlt man die
Gleichungen

oL
eayd 3 —g"'L+——F" 1 =0.
v M{ 8 8(8/;,14(;) 0}
In dieser Gleichung ist die partielle Ableitung von £ nach den abgelei-
teten Feldern

0L 1o

0(0,A,)  4m

Setzt man £ aus (3.46a) ein, so entsteht das Maxwell’sche Tensorfeld
12 1 no v ! 73y of
Ty (x) = - Fro(x) F, (X)+Zg Fop() F*P (x) ¢, (3.47)

indem F_' = go F* = —F"_ ist und das die Erhaltungsssitze

Ty (x)=0, (j*x)=0), (3.47a)

erfiillt, solange keine @uflieren Quellen vorhanden sind. Lisst man zu,
dass die in F"V enthaltenen Felder mit duBleren Quellen j* in Wech-
selwirkung treten, so berechnet man die Divergenz 9, 7*" mit Hilfe der
Maxwell’schen Gleichungen folgendermalien

1 1
Ty (x) = o {BM(FWFO[”) + Za"(FwF“ﬂ)}

1 1
T 4r {( " Fuo) F* + Fuad" (F™) + EFaﬁavFaﬂ}
1 1
— _jaFav+ S_Flwl {[8MFav+8vFMa]+auFav} )

c big
Im ersten Schritt hat man an einigen Stellen Indizes auf konsistente
Weise von oben nach unten und von unten nach oben versetzt und hat
die Ableitungen nach der Kettenregel ausgeschrieben. Insbesondere ist

zu beachten, dass
3" (FapF*P) = —3"(Fop FP™) = —3" Sp(F?)
= —2Sp(F(3"F)) = 2F,pd" F**

ist, was daran liegt, dass die Spur zyklische Eigenschaft hat, d.h.
Sp(F3VF) = Sp((3¥ F)F). Beim Ubergang von der zweiten zur dritten
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Zeile sind die inhomogenen Maxwell’schen Gleichungen eingesetzt wor-
den, der Term 0" F*" wurde zweimal hingeschrieben. Fiir die beiden
Anteile in eckigen Klammern verwendet man die homogenen Maxwell’-
schen Gleichungen und ersetzt sie somit durch —9* F** = 9% F*V. Den
Quellterm ju F*V = — j, F*® bringt man auf die linke Seite; auf der rechten
bleibt dann noch

Fug {0"F* +0“F1}

ein Anteil, der gleich Null ist, weil der Ausdruck in den geschweif-
ten Klammern unter p <> o symmetrisch ist und mit dem in denselben
Indizes antisymmetrischen F),, verjiingt wird. Es bleibt die wichtige Bi-
lanzgleichung

Ty (x)+ %FW (x)ja(x) =0. (3.47b)

Ist ju(x) =0, so ist das Maxwell’sche Tensorfeld Tl\’flv erhalten, ist dem

nicht so, so beschreibt der zweite Term auf der linken Seite von (3.47b) den

Austausch von Energie und Impuls zwischen Strahlungsfeld und Materie.

Diesen Fragen der Interpretation ist der nichste Abschnitt gewidmet.
Tensorfeldes (3.47) ab:

(i) Das Tensorfeld Tﬁv(x) ist symmetrisch. Wenn man die Feldstdrken
durch Potentiale darstellt, ist es invariant unter Eichtransformatio-
nen an diesen;

(ii) Mit g,,,g"" =4 ist die Spur von (3.47) gleich Null,

1 1
Sp Ty () = guv Ty (x) = 4 {F%Fau + Z4Fa/3Faﬂ} =0.
(3.48)

Das Maxwell’sche Tensorfeld ohne duflere Quellen ist ein symmetri-
sches und spurloses Tensorfeld zweiter Stufe.

3.4.4 Interpretation der Erhaltungssitze

Wie schon dort betont gehort das Tensorfeld (3.47) zur Maxwell-
Theorie im Vakuum, wo zwischen E und D, ebenso wie zwischen B
und H kein physikalisch wesentlicher Unterschied besteht. (Bei Ver-
wendung Gauf3’scher Einheiten sind sie paarweise gleich zu setzen.)
Wenn wir zunidchst noch bei diesem Fall bleiben, aber dennoch die
Bilanzgleichung (3.47b) verwenden, dann steht im Hintergrund ein sto-
rungstheoretisches Bild: Das im Vakuum vorgegebene Strahlungsfeld
trifft auf Ladungen und Strome von einzelnen Teilchen oder von lo-
kalisierten Ladungs- und Stromdichten, die so beschaffen sind, dass
die Wechselwirkung zwischen ihnen und den Maxwell-Feldern wie eine
Storung behandelt werden kann. Maxwell-Felder einerseits und Materie
andererseits tauschen zwar Energie und Impuls iiber die Bilanzglei-
chung (3.47b) aus, die Riickwirkung auf die vorgegebenen Felder bleibt
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aber klein. Dieses Bild ist die Basis fiir die quantisierte Version der
Theorie, die Quantenelektrodynamik (s. Band 4), in der man die Wech-
selwirkung der urspriinglich freien, quantisierten Maxwell-Felder mit
Elektronen oder anderen geladenen Elementarteilchen beschreibt.

Erst in einem zweiten Schritt betrachten wir elektromagnetische
Felder in Materie, indem wir den Ausdruck (3.47) entsprechend verall-
gemeinern.

a) Maxwell-Tensorfeld im Vakuum

Die physikalische Deutung des Tensorfeldes (3.47) wird wesentlich
klarer, wenn man einem Experimentator folgt, der elektrische und ma-
gnetische Felder misst und damit eine Klasse von Bezugssystemen
auszeichnet, in denen die Aufteilung von R* in Zeitachse R, und drei-
dimensionalen Raum R3 festliegt. Mit gH" gnv =8 ist

1 1
(Tu@)', = o {FW () Fy () + 58 Fap () 7 (x)}

und mit den expliziten Darstellungen (2.46) und (2.69a) ist der erste
Term der rechten Seite das Produkt der 4 x 4-Matrizen

0 —E! —E? —E3 o E' E* E3

1 _p3 p2 il _p3 2

Fo_ E2 03 B3> B N wnaF = E2 03 B3 B 1
E2 B3 0 -B —E? B3 0 -B

E? —-B2 B! 0 —E3 —-B2 B! 0

Der zweite Term ist die Einheitsmatrix, die mit Fo,ﬂF‘)"3 /4 multipli-
ziert wird, ein Term, den wir schon in (3.25a) berechnet hatten. Damit
ergeben sich fiir die einzelnen Komponenten von (Ty)", folgende Funk-
tionen des elektrischen und des magnetischen Feldes

1
(Tw)’ = g{E%BZ} = u(t,x) (3.492)
1 ; .
(Tw)'y ==~ (Ex B) = —cP'(t,x), (3.49b)
, 1 P

(Tw)' o = +E(E x B)' =: ZSl (t,x), (3.49¢)
1 . 1

(Tw; = yo [EkE’ + BB — 55’“ (E2+Bz)] . (3.49d)
JT

Die Bezeichnungen auf den rechten Seiten haben folgende Bedeutung:
Wenn die in Abschn. 1.8.4 erhaltenen Ausdriicke auch fiir zeitabhin-
gige Felder richtig sind — und dies ist der Fall —, dann ist u(z, x)
die Energiedichte. Der Vektor P = (P!, P?, P?)T wird als Impulsdichte
interpretiert. Der Vektor S stellt sich als Flussdichte der Energie heraus
und wird Poynting’scher Vektor genannt. Die Raum-Raumkomponenten
(TM)ki bilden den sog. Maxwell’schen Spannungstensor.
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Die Bilanzgleichung (3.47b), etwas umgeschrieben, lautet

1
8M(TM(X))MU + ;Fua(x)ja(X) =0

und ergibt zusammen mit den Zerlegungen nach Raum- und Zeitkoor-
dinaten

1
Oy = {—al, V} und ¢ = {co(t, %), j(t,x)}
C
fiir v =0 die Gleichung

%u(r, x)+V-St,x)+Etx)-jt,x)=0. (3.50)

Diese Gleichung verkniipft die zeitliche Zu- oder Abnahme der Ener-

giedichte und die Divergenz des Flussfeldes S(¢, x) mit der Arbeit pro

Zeit- und pro Volumeneinheit, die von den elektromagnetischen Feldern
an den Quellen geleistet wird. Das Vektorfeld

S(t,x) = —E(t.%) x H(, %) (3.51)

T

wird Poynting’sches Vektorfeld genannt, die Bilanzgleichung (3.50) wird

oft als Poynting’sches Theorem umschrieben. Wenn man iiber ein end-

liches Volumen V mit stiickweise glatter Oberflache 0V integriert, dann

ist
9 d d
/f/ dx 5u(l,x):af// d3xu(t,x):EWFeld
\%4 \%

die Anderung des Energieinhalts der Felder, wihrend

/ / / Bx E(t,x)-jt, x) = %Wmech
\%

die Anderung der mechanischen Energie der im Volumen vorhande-
nen Teilchen darstellt. Das Volumenintegral iiber die Divergenz von
S(t,x) wird zum Flidchenintegral iiber 0V, so dass die integrale Form
von (3.50) so lautet

d

E(WFeld + Wmech) = // do - S(t,x) ,
aV

mit do dem Flichenelement und 7 der nach auBen gerichteten Fli-
chennormalen. Diese Relation zwischen der zeitlichen Anderung der
gesamten Energie und dem Oberflichenintegral der rechten Seite zeigt,
dass das Vektorfeld S(#, x) in der Tat den Energiefluss beschreibt.

Die Raumkomponenten der Bilanzgleichung (3.47b) geben mit v =i

0

3
S , 1
—— P+ — Y VK| EFE + BB — 5% (E* + B?
P +47Tk§—1 [ + 58" (E°+ BY)

—EiQ—%(jXB)iZO.



3.4 Symmetrien und Noether'sche Erhaltungsgrofien

Schreibt man dies etwas um und verwendet die Raum-Raumkomponen-
ten des Maxwell’schen Tensors, so nimmt diese Gleichung einer leichter
zu interpretierende Form an:

; 3
. 1 ;i OP' .
o(t, X)E' (t, )+ = (j (1, ) x B(t, %)) + —— = > o (Tw)*; =0.
c ot =
(3.52)
Die ersten beiden Terme erinnern an die Lorentz-Kraft: die hier auftre-
tende Kraftdichte, die man Lorentz-Kraftdichte nennen mag, ist gleich

der zeitlichen Anderung der Impulsdichte. Zusammen mit dem dritten
Term steht hier somit

5 .
E(Prlnech + Pll:eld) :

Der letzte Term von (3.52) wird verstidndlich, wenn man auch hier die
integrale Form dieser Bilanzgleichung betrachtet: Man integriert wieder
tiber ein endliches Volumen V, dessen Oberfliche dV (stiickweise) glatt
ist und erhélt mit dem Gauf3’schen Satz

3 3
Z/// d*x o (1), =// do > (Tw)in* .
k=177 v k=1
Der Integrand stellt den Fluss der i-ten Komponente des Impulses pro
Einheitsfliche auf dV dar, d.h. die Kraft pro Flicheneinheit, die auf
Teilchen und Felder in V wirkt. Dies ist der sog. Strahlungsdruck.

b) Maxwell-Tensorfeld in Materie

Studiert man die Maxwell-Felder innerhalb von elektrisch und magne-
tisch polarisierbarer Materie, dann werden die Zusammenhinge deutlich
komplizierter. Streng genommen kann man die Frage, wie die Impuls-
dichte, der Energiefluss und der Spannungstensor in diesen Fillen zu
berechnen sind, erst dann beantworten, wenn ein konkretes Modell fiir
das Stiick kondensierter Materie vorliegt, das man betrachtet. Im ein-
fachsten Fall mit linearen, konstanten Zusammenhéngen

D=¢E, B=uH

zwischen den Feldern, wie wir sie in Abschn. 1.6.2 und 1.6.3 studiert
haben, kann man versuchen zu erraten, wie das Tensorfeld (3.47) aus-
sieht.

Man schaut sich noch einmal die einzelnen Schritte der Ableitung
der Bilanzgleichung (3.47b) an und achtet besonders darauf, an welcher
Stelle man die inhomogenen, an welcher man die homogenen Max-
well’schen Gleichungen benutzt hat. Auflerdem sieht man leicht, dass
das bei der Ableitung der Spur benutzte Argument auch hier gilt, so-
lange, wie vorausgesetzt, die Zusammenhinge zwischen den Feldern D
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und E bzw. B und H linear und konstant sind,
3" (FapFP) = 0" (FopF™) = —0"(E-D+B-H) = Fopd" F*F .

Das Tensorfeld (3.47) kann somit durch folgendes, aus beiden Typen
von Feldern zusammengesetztes Tensorfeld ersetzt werden

T (x) = % {}"’w(x)Fo”(x) 4F %g””?aﬁ(x)F"‘ﬂ(x)} , (3.53)

Arbeitet man die einzelnen Komponenten hiervon wie in (3.49a)-
(3.49d) aus, so erhilt man

1 1
t,x)=—1E-D+H-B) = —¢E*+ uH?) , 3.54
u(t,x) = —{E-D+H-B} = —{eE"+nH"} (3.54a)

1 1
P(t,x)=—DxB=—¢cuExH, (3.54b)
47c dmc
St.x)=—ExH, (3.54¢)
47
1 A 1,
T (t, x) = — EXET — — sk E? H'HI — —s5ig? )} .
j (%) 47 {8( 2 tH 2
(3.54d)

Die Gleichungen (3.50) und (3.52) und ihre Interpretation bleiben un-
verandert giiltig.

Mit der Interpretation von P in (3.54b) als Impulsdichte leuchtet unmit-
telbar ein, dass

b _
{:= 4nch(DXB)_4nch(EXH) (3.55)

als Drehimpulsdichte des Strahlungsfeldes gedeutet werden kann.

3.5 Wellengleichung und Green-Funktionen

In diesem und im folgenden Abschnitt erarbeiten wir einige allgemeine
Losungsmethoden fiir die Wellengleichung und untersuchen, wie sich
die kausale Struktur der Minkowski-Raumzeit in den Ldsungen wi-
derspiegelt. Konkrete, exemplarische Anwendungen in der Optik und
ausgewihlte Wellenlosungen werden im nichsten Kapitel behandelt.
Verwendet man Potentiale zur Beschreibung des Tensorfeldes F*¥(x),

FM(x) =0"A"(x) —3"A*(x) ,

und unterwirft diese der Lorenz-Bedingung (2.61), so vereinfacht sich
die Differentialgleichung (2.60) zur inhomogenen Wellengleichung

OA*(x) = 4TJTj”(x) , (3.56)



3.5 Wellengleichung und Green-Funktionen

in der die Stromdichte j (in der sich die Materie manifestiert) als Quell-
term auftritt. Bei gegebener Aufteilung in Zeitachse und Raum, d. h. in
einer speziellen Klasse von Bezugssystemen ist

j=(cot, %), jt, %), A= (ot x), A1),

STEP VR SR SN
IR 22 ’
Die Wellengleichung (3.56) hat somit die allgemeine Form
Ov(x) =4nF(x), (3.57a)

worin ¥(x) eine FeldgroBe ist, d. h. im Falle der Gleichung (3.56) eine
Komponente von A oder eine Komponente eines der physikalischen Fel-
der, und F(x) ein Quellterm.

3.5.1 Lésungen in nichtkovarianter Form

Nichtkovariant geschrieben lautet die inhomogene Wellengleichung

192
(Ax — c_zﬁ> U(t,x) = —4nF(t, x) . (3.57b)
Eine Standardmethode diese Gleichung zu 16sen besteht darin, sie einer
Fourier-Transformation zu unterwerfen und damit zu einer algebra-
ischen Gleichung zu machen, die sich elementar 16sen ldsst. Man macht
den Ansatz’

T
Ut x) = —— f do U (w, x)e " (3.58a)
«/271_00
+o00
F(t,x) = dw F(w, x)e " | (3.58b)

=/
21
—0o0
Die Fourier-Transformation wird also in der Zeitvariablen ¢ ausgefiihrt
und es wird nach den Basisfunktionen
efiwt
N2

entwickelt, die in folgendem Sinn orthogonal und vollstdndig sind:

p(w, 1) =

+00
/ dt o*(w, He(e', f) = 8(w— ')  (Orthogonalitiit) , (3.59a)
—00

“+00

/ dw ¢™(w, Hp(w, 1) =8t —1') (Vollstindigkeitsrelation) .

—00

(3.59b)

7 Wir folgen der oft verwendeten Kon-
vention, indem wir die Fourier-Kompo-
nenten mit der ,,Tilde* kennzeichnen.
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Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Umkehrformeln zu (3.58a) und
zu (3.58b) angeben. Diese lauten

T
U(w,x) = —— / dr w(t, x) e (3.60a)
«/271_00
400
F(w,x) = dt F(t, x)e" . (3.60b)

=

Die Differentialgleichung (3.57b) wird in Fourier-transformierter Form
zu einer in der Zeit algebraischen Gleichung, die Wirkung der zweiten
partiellen Ableitung nach der Zeit wird zur Multiplikation mit (w/c),

[A+i2)}F (0, x) = —47 F(w,x), mit k=", (3.61)
C

Die Differentialgleichung (3.61), die wir inhomogene Helmholtz-Glei-
chung nennen, 16st man mit der Methode der Green-Funktionen in
direkter Analogie zu Abschn.1.7.1, (1.81) und (1.83). Dies bedeutet
hier, dass eine Distribution G (x, x") gefunden werden soll, die Losung
von

(Ax +K*)Gi(x, x') = 8(x —x) (3.62a)
ist. Hat man diese konstruiert, so kann man daraus eine Green-Funktion
G(t,x; t', x) herleiten, die Losung der urspriinglichen Differentialglei-
chung

1 92
Ar——— |Gt x; 7, x) =8(x —x)(1t —1)) (3.62b)
c2 or?

ist. Wir fiihren dieses Programm in zwei Schritten aus:

a) Green-Funktion der Helmholtz-Gleichung

Ohne besondere Randbedingungen, die die Translations- und die Rota-
tionsinvarianz storen, kann G (x, x’) nur von der Differenz r := (x —x’)
abhédngen und muss in der Variablen r kugelsymmetrisch sein,

Gr(x,x)=Gr(r) mit r:= |x —x’| )

Setzt man dies in (3.61) ein und verwendet die Darstellung des Laplace-
Operators in sphirischen Kugelkoordinaten, so reduziert diese sich auf
eine gewohnliche Differentialgleichung in der Variablen r,

1d < ,d Gy

S W>+k2c;k=5(r), wobei (3.61a)

2 2
1d (rzdf(r)):d f(r)+%df(r):1d

(rf(r)) .

2dr dr dr? r dr rdr?
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Solange r # 0 ist, bleibt somit die homogene Differentialgleichung

2
a4 (rGi(r)) +K*(rGr(r) =0,

dr?
deren allgemeine Losung man leicht angeben kann:
rGr(r) =are™ +a_e * | mit areR.

Fiir » — 0 und fiir festen Wert von k wird das Produkt kr < 1. Die
Radialgleichung (3.61a) geht dabei in den Radialanteil der Poisson-
Gleichung iiber, deren Losung wir schon aus (1.83) kennen,
lim Gy(r) L1
im r)=——-.
kr<1 k 4 r
Setzt man diese beiden Ergebnisse zusammen und ersetzt wieder r
durch [x —x’|, so folgt die gesuchte Losung von (3.61a):
Gi (jJx—x'|) = a+G,(<+) (|« —x']) +a,G,(€_) (|« —x]) . (3.63a)
mit ay+a_=1,

N 1 e:l:ik|xfx’\
G (|x—x]) = (3.63b)

4 |x—x'|

b) Green-Funktion der vollen Wellengleichung

Mit Hilfe des Ergebnisses (3.63a), (3.63b) und zweimaliger Fourier-
Transformation findet man die entsprechenden Green-Funktionen fiir
(3.62b). Transformiert man beziiglich der Variablen ¢, d. h. setzt man

| +o00
— / do G(w, x; ', x')e @ | (3.64a)
\/ZN_OO

so wird die linke Seite von (3.62b)

Gt,x,t',x)=

“+00

132 /o 1 21~ /I a—iwt

<Ax_c—2ﬁ>G(t’x,[’x)—_2n’ /dw[Ax+k ]G(a)vx’tvx)e ’
—00

wihrend auf der rechten Seite von (3.62b) die §-Distribution in (t —t')
durch eine Integraldarstellung ersetzt werden kann,

+00
1 o
S(x—x)8(t—1) = 8(x —x) o / dw e @t=1) (3.64b)
JT
— 00

Hieraus folgt eine Differentialgleichung fiir G,

~ 1 Ly
(Ac+K)G(w, x; 1, x') = ——=8(x —x) ",
T

V2r
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8 Das Wort stammt vom franzosischen
le retard, die Verspitung, und beschreibt
das Gegenteil von avanciert, das von
avancer, vorgehen, abgeleitet ist.

fiir die man die Basislosungen (3.63b) von (3.62a) einsetzen kann,

é(i)(w, x; ', x') = Leiwt/G,((jE) (|x—x/|) , (w=kc).

V2

In einem letzten Schritt macht man die Fourier-Transformation in (3.64a)
wieder riickgéngig,

+00
1 ~1
GH (1, x, t/,x/)z—/da)—exp i[—o— =2 [x-¥],
2w 4|x — x| c

wobei k wieder durch w/c ersetzt wurde. Das Integral {iber w ist leicht
anzugeben:

1 +(X:1 . / 1 / =5 ,:l:l /
E/ wexp{—1w|i(t—t)q:;|x—x\:|}_ (t—[t E\x—xu).

Damit erhilt man zuletzt die gesuchten Green-Funktionen fiir (3.62b)

1

P xt ) =————
4|x —x/|

S(r—[f+1x—x]]) . (3.65)

Losungen der inhomogenen Wellengleichung (3.57b), von der wir aus-
gegangen waren, lauten somit

+00
v (1, x) = —4n / dr’ / f / S GE (1, x; ¢, x) F(i',x') . (3.66)
—0oQ0

Ihre physikalische Deutung ist an diesen Formeln abzulesen. Wir be-
trachten nacheinander

¢) Die retardierte Green-Funktion GV

Hier erzwingt die §-Distribution die Relation

/

t=t’—|—l|x—x'| , dh t>1.
Cc

Das Signal, das von der Quelle am Ort x’ zur Zeit ¢’ ausgeht, liuft mit
Lichtgeschwindigkeit zum Beobachter am Ort x und erreicht diesen zur
Zeit

t =1+ (Laufzeit des Signals von x’ nach x) .

Diese Green-Funktion beschreibt den intuitiv einleuchtenden Kausalzu-
sammenhang zwischen Ursache und Wirkung, das Signal erreicht den
Beobachter mit der richtigen, kausalen Retardierung® wie in Abb. 3.2
skizziert. Die Distribution G wird retardierte Green-Funktion ge-
nannt.
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Es moge F(¢', x") eine in Raum und Zeit lokalisierte Quelle beschrei-
ben. Dies bedeutet insbesondere in der Zeitvariablen, dass die Quelle,
die in Abb. 3.2 eingezeichnet ist, fiir alle ¢ < 0 und fiir ' > T'> 0 nicht
vorhanden ist, vgl. Abb.3.3. Wenn zur Zeit t = —oo bereits ein gewis-
ser Anfangszustand ¥, (—o0, x) vorlag (,,in*“ fiir incoming), d.h. eine
Losung der zu (3.57b) gehorenden homogenen Wellengleichung, dann
lautet die vollstindige Losung von (3.57b)

+o00
U(t, x) = Win (1, x) — 47 / dr’ / / f ExX G, x: ¢, xXYF(, x) .
— 00

(3.67)

Es ist zwar schon lange bevor die Quelle funkt ein einlaufendes Signal
vorhanden, die Quelle liefert aber zusétzliche Beitrdge nur dann, wenn ¢
gleich ¢/ + |x —x’|/c ist. Sie trigt zum Gesamtfeld ¥ nur auf retardierte
Weise, d.h. kausal bei.

d) Die avancierte Green-Funktion G(~)

Hier ist t =t — |[x —x'|/c, die Zeit, zu der der Beobachter etwas wahr-
nimmt, frither als die Zeit, zu der die Quelle gefunkt hat, die Quellenzeit
¢’ ist mit der Beobachterzeit ¢ kausal verkniipft, aber nicht 7 mit . Den-
noch besteht kein Grund, die avancierte Distribution G~ einfach auBer
Acht zu lassen. Die Losung (3.67) gibt auch schon den Schliissel zur
Erkldrung dieses scheinbaren Widerspruchs: Es kann nidmlich sein, dass
nicht das einlaufende Feld, sondern die auslaufende Losung Wy (,,out*
fiir englisch outgoing) gegeben ist, die sich zur Zeit t — 400 einstellt.
Die vollstindige Losung von (3.57b) muss in diesem Fall so aussehen:

+00
U(t, x) = You (1, x) — 4 / dr’ / f / &ExX GO x: !, X)F(A X)) .
—00

(3.68)

Die Distribution G~ sorgt dafiir, dass wenn immer 7 # ¢’ — [x —x'|/c
ist, kein Beitrag von der Quelle kommt. Das bedeutet insbesondere, dass
das Feld ¥ keine weiteren Beitrdge mehr erhilt, wenn die Quelle bereits
abgeschaltet wurde. Alle solchen Beitréige sind schon in W, enthalten.

3.5.2 Losungen der Wellengleichung in kovarianter Form

Den Weg iiber die explizite, nichtkovariante Form der Gleichungen
haben wir im vorangehenden Abschnitt genommen, um die kausale
Struktur der Verbindung zwischen Quelle und Beobachtung deutlich zu
machen. Selbstverstindlich kann man die Differentialgleichung (3.57a)
von vornherein in manifest Lorentz-kovarianter Form behandeln und
entsprechende Green-Funktionen bestimmen. Dies ist der Inhalt dieses
Abschnitts.

(Detektor)
(tX)

(Quelle)

Abb. 3.2. Ein Signal, das zur Zeit ' am
Ort x’ entsteht, verursacht zur Zeit ¢
eine beobachtbare Wirkung im Detektor
am Ort x. Verwendet man die retar-
dierte Green-Funktion GV, dann wird
die Kausalitdt respektiert: 7 ist spiter
als ¢ und r—1' ist die richtige Laufzeit
von der Quelle zum Detektor

F(t'x")

>

0 T t

Abb.3.3. Das Signal der Quelle, iiber
der Zeit aufgetragen, ist nur in einem
endlichen Intervall (0, 7) der t-Achse
aktiv. Vorher und nachher schweigt die
Quelle
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Im k°

—y+ie x+ie
° °

Re k°

Im k°

’.
—x—ie

b

Abb.3.4. (a) Lage der Pole des Inte-
granden von G(z) bei Wahl des obe-
ren Vorzeichens in (3.72); (b) Lage der
Pole bei Wahl des unteren Vorzeichens
in (3.72)

9 Man beachte, dass hier im Vergleich
zu (3.62b) ein anderes Vorzeichen auf
der rechten Seite gewihlt ist. Diese
‘Wabhl dndert das Vorzeichen der entspre-
chenden Green-Funktionen, beschrinkt
aber die Allgemeinheit der Methode
nicht.

Wir suchen Distributionen G(x, x’), die der Differentialgleichung9
0,G(x, x') = 8% (x —x) (3.69)

geniigen. Ohne besondere Randbedingungen hingt G (x, x") nur von der
Differenz z := x —x’ ab, so dass die Gleichung

0G(z) =8¥(2) (3.69a)

zu 16sen bleibt. Auch hier bietet es sich an, zur Fourier-Transformierten
tiberzugehen, dieses Mal aber gleich in allen vier Variablen, so dass die
partielle Differentialgleichung (3.69a) in einem einzigen Schritt zu einer
rein algebraischen Gleichung wird. _

Wir bezeichnen die Fourier-Transformierte von G(z) mit G (k) , nor-
mieren diese aber etwas anders als in den Formeln (3.58a) und (3.58b),

_ 41 5y a—ikz)
G(z) = (2n)4/d kG(k)e .

Dabei ist (kz) = k920 —k-z, k ist ein Wellenzahlvektor, iiber dessen vier
unabhingige Komponenten integriert wird (das Vierfachintegral haben
wir der Ubersichtlichkeit halber nur mit einem Integralzeichen notiert).
Setzt man diesen Ansatz in (3.69a) ein und benutzt die Darstellung

1 .
59z ———/d4k -ika)
@) 2m)4 ©

fiir die §-Distribution, so folgert man

(27‘[)4DG(Z) = / d4k e*i(kl) (_k2)5(k) — / d4k e*i(kz) und

(3.70)

G(k) = - (3.71)
Die Green-Funktion als Funktion von z berechnet man aus (3.70) wie
folgt

G()=—— / dHk o ik

(2 )4 k2
—ik0z0
— d3 kO ik-z
(27T)4 / ./ (k0)2 —k2

Es sei « := |k|. Der Integrationsweg der Variablen ko lauft durch die bei-
den Pole des Integranden bei k° = k und bei k* = —«. Um dem Integral
einen wohldefinierten Wert zu geben, muss man diesen Integrationsweg
so deformieren, dass die Pole oberhalb oder unterhalb davon zu lie-
gen kommen. Je nachdem wie man deformiert, erhélt man verschiedene
Green-Funktionen. Aquivalent dazu ist es natiirlich, die Pole selbst ein
wenig von der reellen Achse wegzunehmen, den Integrationsweg aber
zu lassen wie er ist. Zum Beispiel kann man folgende Wahl treffen

1 1 1
®2 =2 WOFie)—x2 (K0 — (i £ie)) (kO + (i Fie))
mit & — 0T . (3.72)
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Je nach Wahl der Vorzeichen in (3.72) und Abb. 3.4 erhilt man andere
Green-Funktionen. Die Wahl des oberen Vorzeichens in (3.72) liefert
die avancierte, die Wahl des unteren Vorzeichens die retardierte Green-
Funktion. Wir priifen dies im Fall der retardierten Funktion nach:

Klarerweise, da ¢ ja nur eine sehr kleine Hilfsgrofe ist, die iiber po-
sitive Werte nach Null streben soll, hat der Integrand (KO +ig)? —x?)~1
denselben Effekt wie ((k?)2 —«2+1ie)~!, man muss also konkret das
folgende Integral berechnen,

oo o ik20 TR o ik2
/dko—.: lim fdko—..
(k0)2 —k2+ie  R—oo (k0)2 — k2 +ie
—00 —R

Wenn z¥ negativ ist, erginzt man den Abschnitt [—R, +R] der re-
ellen Achse durch den Halbkreis in der oberen Halbebene Im k° > 0,
der in Abb. 3.5a eingezeichnet ist. Der Beitrag des Integranden égeht mit
R — oo wegen der abklingenden Exponentialfunktion e~™ K 2’ nach
Null, so dass das gesuchte Integral gleich dem Integral iiber den ge-
schlossenen Weg der Abb. 3.5a ist. Dieses Integral ist aber aufgrund des
Cauchy’schen Integralsatzes gleich Null, da im eingeschlossenen Gebiet
keine Pole erster Ordnung liegen. Im k°

Fiir positive Werte von z° erginzt man das Intervall durch den
in Abb. 3.5b gezeichneten Halbkreis in der unteren Halbebene. Das ge-
suchte Integral ist gleich dem Integral iiber den dann geschlossenen
Weg und damit gleich —27i1 mal der Summe der Residuen der ein- .
geschlossenen Pole erster Ordnung (das Minuszeichen stammt von der > > Re k
Orientierung des Weges). Im Grenziibergang ¢ — 07 ist somit

+O<:1k0 e—ikozo o e—i/czo N eikzo 2T . ( ()) °
- 27 =—""sin
(k9)2 — k2 +ie 2k —2K K ke 0

" >0).

Die Bedingung, dass das Integral nur dann von Null verschieden ist, R R
wenn z° positiv ist, beriicksichtigt man durch die Heaviside’sche Stu- 5 e |Re K°
fenfunktion ©(z"). Verwendet man im R} sphirische Kugelkoordinaten,
SO ist

o]

+1
. 1 0
o") / d(cos6) |2 dic el eos? sin(xz”) i
-1

Gret(z) =

(2m)? K

0
Abb.3.5. (a) Bei 7' <0 wird das Ge-

o
0 ) . 0 radenstick [—R,+R] der reellen k°-
O(z") / die sin(kr) sin(xkz") . Achse mittels eines Halbkreises in der
0 oberen Halbebene zu einem geschlose-
nen Weg erginzt: (b) bei z¥ > 0 fiigt
Das Integral iiber « enthilt einen in dieser Variablen geraden Integran- man einen Halbkreis in der unteren
den und kann daher auf das Intervall (—oo, 400) ausgedehnt werden Halbebene an

r(2m)?2
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und ist gleich

| +o00 . too
2 2 (2i)2
o J

Da aber z” > 0 sein muss und » immer positiv ist, trigt hiervon nur
der zweite Term bei und ist gleich (/ 2)8(z° —r). Es folgt

1
Gret(2) = O —8(" — 1), (3.73a)
4mr
bzw. wenn man wieder z = x — x’ einsetzt,

1
Gret(x, x) = (" —x' ) ———5(x" ="~ |x—x/[) . (3.73b)
4r|x — x|

0 0

Diese Distribution ist nur dann von Null verschieden, wenn x" > x’
und x0 = x’04 |x —x/| ist. Dies ist in der Tat die retardierte Green-
Funktion. Sie ldsst sich auch manifest Lorentz-invariant schreiben, wenn
man die bekannte Gleichung
1
8(a® —b*) = Sy l8a+b)+8@—b)

benutzt, dank derer mit z = x — x’ folgendes gilt

8@ =8 =) =8 =) = %{S(ZO —1)+6G"+n)} .

Da die Stufenfunktion in Gye(x, x’) nur positive Werte von =

x0 — x’0 zuldsst, kann nur der erste Term dieser Formel zur Green-

Funktion beitragen und es folgt

Gret(x, x') = %@(XO —x'08((x—x)?). (3.74a)

Man bestitigt in analoger Weise, dass die avancierte Green-Funktion
durch dieselbe Formel gegeben ist, wenn man nur x% und x'9 vertauscht,

Gay(x,x') = %@(x’o —x958((x —x")?) . (3.74b)

Bemerkungen

1. Die retardierte Green-Funktion Gyei(z) ist nur auf dem Vorwirts-
kegel im Raum der z° und z, der in Abb.3.6a eingezeichnet ist,
von Null verschieden. Da die eigentlichen, orthochronen Lorentz-
Transformationen A € Ll den Lichtkegel als Ganzes invariant las-
sen, ist die Fallunterscheidung zwischen 2>>0und ° <0, multipli-
ziert mit 8(z%), unabhingig vom gewihlten Bezugssystem. Obwohl
die Stufenfunktion die Zeitkoordinate auszeichnet, ist die retardierte



Green-Funktion (3.74a) invariant. So ist die Wirkung einer Spezi-
ellen Lorentz-Transformation zum Beispiel mit z! = z°

0=y — gz =1 -p)2°.
Da aber immer 1 —f > 0 gilt, ist stets sign z’% = sign z°.
2. Die avancierte Green-Funktion (3.74b), die man mit der Wahl des
oberen Vorzeichens in (3.72) erhilt, hat als Trdger nur den Riick-
wirtskegel der Abb. 3.6b. Auch diese Green-Funktion ist unter allen
A e Ll invariant.

3.6 Abstrahlung einer beschleunigten Ladung

Ein elektrisch geladenes Teilchen, das im rdumlichen Bezugssystem
K die Bahnkurve r(#) durchlduft, erzeugt aufler der punktformigen
Ladungsdichte o(z, x) eine Stromdichte j(z, x), die zu seiner Geschwin-
digkeit proportional ist. Dabei sind diese Groflen durch folgende, syste-
mabhingige Ausdriicke gegeben

3.6 Abstrahlung einer beschleunigten Ladung
A 0
'z
a
A ZO
z
>
b

o(t,x) =8V (x—r (), (3.75a)
Jjt,x) =ev()s® x—r(). (3.75b)

Hierbei ist e die (Lorentz-invariante) Ladung des Teilchens, v(f) =7 (¢)
seine momentane, raumliche Geschwindigkeit.

Die Auswahl eines festen Bezugssystems bedeutet nicht, dass die
Lorentz-Kovarianz gebrochen wiirde, sondern stellt nur das dar, was ein
gegebener Beobachter in seinem Bezugssystem sieht bzw. misst. Die
Ausdriicke (3.75a) und (3.75b) lassen sich genauso gut in kovarianter
und damit vom Bezugssystem unabhingiger Weise als

j4x)=ec f do u®(0)8“ (x —r(0)) (3.76)

schreiben, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit, o die (Lorentz-invariante)
Eigenzeit, x ein Raum-Zeitpunkt und r(o) = {r“ (o)} die Weltlinie
des Teilchens ist. Der Lorentz-Vektor u(c) =dr/do ist die Vierer-
Geschwindigkeit des Teilchens. Da auf der rechten Seite von (3.76) iiber
die Eigenzeit und eine Lorentz-invariante §-Distribution integriert wird,
tibernimmt die Stromdichte j(x) den (Lorentz-)Vektorcharakter der Ge-
schwindigkeit u.

Zeigen wir zundchst, dass die kovariante Formel (3.76) im Bezugs-
system K wirklich darstellt, was in den Gleichungen (3.75a) und (3.75b)
physikalisch ausgesagt wird. Bezeichnet s die zu o gehodrende Ko-
ordinatenzeit, die der Beobachter in K auf seiner Uhr abliest, so ist
do = ds/y, Bahnkurve und Geschwindigkeit des Teilchens haben die
Zerlegung

r(o) = (cs,r(s))T ,
u(o) = (cy, yv(s))T .

Abb.3.6. (a) Die retardierte Green-
Funktion ist nur auf dem Vorwirts-
Lichtkegel von Null verschieden; (b) die
avancierte Green-Funktion ist auf dem
Riickwirts-Lichtkegel ungleich Null
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Man benutzt die Formel §(c(t —s)) = §(t — s)/c und berechnet

01 = ec / % (8D (ct — )8 (x —r(s))
=ec§Px—r@)=co,x).

Die rdumlichen Komponenten der Vierer-Stromdichte berechnet man in
derselben Weise,

i@ =ec / % ()80 (et — )8 (x — 1 (s))

=e " NP x—r@), k=1,2,3.

Dies sind die Ausdriicke (3.75a) und (3.75b), deren physikalische Inter-
pretation transparenter ist als die der Formel (3.76): die punktférmige
Ladung befindet sich da, wo das Teilchen zur Zeit ¢ sitzt, die von ihm
zur Zeit t erzeugte Stromdichte ist proportional zur Geschwindigkeit,
die es am Ort r und bei der Zeit ¢ hat.

Wir denken uns die Stromdichte (3.76) als Quelle in die Wellenglei-
chung fiir A%(x), das Vierer-Potential, eingesetzt und nehmen an, dass
kein einlaufendes Feld vorhanden ist. Unter dieser Voraussetzung und
bei Beachtung von (3.69) liefert (3.67) die Losung fiir das daraus er-
zeugte Potential

A%(x) = 4% / d*x’ Greg(x —x') j4(x) . (3.77)

Setzt man hier den Ausdruck (3.76) fiir die Stromdichte und die For-
mel (3.74a) fiir die Green-Funktion ein, so ist

A%(x) = 2e / do / d*x O — 1% 8V ((x —x)?)u®(0) 89 (x' = r(0)) .

Die Integration f d*x’” iiber die Variable x’ lisst sich sofort ausfiihren
mit dem Ergebnis, dass x’ durch r(o) ersetzt wird. Diese Integration
ergibt somit

A%(x) =2e / do O(x° =1%(0) 8V ((x = r(@)*)u(0) . (3.78)

Das Zwischenergebnis (3.78) ldsst sich schon jetzt physikalisch und im
Sinne der Kausalitit interpretieren. Dazu geben wir den Punkt x, an
dem das Potential bestimmt werden soll, vor und analysieren anhand
des Integrals auf der rechten Seite von (3.78) wann und wo das gela-
dene Teilchen dazu beitridgt. Wegen der eindimensionalen §-Distribution
muss (x —r(0))? =0 sein, d.h. der Quellpunkt 7(7) und der Aufpunkt
x miissen relativ zueinander auf einem Lichtkegel liegen. Die Stufen-
funktion andererseits sorgt dafiir, dass die Zeit 2, zu der das Teilchen
das Potential A%(x) bestimmt, frither liegt als die Zeit x9. Nur unter
diesen beiden Bedingungen sind die Quelle, das vorbeifliegende gela-
dene Teilchen, und die Wirkung, das Potential A%(x), kausal richtig
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verkniipft. Mit Bezug auf ein beliebig ausgewdihltes Inertialsystem aus-
gedriickt und wie in Abb. 3.7 illustriert, liegt der Aufpunkt x mit seiner
Koordinatenzeit x* = ¢r immer auf dem Vorwiirts-Lichtkegel desjenigen
Weltpunktes, den das Teilchen zur friiheren Koordinatenzeit ¥ einge-
nommen hatte.

Um das Integral iiber o mit sW(x = r(0)?) im Integranden auszu-
rechnen verwendet man wieder die Hilfsformel

1
s(fay)=>" TP

i

wo die Werte u; die einfachen Nullstellen von f(u) sind. Klarerweise
kommen nichtverschwindende Beitrdge nur von dort, wo die Integrati-
onsvariable o gleich der Eigenzeit t° ist. AuBerdem ist

i (x — r((f))2

= = 2(x—r(x"), dd—ar“(o)

=70 =10
=—2(x— r(rO))Mu“(rO) .

Dies in die Formel (3.78) eingesetzt ergibt als Ergebnis das sog. Liénard-
Wiechert’sche Potential

u® (1)

ETCR )

(3.79)

“L’:‘[O

Dieses Potential ist wie erwartet proportional zur Vierer-Geschwindig-
keit u(r) des Teilchens. Im Nenner steht das Lorentz-Skalarprodukt
von u mit (x —r(7)); der ganze Ausdruck ist bei t = t° auszuwerten
derart, dass x auf dem Vorwirtskegel von r(t°) liegt. Um dies noch
klarer herauszuarbeiten kann man anhand von (3.79) die Raum- und
Zeitkomponenten des Potentials in einem Bezugssystem K berechnen.
In einem solchen System, ist

u-x=r=ulG = —u-(x—r) =yt —t,) —yv- (x—r).
Wegen der Bedingungen (x — r(z9)% =0 und x° > F0(z9) gilt
OO0 = et —1%) = ‘x—r(ro)‘ — R,
wobei wir den rdumlichen Abstand von r(z%) und x (wie er im Be-
zugssystem K definiert ist) mit R bezeichnet haben. Daraus folgt mit

der Definition i = (x —r(z?)) /1x —r(7Y)| der Koordinatenausdruck im
System K

1
u-(x—r)=ycR—yv-i R=ycR |:1——v-ﬁ:| .
c

A Zeit

Abb. 3.7. Das geladene Teilchen bewegt
sich — beziiglich eines Inertialsystems
K - auf der Weltlinie r(t). Zur Ko-
ordinatenzeit ¢° befindet es sich am
Weltpunkt r(z9). In diesem Punkt kann
es nur Wirkungen verursachen, die auf
dem Vorwirts-Lichtkegel von r(z9) lie-
gen
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Setzt man noch die Zerlegung der Vierergeschwindigkeit u = (cy, yv)!
ein, so sind die Zeit- und Raumanteile von A% = (&, A)T

e 1

Dt x) = — ) (3.80a)
R1- %v-ﬁ ret
e v/c

At x)=— ——— (3.80b)
R 1 - Ev n ret

Der Hinweis ,,ret bedeutet dabei, dass die Potentiale @ und A retardiert
sind, d.h. dass sie im Abstand R vom Teilchen fiir den Zeitpunkt

O R
t=1t"+— (3.81)
c

gelten. Damit ist die Laufzeit der Wirkung des Teilchens bis zum Auf-
punkt, an dem die Potentiale berechnet wurden, richtig beriicksichtigt.

Aus A%(x) in (3.79) berechnet man in einem zweiten Schritt das
Tensorfeld der Feldstirken F*Y = 0*AY — 9Y A*, entweder indem man
die ersten Ableitungen anhand der Formel (3.79) ausrechnet oder in-
dem man zur Integraldarstellung (3.78) zuriickkehrt. Wir wihlen hier
den zweiten Weg. Die Variablen x* treten an zwei Stellen auf, in der
Stufenfunktion und in der §-Distribution:

(a) Leitet man im Integranden die Stufenfunktion nach x ab, so gibt
diese eine 8-Distribution 8(x° —%(o)). Von der urspriinglichen Distribu-
tion 8V ((x — r(0))?) bleibt dann nur ein rdumlicher Anteil, 5V (—R2),
dieser liefert aber keinen Beitrag, solange man den Ursprung R = 0 aus-
schlieBt.

(b) Die §-Distribution des Integranden von (3.78) leitet man mit
Hilfe der folgenden Nebenrechnungen ab,

. _ 9 osino do d
"5(f(x,0)) = (3“f)df5(f)— (3“f)dfd05(f(x,0)),
wo f(x,0) = ((x —r(0))?) ist. Es ist
olero) . Y ey Y .
8“f—2(x r(a)) 4, T 2(x—r) 1o = 2(x—r)-u
und somit noch
48(f(x, 0)) = — o =n)” i(s(f(x, 0)).

(x—r)-u do

Setzt man diese Hilfsformeln in (3.78) ein und integriert einmal partiell,
so erhilt man

d [(x—rHu”
KAV (y) — — ==
A (x)—Ze/da da( I

)@(xo %) 8V ((x = r(0)?) .
(3.82)
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Die Integration iiber o fiihrt man in derselben Weise aus wie beim Uber-
gang von (3.78) zu (3.79) und erhilt als Ergebnis

e
u(r) - (x —r(v)
L4 { (x—r@) u@®’ — (x—r(®) u(@®" }
dt u(t) - (x —r(v)

F*(x) =

0

(3.83)

=T

Dies ist das Tensorfeld der elektromagnetischen Felder, die von einer
bewegten Ladung erzeugt werden.

Um auch dieses wichtige Ergebnis etwas ,,fiihlbarer* zu machen, ist
es niitzlich das elektrische Feld und die magnetische Induktion in einem
Bezugssystem K zu bestimmen. (Dies mdge man als Ubung durchfiih-
ren.) Man findet

E(t, x) = Egar (1, X) + Eacc (1, X) , (3.84)
worin die beiden Summanden durch folgende Ausdriicke gegeben sind:
n—v/c

Estat(t7 x) = _2 5 1/ 3 5 (384a)

Y (1 B Ev'n) ret

e nx|(h—v/c)xv
Eqec(t,x) = — [( ] )A 3 ] (3.84b)

R 2(1-1v.q)
ret

Der Abstand R und der Einheitsvektor 72 sind wie in (3.80a) und (3.80b)
definiert, die Bedeutung der beiden Anteile im elektrischen Feld wird
sogleich erkldrt. Zuvor notieren wir noch das Ergebnis fiir die magneti-
sche Induktion,

B(t,x)=nx E(t,x) . (3.85)

Der erste Anteil Egye in (3.84) wird statisches oder Geschwindig-
keitsfeld genannt, weil es auch dann vorhanden ist, wenn das Teilchen
sich geradlinig-gleichformig bewegt. Dieses Feld ist ein im Wesentli-
chen statisches Feld, da es zwar die momentane Geschwindigkeit des
Teilchens, nicht aber seine Beschleunigung enthilt. Der zweite Anteil
E ... (¢, x) heillt das Beschleunigungsfeld; es ist eine Funktion von , der
momentanen Beschleunigung der Ladung und verschwindet daher, wenn
die Geschwindigkeit des Teilchens konstant ist. Dies sind die Felder, de-
ren analytische Form wir in Band 2, im Beispiel 1.2 vorausgesetzt haben
um die (klassische) Abstrahlung eines Wasserstoffatoms abzuschétzen.
Dort hatten wir auch gezeigt, dass bei solchen Geschwindigkeiten, die
im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit klein sind, |v| < ¢, das Poyn-
ting’sche Vektorfeld nidherungweise gleich

c c N
S, x) = EEO’ X)X B(t,x) = EE x (A x E) ~

c

E*(t,x) A
4 (&,x) 1

(3.86)
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ist und dass hier nur das Beschleunigungsfeld

B0~ % Lix(ixi)
LX) — —=RAX(AXD
R ¢ ret
beitrigt. Alle diese Formeln sind jetzt anhand der Ergebnisse dieses Ab-
schnitts und des Ausdrucks (3.49c) fiir den Poynting’schen Vektor leicht
herzuleiten. So ist die in das Raumwinkelelement df2 unter dem Win-
kel 6 zwischen ¥ und 7 abgestrahlte Leistung
dp 2i?
AR R ()=
dQ 4 473
Integriert man diesen Ausdruck iiber alle Winkel, so folgt die gesamte
abgestrahlte Leistung
P23 (3.88)
~—b. .
3c3
Auch fiir Geschwindigkeiten, die nicht mehr klein gegen ¢ sind, kommt
ein dhnliches Resultat heraus. Man findet

sin% @ . (3.87)

2¢? | 2
P=§y6{v2—g(vxv) } . (3.89)

In beiden Fillen, wenn |v| < ¢ ist und auch wenn dies nicht mehr gilt,
ist die abgestrahlte Leistung gleich Null wenn das Teilchen nicht be-
schleunigt ist. Nur ein beschleunigtes geladenes Teilchen strahlt Energie
ab. Bewegt es sich mit konstanter Geschwindigkeit, so strahlt es nicht.



Einfache Anwendungen der Maxwell-Theorie

Aus der ungeheuren Fiille von elektromagnetischen und opti-
schen Phinomenen, die durch die Maxwell’schen Gleichungen
erfolgreich beschrieben werden, greifen wir hier einige wenige cha-
rakteristische Beispiele auf. Dabei handelt es sich in diesem Band
ausschlieflich um Anwendungen, auf die die klassische, nichtquan-
tisierte Version der Theorie anwendbar ist. Der Bereich der semi-
klassischen Wechselwirkung von (Quanten-)Materie mit dem (klas-
sischen) Strahlungsfeld ebenso wie die volle quantenfeldtheoretische
Behandlung der Maxwell-Theorie wird in Band 4 behandelt.

4.1 Ebene Wellen im Vakuum und in homogenen,
nichtleitenden Medien

Im einfachsten Fall sind nichtleitende Medien elektromagnetisch homo-
gen und isotrop. Dies bedeutet, dass sie durch skalare Materialgro3en,
eine Dielektrizititskonstante ¢ und eine magnetische Permeabilitit u be-
schrieben werden konnen derart, dass die Verkniipfungsrelationen (2.2)
zwischen Verschiebungsfeld D und elektrischem Feld E, zwischen ma-
gnetischer Induktion B und Magnetfeld H linear sind und diese Paare
proportional zueinander sind. In diesem Abschnitt studieren wir har-
monische Losungen der Wellengleichung in solchen einfachen Medien,
einschlieBlich des Vakuums, und analysieren die Polarisation von elek-
tromagnetischen Wellen.

4.1.1 Dispersionsrelation und harmonische Losungen

Unter den eben genannten Voraussetzungen und in Abwesenheit von
Ladungs- und Stromdichten erfiillt jede Komponente des elektrischen
Feldes E(t,x) und jede Komponente des Induktionsfeldes B(z, x) eine
Wellengleichung vom Typus (1.45)

1 92
E@f(t,x)—Af(t,x)zo, 4.1)

FE. Scheck, Theoretische Physik 3
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mit der je nach Art des betrachteten Mediums modifizierten Geschwin-
digkeit

v= (4.2)
Hier steht f(z,x) generisch fiir eine beliebige Komponente von E
oder B. Dass wir eine bestimmte Klasse von Bezugssystemen aus-
gewdhlt haben und nicht die kovariante Form der Wellengleichung
verwenden, liegt daran, dass wir hier iiber die beobachtbaren Felder
sprechen. Wie frither dargelegt bedeutet schon das Messen von elek-
trischen bzw. magnetischen Feldern, dass die Aufteilung des R* der
Maxwell-Theorie in Raumanteil und Zeitachse festgelegt wird. Ande-
rerseits, da wir Observable vorliegen haben, ist keine Eichbedingung zu
beachten, die Wellengleichung (4.1) gilt ohne Zusatzvoraussetzungen.

Wir beweisen (4.1) am Beispiel des elektrischen Feldes. Man bil-
det die Rotation des Vektorfeldes V x E+ (1/c)0B/0dt, das aufgrund
von (1.44b) gleich Null sein soll. Fiir den ersten Term verwendet man
die Formel (1.47¢)

Vx(VXxE)=V(V-E)—AE

und beachtet, dass der erste Term auf der rechten Seite aufgrund
von (1.44c) Null ist. In der Tat ist

V-D=¢V-E=0,

da keine freie Ladungsdichte vorhanden ist. Fiir die Rotation der Induk-
tion verwendet man (1.44d) mit j(¢, x) =0 und erhalt
noD  uedE

VXB=puVxH=——=——.
c ot c ot

Setzt man die Zwischenresultate ein, so bleibt

we 92
(—A—|— c_zﬁ) E(t,x)=0,
das ist die Wellengleichung (4.1) fiir jede Komponente von E. Dieselbe
Differentialgleichung fiir B(z, x) leitet man her, indem man die Rotation
der Gleichung (1.44d) bildet.

Die Wellengleichung (4.1) ist ebenso wie die Maxwell’schen Glei-
chungen ohne duflere Quellen eine lineare Gleichung in der gesuchten
Funktion f(z,x). Deshalb gilt hier das Superpositionsprinzip: Mit je
zweil Losungen f1(f,x) und f,(¢, x) ist auch jede Linearkombination

c1 f1(t, x)+ca fo(t, x) mit cj,co € R oder c¢i,cp€eC (4.3)

Losung von (4.1). Die Bedeutung bzw. Niitzlichkeit komplexer statt re-
eller Koeffizienten wird weiter unten erkennbar werden.

Auch wenn das Medium isotrop und homogen ist, kann es durchaus
sein, dass die Permeabilitdt ©« und die Dielektrizititskonstante ¢ und so-
mit die Ausbreitungsgeschwindigkeit v Funktionen der Kreisfrequenz o
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der betrachteten Strahlung sind. Deshalb unterscheidet man die beiden
Fille

a) 1 und ¢ sind unabhangig von der Frequenz
Klarerweise gehort das Vakuum zu dieser Sorte ,,Medium*: In Gaul3’-
schen Einheiten sind beide Konstanten gleich 1, unabhéngig von der
Frequenz jeder harmonischen Schwingung.

Eine harmonische Losung (eine reine ,,Sinusschwingung®) hat bei-
spielsweise die Form

fi(t, x) = e T it (4.4a)
k=k=2= 2. (4.4b)
v C

Der Vektor k ist der Wellenvektor, sein Betrag k heilit Wellenzahl. Setzt
man die Kreisfrequenz w = 2wv, mit v der Frequenz, und k = 2w/,
mit A der Wellenldnge, dann ist (4.4b) die bekannte Relation v = Av.
Als Beispiel sei der Wellenvektor entlang der 3-Achse gewihlt, k = kes.
Dann ist die allgemeine Losung zu diesem Wellenzahlvektor

i 3 . 3
Filt, x) = cq R0 o @ik

Solche Grundlésungen kann man beliebig linear kombinieren, so z.B.

als
1 +00
3 _ ~ ik(x3—vr)
glx’—vt) = —— /dk glk)e , (4.5a)
V21 .
+00
h(x3 +vr) = dk o (k) ek +on (4.5b)

1
V21 /
—0Q
so dass die allgemeine, differenzierbare Losung

f(t, x3) = g(x> —vi) + h(x> +v1) (4.6)

lautet. Dabei ist unmittelbar einsichtig, dass die beiden Losungsty-
pen (4.5a) und (4.5b) sich durch die Laufrichtung — in Richtung der
3-Achse oder entgegengesetzt dazu — unterscheiden.

b) Medien mit Dispersion

In dispersiven Medien ist das Produkt pe und damit die Ausbreitungs-
geschwindigkeit v eine Funktion der Kreisfrequenz w. Setzt man fiir die
Feldkomponenten f, d.h. fiir jede der Komponenten E’ oder B, eine
Zerlegung nach ihren Fourierkomponenten in der Kreisfrequenz w an,

+00

f(t,x) = / do f(w,x)e ", (4.7)

—0oQ0
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dann wird aus der Wellengleichung (4.1), die ja eine partielle Differen-
tialgleichung in den Raum- und Zeitkoordinaten ist, eine solche nur in
den raumlichen Koordinaten,

0?7 ~
|:A+Mec_2i| f(w,x)=0. 4.8)

Diese Differentialgleichung ist die homogene Form der Helmholtz-
Gleichung (3.61). Die Wellenzahl ist jetzt eine i.Allg. nicht mehr
lineare Funktion der Kreisfrequenz

k() = v/ iu(@)e(w) % . (4.9)

Eine solche Relation zwischen Kreisfrequenz und Wellenzahl wird Di-
spersionsrelation genannt. Wie diese Funktion im Einzelnen aussieht, ist
keine Frage der Maxwell-Theorie mehr, sondern eine Frage an die Be-
schaffenheit des Mediums, also auch wieder der Materie, mit der die
Maxwell-Felder wechselwirken.

Betrachten wir ebene Wellen der Art (4.4a), oder wie man auch sagt,
harmonische Losungen, so setzt man das elektrische Feld bzw. das In-
duktionsfeld wie folgt an

E.(t, x) = e e (kix—01) (4.10a)
B.(t, x) = b ¢! (kix—wr) (4.10b)

Der Index ,,c* weist hier darauf hin, dass die Felder ins Komplexe
erweitert worden sind. Die physikalischen, messbaren Felder sind die
Realteile davon. In den Ansitzen (4.10a), (4.10b) ist k = |k| mit k = ka,
die Wellenzahl, und geniigt der Dispersionsrelation (4.9), i gibt die
Ausbreitungsrichtung der ebenen Welle an, die Vektoren e und b sind
konstante, moglicherweise sogar komplexe Vektoren, deren Eigenschaf-
ten und Bedeutung noch gekléart werden miissen. Zuvor setzen wir aber
noch eine Bemerkung iiber das Rechnen mit komplexen Feldern.

Bemerkung: Komplexe Maxwell-Felder

Die Maxwell’schen Gleichungen ohne dufiere Quellen sind in den Ob-
servablen, d.h. den elektrischen und magnetischen Feldern linear, alle
Koeffizienten sind reell. Man sieht dies am klarsten in der kovarianten
Formulierung (2.49a) und (2.53), die im Vakuum

suvarava(x) =0,
BMFMV()C) =0

lauten, aber natiirlich ebenso in der urspriinglichen Form der Gleichun-
gen (1.44a)—(1.44d) mit o =0 und j = 0. Es ist daher ohne Weiteres
moglich, Losungen E.(t,x), B:(t,x) zundchst im Komplexen zu su-
chen, die Realteile der komplexen Felder als die physikalisch realisier-
ten Felder zu interpretieren — eine Methode, die auch in der Elektrotech-
nik gerne verwendet wird.
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Es gibt aber auch Anwendungen, und zu diesen gehoren die in die-
sem Teil behandelten optischen Schwingungen, bei denen die Methode
der komplexen Felder nicht nur aus rechentechnischer, sondern auch
aus physikalischer Perspektive niitzlich ist. Zwei Beispiele mogen dies
illustrieren: Verwendet man formal komplexe Felder, so werden die For-
meln (3.54a) fiir die Energiedichte und (3.54c) fiir den Energiefluss
durch

1
u(t.x) = — e (Re E)®+ 11 (Re Ho)?J.
T
S(t, x) = — (Re E.) x (Re H,)
4
ersetzt. Rechnet man diese Groflen aus, so ist
1
u(t,x) = { (Ec+E?) +M(HC—|—HC*)2}
= e (B B+ (B Ho))
1
o e (B2 B2) e (B2 4+ H2))

327

Wenn die Felder die harmonischen Zeitabhingigkeiten (4.10a) und
(4.10b) haben, so ist der erste Term auf der rechten Seite von der Zeit
unabhiingig, wihrend der zweite proportional zu e*?! ist. Bei Anwen-
dungen in der Optik ist die Kreisfrequenz o grofl im Vergleich zu 1,
auBlerdem kommt es zumeist nur auf zeitliche Mittelwerte an. Dann trigt
der zweite Term nicht bei und es ist

1 ) )
= 1671{ e (Ee EC)JF”(Hc'Hc)}’ (4.11a)

wobei der zeitliche Mittelwert mit ( ) bezeichnet wird.
Fiir den Energiefluss gilt eine dhnliche Formel, ndmlich

S, x) = —Re E. x Re HC_F{(EC—FE*) (HC+H*)}

{EC x H} + E} x HC} + Terme in e™H

~ lon
so dass auch hier der zeitliche Mittelwert durch den ersten Term gege-
ben ist
(S(t,)) = 1 {ECXH*—i—E*xHC}. (4.11b)

Beide Ausdriicke, (4.11a) und (4.11b), haben eine intuitiv einleuchtende
Form.

Wir kehren zu den Ansitzen (4.10a) und (4.10b) zuriick und kléren,
welchen Bedingungen die Vektoren e und b aufgrund der Maxwell’-
schen Gleichungen unterliegen: Da das Induktionsfeld immer divergenz-
frei ist, V- B, =0, folgt mit (4.10b)

V.B.(t,x) =b-Ve®*¥) —j .kl ®*—) =0,
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-,

(t.x)

> my

B (t,X)

Abb.4.1. Wenn 72 die Ausbreitungsrich-
tung der ebenen Welle angibt, so ste-
hen elektrisches Feld E und Induktions-
feld B darauf senkrecht, i, E und B
bilden dabei ein rechtshindiges System

Ohne duBere Quellen gilt aber auch V- E (¢, x) = 0. Aus beiden Glei-
chungen folgen somit die Bedingungen

ni-e=0, und 7i-b=0. (4.12a)

Sowohl das elektrische Feld als auch das Induktionsfeld sind trans-
versale Felder: sie stehen auf der Ausbreitungsrichtung senkrecht.

Um zu bestimmen, wie die beiden Felder relativ zueinander aus-
gerichtet sind, geht man zuriick zur homogenen Maxwell-Gleichung
(1.44b),

c ot
Setzt man die harmonischen Funktionen (4.10a) und (4.10b) ein, so
folgt hieraus

R w
knxe——b=0,
c
oder, wenn man die Dispersionsbeziehung (4.9) einsetzt,

b= /uciixe. (4.12b)

Da n ein reeller Einheitsvektor ist, miissen die Vektoren e und b
dieselbe Phase haben. Sie konnen daher auch ohne Einschrinkung re-
ell gewidhlt werden. Die Relation (4.12b) sagt aus, dass das elektrische
Feld und das Induktionsfeld aufeinander senkrecht stehen und dass die
Ausbreitungsrichtung 7, das Feld E und das Feld B ein rechtshindiges
System von Vektoren bilden, wie in Abb. 4.1 skizziert.

Wir geben zwei Beispiele, bei denen die 3-Achse in die Ausbrei-
tungsrichtung gelegt ist, d.h. wo 7 =é3 ist.

(i) Es sei e = cjé; mit ¢; einer konstanten komplexen Zahl. Dann ist
b= /uec 162.
(ii) Es sei e = ¢é,. Dann folgt b = — . /iue €.

Im Beispiel (i) schwingt das elektrische Feld in der 1-Richtung, im
Beispiel (ii) in der 2-Richtung. In diesen Fillen spricht man von li-
nearer Polarisation. Der allgemeinste Fall entsteht daraus durch lineare
Superposition, d. h.

Ec(t, x) = (c18) 4 c287) & (KAx=1) (4.13a)
1

Be(1.x) = ¢ HEK x Ec(t.x) . (4.13b)

mit ¢y, €C. (4.13¢)

Wenn die beiden komplexen Zahlen (4.13c) dieselbe Phase haben, d. h.
wenn das Verhiltnis cy/c> reell ist, so ist (4.13a) wieder eine linear
polarisierte Welle, deren Polarisationsrichtung durch

A A A . ()
e=e|cosp+ersme mit tang = —
C1
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gegeben ist. Sind die Phasen von ¢ und ¢; dagegen unterschiedlich, so
treten Polarisationen auf, die nicht mehr linear sind. Diesen Fall, sowie
Situationen wo ein Lichtsstrahl nur partiell polarisiert ist, wollen wir
genauer untersuchen.

4.1.2 Vollstandig polarisierte elektromagnetische Wellen

Die wesentliche Aussage des vorigen Abschnitts ist die, dass das elek-
trische Feld — obgleich es ein Vektorfeld iiber dem R? ist und daher
drei Komponenten besitzt — relativ zur Ausbreitungsrichtung nur zwei
Einstellungsmoglichkeiten hat. (Dieselbe Aussage gilt fiir das Indukti-
onsfeld.) Wegen der Transversalitiit elektromagnetischer Felder und der
Linearitdt der Maxwell’schen Gleichungen ist die Polarisation durch
einen zweidimensionalen, reellen Vektorraum beschreibbar, fiir den man
als Basis

e = <(1)) und é; = <(1))

wihlen kann.

Bemerkung

Diese Beobachtung, die man hier in der klassischen Feldtheorie des
Lichtes macht, wird in der quantisierten Version der Maxwell-Theorie
aus einer anderen Perspektive beleuchtet. Dort stellt man fest, dass
Lichtquanten Teilchen ohne Masse sind, die den Spin 1 tragen. Im
Gegensatz zu massiven Spin-1 Objekten hat dieser aber nicht drei Ein-
stellungsmoglichkeiten, my = &1 und my = 0, sondern deren nur zwei:
Der Spin steht entweder nur in der Richtung des Impulses p = hk oder
in der dazu entgegengesetzten Richtung. Man sagt, das Photon tragt
einen Schraubensinn, eine Helizitit h = S- p/|p|, die nur die Werte
41 annimmt. Die Helizitit ist die Projektion des Spins auf die Im-
pulsrichtung. Die beiden moglichen Werte entsprechen den Links- und
Rechtspolarisationen der klassischen Theorie, die weiter unten definiert
werden.

Wie zuvor sei o.B.d. A. die 3-Achse in die Richtung von k gelegt.
Da es ja nur auf die Schwingungen in der Zeit und auf die relative
Stirke und relative Phase der Transversalkomponenten ankommt, kann
man die Verhiltnisse an einem festen Ort, beispielsweise bei x = 0 be-
trachten. Mit reellen, physikalischen Feldern ausgedriickt lédsst sich der
allgemeine Fall auf die Form

E(t,x =0) = ¢ cos(wt) <(1)> + & cos(wt + @) (?) (4.14)

bringen, die von den (reellen) Amplituden ¢; und der Phasenverschie-
bung o abhidngt. Wir zeigen jetzt, dass dies i.Allg. eine elliptische
Polarisation ist, bei der die Spitzen der Felder auf einer Ellipse wandern,
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Abb.4.2. Allgemeiner Fall elliptischer
Polarisation einer harmonischen Losung
der Wellengleichung. Es ist tany =
v/u, der Winkel ¢ gibt die Orientie-
rung der groBen Halbachse relativ zur
1-Richtung

und berechnen die Lage und die Parameter dieser Ellipse als Funktion
von ¢1, & und «. Ins Komplexe erweitert ist E = Re E. mit

E.(t,x =0) = ' (g;elzi“) . (4.15)

Dies ist jetzt ein zweikomponentiger Vektor mit komplexwertigen Ko-
effizienten. Er ldsst sich daher immer als Summe

E.=u+iv (4.16a)

schreiben, wo u und v Vektoren mit reellen Koeffizienten sind. Wenn
man diese beiden so einrichtet, dass sie zueinander orthogonal sind,
u-v =0, dann hat man die Hauptachsen der in (4.14) enthaltenen El-
lipse gefunden.

Es seien u := |u| und v := |v|. Man berechnet der Reihe nach

Ef E.=u*+v* =gl +¢3, (4.16b)
E! X E.=2iuxv=2iuvé; =2ieersinaés (4.16¢)

und erhilt daraus die Betrige u# und v

1
u } =5 {\/8%4-8%4-28182 sinai\/8%+8§—2818281n05} .
v

(4.16d)

Dies sind die beiden Halbachsen der gesuchten Ellipse in der (reel-
len) (1, 2)-Ebene. Man bestimmt daraus den Winkel , dessen Tangens
gleich v/u ist und der in Abb. 4.2 eingezeichnet ist,
2t 2 2 i
Sin(2y) = an Y __ uv _ £1& sino . @.17)
1 +tan? ¢ u? +v? el +¢3

Die Orientierung der grofen Halbachse in der (1,2)-Ebene kann
man folgendermaflen bestimmen. Aufgrund von (4.16a) ist einerseits
E.-u=u? und E}-v= —iv’. Andererseits kann man diese Skalarpro-
dukte mittels der Komponenten der drei auftretenden Vektoren ausrech-
nen,

@ e) cos g +esinge®)
—ia)t{

E.-u=ue

E!-v=ve —£1 singo+ezcos<pe_‘°‘}.

Das Produkt dieser beiden Skalarprodukte ist gleich —iu?v? und somit
rein imagindr. Rechnet man daher den Realteil dieses Produkts aus der
Komponentendarstellung aus, so muss dieser gleich Null sein,

—( %—8%) sin<pcosg0+€182(cos2go—sin2 <p) cosa=0.

Dies ergibt die gesuchte Formel fiir den Winkel zwischen groBer Halb-
achse und der 1-Richtung

2e1&) cos
tan(2¢) = —5——>—

1= &

(4.18)
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In den Ergebnissen (4.16d), (4.17) und (4.18) sind verschiedene Spe-
zialfille leicht zu identifizieren.

(i) Ist o =0, dann ist v =0, die Polarisation ist linear und entlang der

Richtung ¢ mit tan ¢ = &;/¢1 ausgerichtet:
2(e2/¢e1) 2tan g

1—(e2/e1)? l—tan2¢
Dies bestitigt das Ergebnis im vorhergehenden Unterabschnitt.

(i) Ist o« =m/2 und sind die Amplituden gleich, &; = &3, dann ist
v=u, ¥ =m/4, ¢ bleibt unbestimmt. Hier lduft die Spitze von E,
in der (1, 2)-Ebene der Abb. 4.2 im Urzeigersinn auf dem Kreis mit
Radius &; = ¢;. Man spricht in diesem Fall von rechtszirkularer
Polarisation.

(iii)) Analog dazu ist der Fall « = —m/2, €] = €3: Auch hier ist v =u,

aber ¢ = —m/4. Die Spitze von E. lduft in Abb.4.2 jetzt im Ge-
genuhrzeigersinn auf einem Kreis mit Radius 1 = ¢>. Hier spricht
man von linkszirkularer Polarisation. Diese Drehung des elektri-
schen Feldes definiert zusammen mit der orientierten 3-Achse (die
in Abb. 4.2 nach vorne weist) einen Drehsinn — analog zu dem ei-
nes iiblichen Korkenziehers —, der als positive Helizitit bezeichnet
wird.
Der entgegengesetzte Drehsinn des vorhergehenden Beispiels (ii)
wird als negative Helizitdt bezeichnet. (Man kann sich diesen Fall
als Analogon zu den Scherz-Korkenziehern vorstellen, bei denen
die Spirale in der unerwarteten, falschen Richtung geformt ist und
mit denen man, indem man gewohnheitsméfig nach rechts dreht,
vergeblich versucht, eine Flasche zu 6ffnen.)

a=0: tan(2yp) =

Bemerkung

In der quantisierten Version der Maxwell-Theorie sind die beiden Heli-
zitdtszustdnde die Zustinde, in denen sich der Spin s = 1 des Photons
befinden kann, sie iibernehmen die Rolle der Projektionsquantenzahl
s3 der Quantentheorie massiver Teilchen. Es gibt aber einen wesentli-
chen Unterschied: Fiir ein massives Teilchen, das den Spin s trigt, hat
dessen Projektion auf die 3-Achse die (2s+1) Werte mg; = —s, —s +
1,...,s, die man aus der Quantenmechanik des Drehimpulses kennt.
Fiir ein Teilchen, das keine Ruhemasse hat und das den Spin s trigt, tre-
ten an Stelle dieser Projektionsquantenzahlen nur die Helizitdtszustinde
h =+s und h = —s auf. Dies ist eine charakteristische Eigenschaft mas-
seloser Teilchen.

Im komplexen, zweidimensionalen Vektorraum, den wir in den letz-
ten beiden Spezialfillen benutzen, entsprechen diese Zustidnde einer
Basis

" __L 1 " _L 1
ey = ﬁ(l) und e_ﬁ(—i)’ 4.19)
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die an die Stelle der in (4.14) verwendeten Basis

e = (3)) und é, = (?) (4.20)

tritt. Es ist natiirlich nicht zwingend, die Elemente dieser Basen als auf
1 normiert zu nehmen. Auch die Wahl der Vorzeichen ist nicht fest
vorgegeben. Ich habe diese Vorzeichen in (4.19) so gewihlt, dass sie
der Konvention in der Wahl der sphirischen Basis im R* entsprechen.
Festzuhalten bleibt aber, dass man den allgemeinen Fall elliptischer Po-
larisation — bei Verwendung komplexifizierter Felder — genauso gut als
Linearkombination der Basisvektoren (4.20) als auch der Basisvekto-
ren (4.19) darstellen kann.

4.1.3 Beschreibung der Polarisation

Laserstrahlen sind zwar in der Regel zu einem hohen Grad polarisiert,
auch die von einfachen Antennen emittierten elektromagnetischen Wel-
len sind polarisiert, dies gilt aber fiir viele Lichtquellen, die wir kennen
nicht. So ist z. B. das Sonnenlicht iiberhaupt nicht polarisiert. Wie kon-
nen wir auf der Basis der Ergebnisse des vorangegangenen Abschnitts
elektromagnetische Strahlung beschreiben, die entweder gar nicht oder
nur partiell polarisiert ist?

Die Methode der komplexen Felder ist bei der Beantwortung die-
ser Frage sehr hilfreich. Obwohl alle Information {iiber eine vollstindig
polarisierte, monochromatische Welle eigentlich schon in der reellen
Formel (4.14) enthalten ist, werden die Verhiltnisse transparenter, wenn
man das elektrische Feld komplexifiziert und somit in den komplexen,
zweidimensionalen Vektorraum V?2(C) einbettet. Uber diesem Raum,
fiir den man wahlweise die ,,sphirische Basis (4.19) oder die ,,lineare*
Basis (4.20) verwenden kann, spielen hermitesche 2 x 2-Matrizen eine
besondere Rolle,

[He M>(C)|H =H]} .

Dies ist deshalb so, weil sie diagonalisierbar sind und reelle Eigenwerte
haben. Sie konnen damit als Repridsentanten von physikalischen Obser-
vablen verwendet werden.

Bemerkungen

1. Eine n x n-Matrix mit komplexen Eintrdgen heif3t hermitesch, wenn
H' =H, dh H,=H,, i.k=12....n, (4.21)

gilt. Das ,,dagger”- oder Kreuzsymbol bedeutet dabei die Transpo-
nierte, deren Eintrige komplex konjugiert werden. Der Begriff der
hermiteschen Matrix ist die Verallgemeinerung des Begriffs der sym-
metrischen Matrix (deren Eintrige reell sind) auf komplexwertige
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Matrizen. Eine hermitesche Matrix lidsst sich vermittels einer uni-
taren Transformation diagonalisieren

0
H =UHU' mit UUf=1,. (4.22)

In Dimension n =2 ist diese Prozedur besonders einfach. Die not-
wendigerweise reellen Eigenwerte von H seien mit A; und Ay be-
zeichnet. Unter einer unitidren Transformation bleiben die Spur und
die Determinante von H ungeindert, d. h.

det(UHU") = detH = Hy1H» — |Hp| > = hiha = P,
Sp(UHU') =SpH = Hy| + Hp = A +22=S.

Die beiden zu bestimmenden Eigenwerte, deren Produkt und deren
Summe wir kennen, sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung
x2— Sx+ P =0, sie sind somit durch

1
M=§{H11+H22+\/(H11—H22)2+4|H12|2} : (4.232)
O H» —+/(Hy| — H»)? +4 |Hys| 2 4.23b
2=7 1+ Hap (Hn 2)*+4|Hi| (4.23b)

gegeben.

2. In der Quantenmechanik wird ein solcher zweidimensionaler Vek-
torraum iiber den komplexen Zahlen C zur Beschreibung des Spins
von Elektronen oder anderer Fermionen mit Spin 1/2 verwendet.
Diesen Raum kann man sich als den Raum vorstellen, der von den
Eigenvektoren der 3-Komponente s3 des Spinoperators zu den bei-
den Spineinstellungen s3 = 41/2 und s3 = —1/2 aufgespannt wird.
Observable, die nur auf die Spinfreiheitsgrade ansprechen, werden
als zweidimensionale hermitesche Matrizen dargestellt. Wem dieser
Sachverhalt schon geldufig ist, dem wird die nun folgende Entwick-
lung ganz natiirlich vorkommen.

Jede hermitesche 2 x 2-Matrix kann in eindeutiger Weise als Li-
nearkombination der Einheitsmatrix oy = I, und der drei Pauli’schen
Matrizen

o] = <(1) (1)> , 0= (? ;)1> , 03= ((1) _01> 4.24)

dargestellt werden,

3 .
ag+az a1 —1ap f
H= E a,o, = , H=H'").

=0 e (a1+ia2 ao—a3> ( )

Man priift leicht nach, dass die Vektoren (4.20) Eigenvektoren von
03 sind und zu den Eigenwerten +1 bzw. —1 gehoren. Die Vekto-
ren (4.19) sind Eigenvektoren von o> und gehoren ebenfalls zu den
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Eigenwerten £1:

Go)0)-0) C)--)

Man bestitigt ebenso, dass die Vektoren

7))

Eigenvektoren von o7 sind und zu den Eigenwerten +1 bzw. —1 geho-
ren.

Um die Polarisation der Welle mit Grofen in Verbindung zu bringen,
die man messen kann, ist es naheliegend, Erwartungswerte der Matrizen
o, mit dem Vektor (4.15) zu bilden. Kiirzen wir diesen mit

& := E.(1,0) = e 1 )
gy el

ab, so geben die Skalarprodukte aus 0, & mit dem konjugiert Komple-
xen &* von (4.15)

50 1= (6%, 008) = e +¢3, (4.252)
s1:=(€%,016) =2¢162c080a, (4.25b)
5 = (8* 028) =2g1&sina, (4.25¢)
53:= (6%, 038) =] — &3 . (4.25d)

Als ein Beispiel rechnen wir (4.25¢) nach:

—i . 0 —1 & —i
(8*, 0'28) — it (81 ee 1oz) (1 0) (82;“) et
— (51 gzefia) (-i?zeio{>

1€1
=g1e2(—1e*+ie ™) =2¢1 e sina .

Die vier reellen Parameter sg, 51, s2 und s3, die Stokes’sche Parameter
genannt werden, geben eine vollstindige Beschreibung der Polarisation:
Drei von ihnen sind unabhingig. So ist z.B. 59, das ein Maf fiir die
Intensitit der Welle ist, gleich

so:,/s%—l—s%—i—sg . (4.26)

Aus den drei anderen kann man die gesuchten Parameter e, &
und o extrahieren. Auch die Winkel ¢ und ¢ der Abb.4.2 lassen sich
durch Stokes’sche Parameter ausdriicken. Es ist gemal (4.17) bzw. ge-
mal (4.18)

. 52 S1
sin(2y) = 5 , tan(2p) = g . 4.27)
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Einige Spezialfille sind die folgenden:
(1) Ist ¢ =0, so ist s =0 und 1 = 0. Es liegt lineare Polarisation in der
durch ¢ gegebenen Richtung vor.
(i1) Ist & = +m/2 und sind die Amplituden gleich, €1 = €2, so ist 51 =
0 = s3. Der Winkel ¢ bleibt unbestimmt, wéhrend v gleich /4 ist.
Es liegt zirkulare Polarisation vor, die je nach Vorzeichen von « links-
oder rechtsdrehend ist. Fiir den Parameter s gilt

+) (-

s K

2 _ - +1 fiir rechts-, 2 — 1 fiir linkszirkulare Polarisation .
S0 S0

(4.28)

Der Stokes-Parameter s, auf so normiert, entspricht den beiden Helizi-
titszustidnden der quantisierten Theorie.

Die Niitzlichkeit und Bedeutung der Stokes’schen Parameter (4.25a)—
(4.25d) wird bei der Beschreibung von unpolarisiertem oder nur teilweise
polarisiertem Licht besonders klar. Von polarisierten elektromagnetischen
Wellen kann man ja nur sprechen, wenn wie bei den harmonischen Losun-
gen (4.4a) feste Phasenbeziehungen vorliegen. Unpolarisierte Strahlung
einer gegebenen Frequenz andererseits kann man sich als Addition von
nahezu monochromatischen, in ihren Phasen aber unkorrelierten Wellen-
ziigen vorstellen!.

Offenbar sind zwei Wellen, deren Stokes’sche Parameter entgegenge-
setzte Werte annehmen, entgegengesetzt polarisiert. Hierfiir gibt (4.28)
ein Beispiel: Die Zustidnde (s; = s3 = 0, s = 1) haben entgegengesetzte
zirkulare Polarisation. Einen unpolarisierten oder teilweise polarisierten
Zustand wird man daher als inkohdrente Mischung zweier entgegenge-
setzter Polarisationen darstellen, wobei die relativen Gewichte der beiden
Komponenten den Grad der Polarisation festlegen. Ein Beispiel soll dies
illustrieren.

Die inkohdrente Mischung eines rechtszirkular polarisierten Strahls
mit Gewicht w, und eines linkszirkularen Strahls mit Gewicht w_, die
beide dieselbe Intensitit haben, gibt

s1=0=s3, 8= w+s§+) + w_séf) = (w4 —w_)sp

und hat den Polarisationsgrad — bezogen auf die Ausbreitungsrichtung —

p=r"%

wy +w-—
Ein Strahl mit w4y =0,7 und w_ = 0,3 ist zu 40% rechtszirkular pola-
risiert. Ein anderer Strahl mit w; = w_ ist vollig unpolarisiert.

Bemerkung

Die formale Ahnlichkeit zur Beschreibung der Polarisation von Spin-1/2
Teilchen in der Quantenmechanik ist deutlich zu erkennen. Hier wie
dort kann man eine Dichtematrix einfiihren, die im eben beschriebenen
Beispiel o = diag(w4, w_) ist, vorausgesetzt die Summe der Gewichte

I Solche Wellenziige modelliert man
z.B. durch Wellenpakete, d. h. Uberlage-
rungen von ebenen Wellen mit einer von
k abhidngigen Gewichtsfunktion, die so
eingerichtet sind, dass die dazu beitragen-
den Wellenzahlen k" in der unmittelbaren
Nachbarschaft von k liegen.
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Abb. 4.3. Der Polarisationsvektor ¢ liegt
im Inneren einer Vollkugel mit Ra-
dius 1. Seine Richtung ist die Ausbrei-
tungsrichtung, sein Betrag ist der Grad
der Zirkularpolarisation

ist auf 1 normiert, w4 +w_ = 1. Hat man die 3-Achse nicht in die Aus-
breitungsrichtung 7 gelegt, definiert linkszirkulare und rechtszirkulare
Polarisation aber wie oben in bezug auf diese Richtung, dann ist

Q=%[112+(w+—w_)fz~a] E%[Ilz—i-;-a].

Das Symbol o steht fiir die drei Pauli-Matrizen, das Skalarprodukt mit
einem Vektor a ist als a-o0 = ajo| + a0y + azo3 zu verstehen. Die An-
gabe des Vektors ¢ = (w4 —w_) 7i legt die Ausbreitungsrichtung 7 fest,
sein Betrag |¢| den Grad der Zirkularpolarisation. Dieser Vektor steht
im Ursprung der Vollkugel mit Radius 1, die in Abb. 4.3 skizziert ist.
Liegt seine Spitze auf der Kugeloberfliche, so ist der Strahl vollstin-
dig polarisiert, liegt sie im Inneren der Kugel, so ist er partiell oder gar
nicht polarisiert.

4.2 Einfache strahlende Quellen

Die einfachsten strahlenden Quellen lassen sich durch lokalisierte, oszil-
lierende Ladungs- und Stromdichten modellieren. Lokalisiert bedeutet,
dass die Quellen nur ein endliches Gebiet im Raum einnehmen und dass
man sich nur fiir die von ihnen ausgesandten Wellen im materiefreien
AufBlenraum interessiert. Wegen der Linearitdt der Maxwell’schen Glei-
chungen geniigt es, harmonische Losungen

0c(t, x) = o(x)e ", (4.292)

Jelt.x) = j(x)e ™", (4.29b)
aber in komplexifizierter Form zu verwenden. Realistische Quellvertei-
lungen erhélt man hieraus iiber Fourieranalyse in der Variablen ¢.

Verwendet man die Lorenz-Eichung sowie die retardierte Green-

Funktion (3.65), so ist auch das Vektorpotential eine zeitharmonische
Funktion

s =t [ff o2 [ wlDs(0mid o)
/// FEN J(x) cl(@/0)lx—x'| o—iwt
Jx —x'|

= A(x)e (4.30)

Im Schritt von der ersten zur zweiten Formel ist das Integral iiber ¢’
ausgefiihrt worden,

+o00

/dz’ e o'y <t/ _rtl |x—x’|) = el i@/ =¥
C

—00



Da die Strahlung auBlerhalb der Quellen, d.h. im Vakuum berechnet
werden soll, wo es keine Mediumeffekte gibt, ist (w/c) = k. AuBerdem
gilt Vx H—(1/c)E =0 und somit

E(t,x) = cV x B(t, x) = %v % B(1,x) .

Fiir die nur von x abhiingenden Anteile in den Fourier-Komponenten der
Felder

Ec(t,x) = E@)e ™, Be(t,x) = Bx)e
hat man dann allein von x abhéngige Gleichungen zu l6sen

E(x) = %V x B(x) , (4.31a)
B(x) =V xA(x). (4.31b)

Der Gang der Rechnung ist damit klar vorgegeben: Aus der vorgegebe-
nen Stromdichte j(x) berechnet man das Vektorfeld A(x) iiber die Glei-
chung (4.30). Die physikalischen Felder erhilt man dann aus (4.31a)
und (4.31b).

4.2.1 Typische Dimensionen strahlender Quellen

Die als lokalisiert vorausgesetzte Quelle moge die typische raumliche
Ausdehnung d haben. In der Beschreibung und mathematischen Be-
handlung der von solchen Quellen ausgesandten Strahlung ist entschei-
dend, in welchem Verhiltnis die Wellenldnge A = 27 /k zur Dimension d
steht, insbesondere ob XA sehr viel groBer als d ist oder ob diese beiden
Lingen von vergleichbarer Groflenordnung sind.

a) Gewohnliche Atome

Atome wie sie in der Natur vorkommen, haben Ausdehnungen von der
GroBenordnung des Bohr’schen Radius

i he 531071
ar = = ~J,5- m,
B e2m,  (e2/hc)m,c?
2
|
mit o~ — . my®~0511MeV. he~197.3-10""5 MeVm .
he — 137

Die typische Strahlung, die sie aussenden, liegt im sichtbaren Bereich,
eine gute Richtzahl ist daher eine Wellenldnge von der Grofenordnung
1000 A = 1077 m. Hier ist also A > d, die emittierte Wellenliinge ist
viel groBer als die typische Dimension der Quelle. Als Konsequenz
hieraus sind die elektrischen Dipoliibergéinge in Atomen dominant und
viel intensiver als die mit hoheren Multipolfeldern.

4.2 Einfache strahlende Quellen
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b) Myonische Atome

Der Bohr’sche Radius fiir Myonen ist im Verhiltnis m,/m, kleiner
als der fiir elektronische Atome. Die Bindungsenergien in Wasserstoff-
dhnlichen Atomen, bei denen das Elektron durch ein Myon ersetzt ist,
ebenso wie die Ubergangsenergien sind aber um den Kehrwert dieses
Verhiltnisses groBer als bei Elektronen. Die Wellenlingen der emittier-
ten elektromagnetischen Strahlung sind entsprechend kleiner. Hier wird
A 1. Allg. nur wenig groBer oder sogar vergleichbar mit der Dimension
d der Quelle sein. Was in elektronischen Atomen gilt, ist hier nur noch
marginal richtig: elektrische Dipoliibergidnge sind zwar wichtig, aber ho-
here Multipole wie z.B. elektrische Quadrupole treten mit messbaren
Intensititen auf.

c) Atomkerne

Atomkerne haben rdumliche Ausdehnungen von der GréBenordnung d =
10~ bis 10~ m, Uberginge zwischen Zustinden der Kerne, bei de-
nen y-Strahlen emittiert werden, entsprechen Energiedifferenzen von ei-
nigen MeV. Typische Wellenlingen sind daher A = 27(hc/E) > 10~2 m
und sind daher nicht mehr signifikant grofer als die typische Dimension
der Quelle. Ahnlich wie bei myonischen Atomen treten bei Kerniiber-
gingen neben den Dipolen auch hohere Multipolarititen auf.

d) Klassische, makroskopische Quellen

Bei makroskopischen Sendern und ihren Antennen ist die Wellenldnge
i. Allg. grof} gegen ihre physikalische Ausdehnung, A > d. Da es sich
hier aber um makroskopische Abmessungen handelt, die man bei prak-
tischen Messungen durchaus unterschreiten kann — im Gegensatz zu
den eben diskutierten mikroskopischen Systemen, wo die Beobachtung
immer bei Abstdnden stattfindet, die gegeniiber der Ausdehnung der
Quelle groB sind —, muss man auch den Abstand » des Beobachters von
der Quelle sowohl mit d als auch mit A vergleichen. Man unterscheidet
daher

(A) d < r < A:die sog. ,,Nahzone®, in der ein Beobachter zwar so weit
von der Quelle entfernt ist, dass sie ihm punktférmig erscheint, er
andererseits doch noch so nahe ist, dass er sich weit vor dem ersten
Schwingungsknoten befindet;

(B) d <« A < r: die sog. ,,Fernzone®, wo der Beobachter sowohl die
Quelle als punktférmig wahrnimmt als auch die bereits voll entwi-
ckelte Welle sieht;

(C) d < r =~ A: das Zwischengebiet, in dem der Abstand von der punkt-
formigen Quelle mit der Wellenldnge vergleichbar ist.

Mit einem Radioempfinger wird man sich in der Regel in der Fern-
zone eines gegebenen Radiosenders befinden. Macht man Messungen in
der unmittelbaren Nachbarschaft eines Langwellen-Senders, so befindet



man sich eher in der Nahzone oder im Zwischengebiet zwischen Nah-
und Fernzone.

4.2.2 Beschreibung durch Multipolstrahlung

Eine in der Praxis oft verwendete, sehr niitzliche Methode, die von ei-
ner Quelle ausgesandte Strahlung zu berechnen, ist die Methode der
Multipolmomente. In Abschn. 1.7.4 haben wir diese Methode in der
Elektrostatik kennen gelernt und verwendet. Bei den dort behandel-
ten statischen Problemen haben wir spezielle Losungen der Laplace-
Gleichung mit Hilfe der Kugelflichenfunktionen konstruiert, nach denen
allgemeinere Losungen entwickelt werden wie in (1.103) angegeben.
Bei den hier gestellten Aufgaben geht es darum, diese Methode auf die
Helmholtz-Gleichung (4.8), hier also auf die Differentialgleichung

[A+K2]f(k,x) =0 (4.32)

anzuwenden. Die Vorgehensweise ist dhnlich wie in der Elektrostatik:
Man beginnt mit einem Faktorisierungsansatz vom Typus der Glei-
chung (1.95), mit Kugelflichenfunktionen Yy, (6, ¢) in den Winkelva-
riablen und mit Radialfunktionen fy(r),

oo +L

Flxy=>""" fulk, )Yim(0, ),

=0 m=—¢

und zeigt, dass die Radialfunktionen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

{ L d <r2 d )—wrj]) +k2} felk,r) =0 (4.33)

Par\"ar
geniigen. Man bestitigt natiirlich sofort, dass die statischen Losungen
=7 und £ =r=t~! diese Differentialgleichung erfiillen, wenn

k* =0 gesetzt wird. Fiir k # 0O fiihrt man das dimensionslose Argument
z := kr ein und erhilt anstelle von (4.33)

d? 2d e+ B
{d_z2 gd—z— z2 +1} fZ(Z) =0. (4.34)

Dies ist eine in der Theorie der Bessel-Funktionen wohlbekannte Dif-
ferentialgleichung. Ein dem in diesem Abschnitt gestellten Problem gut
angepasstes System von Fundamentallosungen ist
D k) = jokr) | (4.352)
D kr) = bV (k) = jo(kr) +ing (kr) (4.35b)

4.2 Einfache strahlende Quellen
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2 Sie unterscheiden sich von den in
Band 2 benutzten Funktionen h(;) um
einen Faktor i: hf) (2) =

in{" (2).

Hierbei sind die j,(kr) die sphirischen Bessel-Funktionen, n,(kr) die
sphérischen Neumann—Funktionen, fiir die die Formeln

f1d ¢ sinz
Je(@) = (—2) —_—, (4.36a)
zdz z
¢
ne(z) = —(—2)* <1 d) o2 (4.36b)
dz z

eine niitzliche Darstellung liefern. Die Funktion hél) ist eine der beiden
sog. sphirischen Hankel-Funktionen. Diesen Speziellen Funktionen sind
wir in Band 2 bei der Behandlung von Problemen mit Zentralfeldern
begegnet. Die Funktionen hél)(z) heiflen sphérische Hankel-Funktionen
erster Art?,

Hier sind einige Beispiele

San
Jo(z) = 7 (4.37a)
d sinz s1nz CoS Z
J1(z) = =— - : (4.37b)
T dz z 2z z
d 1d sinz sinz /3 3cosz
=z =—==-1)—-—. 4.37
(@)= “dzzdz z 4 (z2 ) 22 (4379
COS Z
no(z) = — , (4.38a)
cosz sing
ni(z) =— T T (4.38b)
Z z
cosz (3 3sinz
n(z) =——— (—2 — 1) -—— (4.38¢)
z z Z

Fiir das Folgende wichtig ist das Verhalten dieser Funktionen bei
r — 0 und bei r — oo, das wir hier angeben:

. (kr)* @ @e=Dn
(kr) < 11 jo(kr) ~ T ESR n,’ ~ ~ G (4.39a)
20— 1)!!
hyD ~ — ((]G’T"_)] : (4.39b)

wo 2¢+1!!'=1-3-5---(2¢+1) und entsprechend (2¢ — 1)!! die Dop-
pelfakultit ist, sowie

ke 1: jo(kr) ~ i (k z”) (k) ~ — (k z”)
r : ry~—sinkr—€—=) , nelkr)~——cos(kr—£=) ,

Je kr 2 ¢ kr 2
(4.40a)

(1) o e
iy ) ~ (=i (4.40D)
r

Die Erweiterung der Entwicklung (1.105) auf die Green-Funktionen
mit k # 0 lautet folgendermafien



eiklx—x/ | .
e lkzje(kwhZ (kr>)mzz Yin@)Yen®) . (4.41)
Hier wie dort bedeutet die Notation r. und r-, dass man von den
Radialvariablen r = |x| und ' = |x/| die jeweils kleinere in die Bessel-
Funktion, die jeweils groflere in die Hankel-Funktion einsetzen muss.
Die Winkelkoordinaten (0, ¢) von x und (8’, ¢’) von x’ sind durch die
Einheitsvektoren ¥ bzw. X" abgekiirzt.

Man bestitigt schnell, dass die Entwicklung (4.41) fiir k =0 in die
Formel (1.105) iibergeht. In diesem Grenzfall ist (kr) < 1 und man kann
die Abschitzungen (4.39a) und (4.39b) einsetzen,

eik\x—;r’|

(kr) = 0: m
(kr<)* (2@ A
lkZ (26+1)H (kr )e+1 Z Yin & ) Yo (®)

Y5y @) Yo (%) .
% ﬁjl 2£+1 Z
Dies ist genau die Formel (1.105) der Elektrostatik.

Zum Beweis von (4.41) kann man folgendes sagen: Die linke
Seite ist eine Green-Funktion der Helmholtz-Gleichung (4.32), da-
her miissen die in (4.41) vorkommenden Radialfunktionen Losungen
von (4.34), d.h. Linearkombinationen von sphédrischen Bessel- und
Neumann-Funktionen sein. Der Grenzfall k — 0 sagt uns, welche dies
mit dem Argument k7. und welche mit dem Argument kr- sein miis-
sen. Da die Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen eindeutig ist, gilt
der Ausdruck (4.41).

Die Entwicklung (4.41) lasst sich in den Ausdruck (4.30) fiir das
Vektorpotential einsetzen. Auf diese Weise erhilt man fiir den Bereich
auferhalb der Quellen

A)=—— Zh(l)(kr) Z Yom (R) (4.42)

£=0 m=—{
o0
: / 2 dr’ / A2’ j&') jelkr' Y}, (&) .

Falls der Aufpunkt auch innerhalb des Quellbereichs liegen darf, miis-
sen die Fille r >’ und r < r’ unterschieden, das Integral iiber ' wie
z.B. in (1.106b) entsprechend aufgespalten werden. So wie der Aus-
druck (4.42) hier steht, ist

r-=r=\x| und ro=r= |x’|

4.2 Einfache strahlende Quellen
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zu setzen. Das Vektorpotential (4.42) ist eine Summe von Produkten
von je zwei Anteilen, von denen der eine nur vom Aufpunkt x abhéngt,
der andere Anteil

/r/zdr/ // d2' j&x') je(krh Y}, (X, (4.43)
0

nur von der Quellverteilung abhidngt. Man sieht, dass die Anteile (4.43)
eine Verallgemeinerung der Multipolmomente (1.106d) sind.

Bemerkungen

1. In der Nahzone d <« r < A ist das Produkt kr sehr klein gegen 1.
Daher kann man in (4.30)

: -
e1k|x xl:l

setzen bzw. in der Multipolentwicklung (4.42) die sphérischen
Bessel- und Hankel-Funktionen durch ihre Néherungen (4.39a)
und (4.39b) ersetzen, so dass

4 1 Yo ®) [

T tm (X

AW =72 2i o
,m

2 dr’ / Ao’ rt iy, &) .

(4.44)

Physikalisch interpretiert sagen diese Formeln, dass Retardierungs-
effekte in der Nahzone noch vernachléssigbar sind und die Verhilt-
nisse praktisch statische sind. Bis auf die harmonische Zeitabhingig-
keit sind E und B statische Felder.

2. In der Fernzone r > A werden die Verhiltnisse ebenfalls einfacher
als im Zwischengebiet. Geht man z. B. zum Ausdruck (4.30) zuriick,

so kann man mit r >> r’ nach r’/r entwickeln
/ A / A X
lx—x'|~r—h-x', A=Z

.

und erhilt im Grenzfall (kr) — o0

ikr
Ax) ~ ec—r / / / &Ex ) e kY (4.45)

ikr -
_ € Z ( lk)”“ /// d3x/j(x/)(fl-x’)“ .
cr y !

=0

Da die Wellenlidnge im Vergleich mit der rdumlichen Ausdehnung
der Quelle groB ist, A > d, ist das Produkt kd sehr klein gegen-
iiber 1. Die Reihe in dem zuletzt erhaltenen Ausdruck (4.45) konver-
giert daher rasch und wird durch den ersten nichtverschwindenden
Term dominiert.



4.2.3 Der Hertz’sche Dipol

Als Anwendung der allgemeinen Zerlegung (4.42) betrachten wir den
Term mit £ = 0, beachten dabei, dass
ikr ;
1 et ) sin(kr)
hy ' (kr) = —, kr) =

o (kr) T Jo(kr) o
sind. Wenn die Quelle nahezu punktférmig ist, dann tragen im Inte-
gral (4.43) nur solche Werte von r’ bei, fiir die k7’ < 1 bleibt. Man kann
daher jo(kr) ~ 1 setzen und erhilt

4 ikr 1
Ax) ~ L8 /// Bx o) — .
c r 4

(Dabei ist Ypo =1 /«/E eingesetzt worden.) Das Integral iiber die
Stromdichte kann man mittels der Kontinuititsgleichung durch ein In-
tegral iiber die Ladungsdichte ersetzen. Bei harmonischer Zeitabhéngig-
keit gibt die Kontinuititsgleichung

do(t, x)

V-jit x)+

=0 — V.jkx) —iwox)=0.

Da die Stromdichte im Unendlichen hinreichend rasch verschwindet, er-
hilt man durch partielle Integration und bei Verwendung dieser letzten
Gleichung

/f/ d3x’j(x’)=—/// &x' ¥ (V- j(x))
= —iw /// dx' x'o(x') .

Hier tritt auf der rechten Seite das Dipolmoment (1.109c)

d= f / f d*x' x'o(x) (4.46)

auf, das schon aus der Elektrostatik bekannt ist. Damit erhalten wir die
besonders einfache Form

ikr

A) ~ —ik—d | (k 2= 2—”) (4.47)
r c A

fiir den von x abhingigen Anteil im Vektorpotential, aus dem sich im

nichsten Schritt die magnetische Induktion B.(x) =V x A(x) und das

elektrische Feld E.(x) = (i/k)V x B.(x) berechnen lassen. Man findet

nach einer kleinen Rechnung

) e1kr 1 R
B.(x) =k 1—— |&xd, (4.48)
r ikr
5 eikr R ) eikr ) L
Ecx)=k>— (& xd) x®+—(1—ikr)[3%R@-d)—d].  (4.49)
r }’3

4.2 Einfache strahlende Quellen

211



212

Einfache Anwendungen der Maxwell-Theorie

Mit ihrer harmonischen Zeitabhingigkeit versehen sind die Felder dann
B(t,x) = ¢ 7' Bo(x),  Ec(t,x) = ¢ Ec(x)

die physikalisch realisierten Felder schlieBlich sind die Realteile hiervon
B(t,x) =Re B.(t,x) . E(t,x) =Re E.(t,x) .

Bevor wir diese Losungen analysieren, geben wir einige Zwischen-
schritte der Rechnung an, die von (4.47) auf die komplexen Fel-
der (4.48) und (4.49) fiihrt. Als Erstes ist

elkr
BC=VXA=—ik<VXd >
r

zu berechnen. Mit Bf(r)/axi = (8f(r)/8r)(xi/r) und mit ¥ = x/r folgt

eikr eikr
Bcz—ikfcxd(— 5 ik )E—ikfcxdg(r), wo
r r
eikr ikr
g =—— +ik
r r

gesetzt ist. Dieses Ergebnis ist schon die Antwort (4.48).
Das elektrische Feld folgt hieraus durch nochmalige Anwendung der
Rotation, E; = (i/k)V x B.. Diese berechnet man mit Hilfe von

(V X (a X b)) = EikmEmnpOkanbp

— liber alle doppélt auftretenden Indizes summiert — und von
EikmEmnp = OinSkp — 8ipSkn -

Falls die Vektorfelder @ und b von x abhingen, so gibt dies
V X (a x b) = (ka)by — (3pan)b +a(oxby) — an(9,b) .

Wenn wir den skalaren, nur von r abhingenden Faktor wie oben gesche-
hen mit g(r) abkiirzen, so ist dies im vorliegenden Fall

V x (& xdgr)=(dg(r)-V)—dg(r)(V-R)
—H’E(V -dg(r)) — (52 . Vg(r))d .

Verwenden wir noch die bekannten oder leicht zu bestitigenden For-
meln

S S S
oxi r r Y3 r

dann geben die ersten beiden Terme auf der rechten Seite

9 x/ 1 xix/ x 2
= i

. o 8M . g()
(dg()- V)& —dg(r)(V %) =—==(d-2) - =—d.

Der dritte und der vierte Term geben zusammen genommen

R R 1 o080  0g(r)
2(V-dgn)—(%-Vgr)d =(d-%)z 5 d 5

0
=-—Xx(dxXx) (g;(r)’
-




wobei die Identitit X x (d x X) =d —X(X- p) eingesetzt wurde. Verwen-
det man diese noch einmal bei den vorhergehenden Termen, setzt g(r)
und seine Ableitung ein, so ergibt sich das Resultat (4.49) fiir das elek-
trische Feld.

a) Hertz’scher Dipol in der Fernzone

Weit auflerhalb der Quelle und bei Absténden, die im Vergleich zur Wel-
lenldnge des Hertz’schen Senders grof sind, trdgt nur der erste Term auf
der rechten Seite von (4.48) bei und es ist
eikr
B.(x) ~k*—%& xd , (4.50)
r

E.(x) ~ B.(x) x % . 4.51)

Das elektrische Feld und das magnetische Induktionsfeld, die gleich den
Realteilen dieser Ausdriicke sind, schwingen in Phase und ihre Betrige
sind von gleicher GroBenordnung. Beide Felder stehen auf der Ausbrei-
tungsrichtung % senkrecht, beide klingen mit 1/r ab.

b) Hertz’scher Dipol in der Nahzone

Da wir den Dipol als punktformig vorausgesetzt haben, ist » immer
noch grofl im Vergleich zur Dimension d des Senders, gleichzeitig
aber auch klein gegeniiber der Wellenldnge. Daher ist wie bei der For-
mel (4.44) die Nidherung jo(kr) >~ 1 gerechtfertigt. Dann sind die Felder

B.(x) ~ ikizfc xd (4.52)
r
Ec(x) ~ %[3&(&-@ —d]. (4.53)

Abgesehen von der harmonischen Zeitabhéngigkeit ist das elektrische
Feld wie erwartet statisch. Es ist gleich dem Feld eines statischen elek-
trischen Dipols. Der Betrag der magnetischen Induktion ist um einen
Faktor (kr) Kkleiner als der von E, das elektrische Feld dominiert in der
Nahzone. Die beiden physikalischen Felder haben auflerdem eine rela-
tive Phasenverschiebung von /2, denn

E(1,x) =Re (e“"E.(x)) o cos(wt) ,
B(t,x) = Re (e Bc(x)) o< — sin(wr) .

Es ist noch von Interesse, die Leistung eines solchen Hertz’schen
Senders zu berechnen. Legt man eine Kugel mit Radius » um den Di-
pol — und es geniigt, diese in der Fernzone anzunehmen —, so ist die in
das Raumwinkelelement df2 abgestrahlte Leistung gleich dem Flichen-
element 72 ds$2 multipliziert mit dem Mittelwert der Radialkomponente

4.2 Einfache strahlende Quellen
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des Poynting’schen Vektors

d W 2 rlc
=—FE!xB.+E.x B}
o= (())16r{x+x}
= —k4 |(r xd) xr| 2= k4d2 sin” 6 . (4.54)
Die gesamte zeltgemlttelte Lelstung ist das Integral hieriiber,
2
W= / f 42 =2 = S (2-2 ) = Skt (4.552)
8 3 3
Die wihrend einer Schwingungsperiode abgestrahlte Leistung ist
2m— 167t 1
TW="W=——d", 4.55b
ck 3043 ( )

wo noch die Beziehung k = 27/ zwischen Wellenldnge und Wellenzahl
eingesetzt wurde.

Bemerkungen

1. Harmonisch schwingende Quellen konnen keinen elektrischen Mo-
nopolanteil haben. Das skalare Potential

o= [[a [[f 0 85 ()
|lx —x’ c

hat den ¢ = 0-Anteil

g’ =t—r/c) _q
dsMonopol(L x) = % = ; >
der von der Zeit unabhingig ist, weil die elektrische Ladung erhalten
ist.
2. Auch der Term mit £ =1 in (4.42) ldsst sich leicht interpretieren,
wenn die Quelle punktformig ist. Man benutzt den Ausdruck

ikr
(1) . e! 1 .
hy (kr) = (—1) . (; —1)

und ersetzt mit (kr') < 1 im Integral iiber die Quelle

o kr'
Jitkr') ~ 3
Dann ist
o0
A ~ 2T (l —ik) 3 Yim(®) /r/zdr’ //dsz/j(x’)r’y;* &)
3cr \r — J "

(4.56)

Bis auf einen Vorfaktor, der nur Konstanten und die Radialvariable r
enthélt, steht hier nichts Anderes als das Skalarprodukt aus x der
Ausbreitungsrichtung, und x’/,

4 n n N
5 Z Yim@r'Y), &) =%x
m



einmal in sphirischen Koordinaten, einmal in kartesischen Koordina-
ten ausgedriickt. Mit der Identitit (a xb) xc =b(a-c) —a(b-c) folgt
die Beziehung
1 A /N o 1 A /N o A . / 1 / . A
—@xx)j=—[E@xXNj+E HX]+—C'xjHxx. (457
c 2c 2¢
Der erste Term auf der rechten Seite von (4.57) enthilt eine elektri-
sche Quadrupoldichte, der zweite Term enthélt die uns aus (1.120a)
wohlbekannte magnetische Dipoldichte, deren Integral {iiber die
Quelle das magnetische Moment u, (1.120b) ergibt. Betrachtet man
nur diesen Term, so ist

eikr 1
Amagn(¥) =1ikX x p (1 — —> . (4.58)
r ikr

Dieses Potential, das magnetische Dipolpotential, ist ein Analogon
des Hertz’schen Dipols, der ein schwingender elektrischer Dipol
war. Interessanterweise hat hier das Potential dieselbe Gestalt wie
das Induktionsfeld (4.48) des elektrischen Dipols. Die zugehorigen
physikalischen Felder haben eine ganz dhnliche Form wie in (4.48)
und (4.49):

ikr ikr

B (x) = k25 (&< p) x &+ (1 —ikn) [32@-w—n].
r r3
(4.59)
ikr
1
r ikr

Die nahe Verwandtschaft des elektrischen und des magnetischen Di-
polsenders ist an diesen Ausdriicken gut zu erkennen.

4.3 Brechung harmonischer Wellen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Brechung einer harmonischen
Welle an der ebenen Grenzfliche zwischen zwei nichtleitenden, homo-
genen Medien mit Dielektrizititskonstanten ¢ bzw. ¢ und magnetischer
Permeabilitit ;1 bzw. u'. Die 3-Achse im R? sei senkrecht zur ebenen
Grenzflache gewihlt. Auf diese Fliche trifft eine ebene Welle mit dem
Wellenvektor k und spaltet in eine gebrochene Welle im benachbarten
Medium und eine reflektierte Welle im ersten Medium auf.

4.3.1 Brechungsindex und Winkelrelationen

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit legen wir die 1- und 2-Achsen
in der Grenzflache so, dass k in der (1, 3)-Ebene liegt. Mit dem bekann-
ten Zusammenhang zwischen Wellenzahl k = |k| und Wellenlinge A und

4.3 Brechung harmonischer Wellen

215



216

Einfache Anwendungen der Maxwell-Theorie

mit (4.9)
2 w
k=—, k= ./pne—
A " c
gilt im Falle des Vakuums
2
@_ 4.61)
c Ao

Dieselbe Welle propagiert im homogenen Medium mit der Wellen-
linge A, die somit mit der im Vakuum {iber die Relation

1
A=A)—— (4.62a)

JILE
zusammenhingt. Der Brechungsindex ist umgekehrt proportional zur
Geschwindigkeit cpg, mit der sich die harmonische Schwingung im Me-
dium fortpflanzt,

n=—. (4.62b)
™
Setzt man den Brechungsindex des Vakuums gleich 1 und beachtet die
Relationen vigp =c und vA = ¢y, dann folgt die Maxwell’sche Bezie-
hung

n = i . (4.620)

Im Vergleich der beiden Medien, die bei x3 = 0 aneinander grenzen, ist
somit

n=./ue, n=.\/ue .
An der Grenze zum benachbarten Medium spaltet die einlaufende Welle
in eine gebrochene Welle und die im urspriinglichen Medium laufende,
reflektierte Welle auf. Bezeichnet man die Wellenvektoren der gebroche-
nen mit k' und die der reflektierten mit k”, so haben das elektrische Feld
und die magnetische Induktion die komplexe Form

Ec(t,x) = ege @K% B (1, x) =nkx Ec(t,x) , (4.63a)
E.(1,x) = e)e @K B x)=n'kK x EL(t,x) (4.63b)
E/(t,x)=eje @K Bt x)y=n"RK'xE!(t,x). (4.63c)

An dieser Stelle benotigt man die Randbedingungen, die an der Grenz-
fliche erfiillt sein miissen. In Aufgabe 4.1 zeigt man: An der Grenz-
flache sind die Tangentialkomponenten der Felder E bzw. H, sowie
die Normalkomponenten der Felder D bzw. B stetig. Dies ist nur dann
erfiillbar, wenn die drei Phasen in (4.632)—(4.63c) bei x> =0 fiir alle
Zeiten ¢ und alle Werte von x!' und x? iibereinstimmen. Daraus folgen
die Gleichheit der Frequenzen, w = o’ = ", (die wir in (4.62¢) schon
benutzt haben), die Gleichheit der Skalarprodukte

k-x)|3_0= (k’ ox)|x3=0 = (k" -x)|x3=0 (4.64a)



an der Grenzflache, sowie die Relationen
k| = |K'| =k=n>, (4.64b)
c
K|=K=n2. (4.64c)
c

Wenn wir die 1-Achse so gewihlt haben, dass k in der (1, 3)-Ebene
liegt, dann folgt aus (4.64a), dass auch k" und k” in dieser Ebene liegen.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 4.4 gilt dann

now .
k=— (sina, 0, cosa)T ,
c

n'ow

K =— (sinB,0,cos B)T |
c
¥ ="2 (siny, 0, —cos )T .
c
Der Vergleich mit der Bedingung (4.64a) gibt die folgenden Beziehun-
gen zwischen den Winkeln «, 8 und y

a=y und nsina =n"sinB . (4.65)

Der reflektierte Strahl lduft unter demselben Winkel relativ zur 3-Achse
wie der einlaufende, ist aber in negativer 3-Richtung orientiert. Die
zweite Gleichung heilit Snellius’sches Gesetz. Der gebrochene Strahl
weicht von der Richtung des einlaufenden ab, wenn die Brechungsin-
dizes nicht gleich sind.

4.3.2 Dynamik der Brechung und der Reflexion
Schreibt man die Randbedingungen fiir die Felder aus, d. h.
D,=D,, B,=B,, E=E, H=H, (4.66)

und bezeichnet 7i = é3 die positive Flichennormale, so ergeben sich die-
ser Reihe nach die folgenden Bestimmungsgleichungen

[e(e0+e() —&'ep] - =0, (4.67a)

[kxeo+K'xeq—K xe]-A=0, (4.67b)

[eo+eq—e] xA=0, (4.67¢)
1 1

|:— (kxeo+k’/xe8)——/(k’xe6):|xfz:O. (4.67d)
% M

Da die Felder transversal zur jeweiligen Ausbreitungsrichtung sind,
muss man zur vollstindigen Analyse dieser Gleichungen nur zwei
Grundsituationen unterscheiden: Den Fall, bei dem E senkrecht zur
(1, 3)-Ebene, d.h. zu der von k und #2 aufgespannten Ebene schwingt;
sowie den Fall, wo E in dieser Ebene liegt.

4.3 Brechung harmonischer Wellen

3
3
—kn
p
>1
R o Y ndll
k

Abb.4.4. Die vorgegebene Welle lduft
in der (1, 3)-Ebene unter dem Winkel «
zur 3-Achse ein. Die Wellenvektoren
sowohl der gebrochenen als auch der
reflektierten Welle liegen in derselben
Ebene
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A3

B 4R
B

= 1

k =l

A B
B Yoo

RII

Abb. 4.5. Die physikalischen Felder im
sog. transversal-magnetischen Fall, wenn
das elektrische Feld aus der Figur, vom
Betrachter weg weist

3 Die Bezeichnung ,,para“ fiir parallel
bezieht sich auf die drei elektrischen
Felder der einfallenden, der gebroche-
nen und der reflektierten Welle.

Im Folgenden seien e, ¢, und ¢ die Betrige der Vektoren ey, e,
bzw. /..

a) Der transversal-magnetische Fall

Wenn das elektrische Feld auf k und auf 72 senkrecht steht und wie
in der Abb.4.5 ,nach hinten* zeigt, dann liegt B wie dort eingezeich-
net in der (1,3)-Ebene. Es ist nach Voraussetzung E = epé;. Glei-
chung (4.67c) gibt fiir die Amplituden eg + eg — (36 =0, wihrend (4.67d)
die Beziehung

& /! 8/ /
;(60 —eq) cos o — Eeo cos B=0

liefert. Die Randbedingungen (4.67a)—(4.67d) zusammen mit der Trans-
versalitidtsbedingung

k/‘E/:OZk”'EN

zeigen, dass auch E’ = ¢¢; und E” = ¢(jé; gilt, d. h. dass auch die elek-
trischen Felder der gebrochenen und der reflektierten Wellen in dieselbe
Richtung weisen wie das der einlaufenden Welle.

Die zweite Relation (4.65) schreibt man um in

n'cos B =+vn'?2—n?sin?«a
und 16st die soeben erhaltenen Gleichungen nach e;,/ep bzw. nach ejj/eq
auf. Dies ergibt
e 2ncos 2ncos«o

eo  ncosa+(u/pwHn’cos B pcosa+ (u/pw)Vn'E—nZsina
(4.68a)

ey ncosa—(u/u)n'cos B ncosa—(u/pn)vVn'2—n?sin’a

eo  ncosa+(u/wIn'cos B ncosa+ (u/p)vVn'2 —nZsinZa
= Roara - (4.68b)

Das zweite Ergebnis vereinfacht sich, wenn beide Medien dieselben ma-
gnetischen Permeabilititen haben, i’ = . Wieder unter Ausnutzung der
zweiten Relation (4.65) ist dann?

ey B _sin(a—ﬂ)
e sin(e+p)

Dies ist eine der sog. Fresnel’schen Formeln. A. Fresnel hatte diese und
andere Formeln fiir Brechung und Reflexion 1821 auf anderem Wege
abgeleitet.

Rpara(' = ) = (4.69)



b) Der transversal-elektrische Fall

In diesem Fall liegen die elektrischen Felder wie in Abb. 4.6 eingezeich-
net in der (1, 3)-Ebene. Insbesondere ist

E =e¢p(—é)cosa+é;sina) ,
E =e¢y(—& cosB+éysinp),
E" =e¢j(e) cosa+&;sina) .
Die Randbedingungen (4.67¢c) und (4.67d) geben hier die Gleichungen

(e0 —e() cosa —ejcos f=0,

/
\/E(eo-l—e/o/)— %%:0.

Aus diesen, aus (4.62c) und (4.65) folgen die Verhiltnisse der Amplitu-

den
ef  (u/u)n'?cosa—nv/n'2 —n2sin
Rirans := 2= - s (4.70a)
e (u/w)Hn’2cosa+nv/n'?—n?sin?a
e 2nn’ cos a
20— (4.70b)

e (u/w)Hn'?cosa+nvn? —n?sin?a
(Die Bezeichnung ,.trans* steht fiir transversal.)

In beiden Fillen, dem transversal-magnetischen wie dem transversal-
elektrischen, ist das Quadrat des Verhiltnisses eg /eo ein MaB3 fiir die
Intensitdt der reflektierten Welle im Vergleich zur einlaufenden. Um
diese Verhiltnisse anschaulich zu machen, betrachten wir eine Situation,
bei der ' = p ist, unterscheiden aber die Fille n’ > n und n’ < n. Das
Verhiltnis der Brechungsindizes sei mit

P 4.71)
n
abgekiirzt. Die Quadrate der Verhiltnisse sind
2
e cosa —/r? —sin’ 4722)
= , 12a
para cosa++/r? —sina
2
R r?cosa —+/r2 —sin? (4.72)
rans r2cosa++r2—sinfa) .

Der Fall r > 1:
Zunichst liest man an den Ergebnissen (4.68b) und (4.70a) folgende
Spezialfille ab

5 1—r\? 5 1—r\?
a=0: Riara = =) Ritans = =)
. 2 2
Ot=§. Rpa.ra_l’ Rtranszl'

4.3 Brechung harmonischer Wellen
A3
E 4K
B
= > 1
k =2n
X E
E Jolo
—k>II

Abb. 4.6. Die physikalischen Felder im
sog. transversal-elektrischen Fall, wenn
die elektrischen Felder des einlaufen-
den, des gebrochenen und des reflek-
tierten Strahls in der (1, 3)-Ebene lie-
gen
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o
0004 08112 16
Op
Abb.4.7. Die Verhiltnisse der reflek-
tierten Intensitdt zur einfallenden als
Funktion des Einfallswinkels, hier fiir
n' >n: r=2,4173 (Diamant und Natri-

umlicht bei Zimmertemperatur). In die-
sem Beispiel ist ap = 1,178

0,8
0,6
0,4

2
Rpara

0,2] Ug

0 01 02 03 04
Olg

Abb.4.8. Die Verhiltnisse der reflek-
tierten Intensitit zur einfallenden als
Funktion des Einfallswinkels, hier fiir
n’ <n: r=0,4137 (Kehrwert des Wer-
tes aus Abb.4.7). In diesem Beispiel
sind ag = 0,392 und ag = 0,426

Wihrend R2, .
bei dem durch die Gleichung

r2cosa—+/r2—sin2a =0

festgelegten Winkel ap, dem sog. Brewster’schen Winkel, eine Null-
stelle. Man priift leicht nach, dass

im Intervall (0,7/2) monoton wichst, hat R2,

. 9 r? 2 1
ap = arctan(r) , bzw. sin“ag = 5, Cos"ap=
14+r

(4.73)

gilt. Da r =n’/n > 1 vorausgesetzt ist, liegt ag zwischen /4 und 7/2.
Aus dem Snellius’schen Gesetz (4.65) folgt im Fall « = ap

) 1
Sin Bly—gy = ﬁ =cosap
und hieraus, da alle Winkel im Intervall (0, r/2) liegen, die Bedingung
b4

p=7—os. (4.74)

Dieses Ergebnis hat folgende Bedeutung:

(i) Im transversal-magnetischen Fall, bei dem das elektrische Feld in
der (1, 3)-Ebene schwingt, tritt beim Einfallswinkel ap keine re-
flektierte Welle auf.

(i) Wenn das elektrische Feld der einlaufenden Welle sowohl Kom-
ponenten in der (1, 3)-Ebene, als auch senkrecht dazu hat, d.h.
wenn sie elliptisch — vollstidndig oder nur partiell — polarisiert ist,
dann iiberlebt im reflektierten Strahl nur die Komponente senkrecht
zur (1, 3)-Ebene. Der reflektierte Strahl ist in diesem Fall vollstin-
dig und linear polarisiert. Der Verlauf von Rgara und von RZ_ _ ist
in Abb. 4.7 als Funktion von o aufgetragen.

Der Fall r < 1:
Das Snellius’sche Gesetz (4.65) besagt in diesem Fall, dass der Win-
kel B groBer als der FEinfallswinkel o ist. Es muss daher einen
Grenzwinkel oG geben, bei dem B gerade gleich 7/2 wird,

/
oG = arcsinr = arcsin <n_> . 4.75)
n
Hier tritt totale Reflexion auf. Es gibt nach wie vor einen Brewster-
Winkel, der hier aber unterhalb von 7/4 liegt. Die Quadrate der Ver-
hiltnisse (4.68b) und (4.70a) (fiir 4’ = w) sind in Abb. 4.8 als Funktion
des Einfallswinkels aufgetragen.
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4.4 Geometrische Optik, Linsen und negativer
Brechungsindex

Dieser Abschnitt behandelt weitere Beispiele fiir die Anwendung der
Maxwell’schen Gleichungen auf die Optik: den Grenziibergang zur geo-
metrischen Optik, einige Formeln fiir diinne, optische Linsen, die wir
in einem Folgeabschnitt bendtigen und neue, iiberraschende Phinomene,
die auftreten, wenn der Brechungsindex negative Werte annimmt.

4.4.1 Optische Signale im Orts- und im Impulsraum

Wie in Abschn. 4.1 ausgefiihrt, sind die homogenen Maxwell-Gleichun-
gen in allen vier Feldern E(t, x), D(t,x), B(t,x) und H(t,x) linear.
Es gilt das Superpositionsprinzip, d.h. mit je zwei Losungen ist auch
jede Linearkombination von diesen eine Losung. Auflerdem konnen die
Felder komplex angesetzt werden, wenn man nur die Regeln beachtet,
wie daraus die beobachtbaren Felder und ihre Eigenschaften extrahiert
werden miissen. Da die Wellengleichung (4.1) bzw. (1.45) fiir jede
Komponente eines Feldes gilt, geniigt es im Folgenden diese fiir gene-
rische Funktionen g(#, x) zu studieren, ohne Riicksicht darauf, ob diese
eine skalare Funktion oder eine Komponente eines der Felder oder des
Vektorpotentials ist.

Ein wichtiges Hilfsmittel ist dabei die Fourier-Transformation, die
es erlaubt, beliebige im Ortsraum oder im Impulsraum lokalisierbare
Signale nach ihren harmonischen Anteilen, d.h. nach Losungen zu fes-
ter Wellenzahl, fester Frequenz und gegebener Ausbreitungsrichtung zu
entwickeln. In Abschn.3.5.1 haben wir Fourier-Transformation in den
Variablen

teR; (Zeit) «— w e R, (Kreisfrequenz)

verwendet, d.h. die Zeit ¢ durch die Kreisfrequenz @ oder umgekehrt,
o durch 7 ersetzt. In den nun folgenden Uberlegungen wird Fourier-
Transformation nicht in der Zeitvariablen sondern in den Variablen x
(Ortsvektor im R?) bzw. dem Wellenvektor k benétigt,

xe Ri (Raum) «— k € R,f (Wellenvektor) .
Mit anderen Worten, man entwickelt messbare Funktionen g(z,x) €
L'(R3) nach dem Basissystem von harmonischen Funktionen

fr(t, x) = elbr—e®D =y eR3 keR]. (4.76)

(277)3/2

Hierbei ist k der Vektor, dessen Richtung die Ausbreitungsrichtung der
ebenen Welle und dessen Betrag k = |k| die Wellenzahl angibt. Fiir elek-
tromagnetische Wellen im Vakuum lautet die Dispersionsrelation

2 2
wk) =ke mit k= 7” wmd o= 7” =270 4.77)
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wodurch die Beziehung zur Wellenldnge A und zur Frequenz v in Erin-
nerung gerufen wird.

Das einfachste Beispiel ist Fourier-Transformation in einer Dimen-
sion, wo das Basissystem (4.76) durch

— i(kx—aw(k)1)
fk([, X) = Wel row s X € R)C s k e Rk (4783)
ersetzt ist und die folgenden Eigenschaften hat

400

/ dx f35(t, x) fx(t, x) = 8(k' —k) ~ (Orthogonalitiit) , (4.78b)
—00

+00

/ dk f(t, x) fi(t, x) =8(x' —x) (Vollstindigkeit) . (4.78¢)
—00

Bemerkung:

Obwohl diese Formeln in der Ortsvariablen x und der Wellenzahl k vol-
lig symmetrisch sind und man die Notation dieser Feststellung anpassen
konnte, indem man statt fi (¢, x) eher f{(¢, k, x) schreibt, ist es doch
berechtigt, bei (4.78b) aus dem Blickwinkel des Ortsraums von Ortho-
gonalitit zu sprechen. Schlieft man nidmlich die Welle gleichsam in
einen Kasten ein und schreibt periodische Randbedingungen vor, dann
ist k keine kontinuierliche Variable mehr, sondern ist Element eines dis-
kreten Spektrums. Gleichung (4.78b) wird in diesem Fall zu

+00

/ dx [ (1) fi (1) = S

—0
wihrend in (4.78c) das Integral der linken Seite zwar durch die Summe
iiber dieses Spektrum ersetzt wird, die rechte Seite aber ihre Form bei-
behiilt,

DR x) fi, (6 x)) = 8(x —x) .

Die Einschrinkung auf einen Kasten ist vergleichbar mit der Fixierung
einer schwingenden Saite zwischen zwei Stegen, die bei x = r auf dem
Resonanzboden und bei x = s auf dem Stimmstock eines Monochords
angebracht sind: Die Variable x € [r, s] bleibt kontinuierlich, aber die
Frequenzen liegen in einem diskreten Spektrum.

Eine messbare Funktion g:R — C:x > g(t,x), d.h. eine Funk-

tion, fiir die die Norm |/g|l; = fj;o dx |g| existiert, ldsst sich in der
Basis (4.78a) entwickeln,
+o0

1 .
g(t,x) = — / dk (k) elfx—e®n (4.79a)
N2 .
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Als Beispiel betrachten wir den Fall w(k) = kc und eine vorgegebene
Amplitude im k-Raum, die wir wie folgt wihlen

2(k) = abe kK02 e (4.79b)

Der Parameter b hat die physikalische Dimension Linge und ist als
Vorfaktor gewihlt damit er in (4.79a) — mit dk multipliziert — etwas Di-
mensionsloses ergibt. Die Funktion g(z, x) hat dann die Dimension der
(i. Allg. komplexen) Amplitude o, was immer man dafiir wihlen mag.
Mit dem bekannten Integral

+00

/dx e~ H20x+n) — [T (@ =pn/p
p

—00

(s. z.B. Band 2, Gl. (1.46)), in dem p einen positiven Realteil haben
muss, g und r beliebige, reelle oder komplexe Zahlen sein konnen, er-
gibt sich

g(t,x) = e~/ 28D gikox—cn) (4.79¢)

Wie erwartet ist dies eine Funktion von x — ct allein, g(t, x) = g(x — ct),
und ist somit eine Losung der auf eine Raumdimension reduzierten Wel-
lengleichung

19?2 92
(C_zﬁ_@) g(l,X)ZO.
Der Vergleich der Amplitude (4.79b), die auf dem Raum R definiert
ist, und der Funktion g(z, x) aus (4.79¢), die auf R, lebt, zeigt eine
wichtige Eigenschaft der Fourier-Transformation. Beide Amplituden ha-
ben die Form einer Gauf3’schen Kurve, wobei deren Breite durch die
Linge b bzw. deren Inverses bestimmt wird. Der Betrag der Ampli-
tude (4.79b) hat sein Maximum in k = kg, sie sinkt auf ihren halben
Maximalwert ab, wenn

Ny 1.177
k= ko+ b“ — kot

(4.80a)

ist. Der Betrag der Losung (4.79c) hat sein Maximum bei x = ¢t und
sinkt auf den halben Wert ab, wenn

x—ct==%2v2In2b==%1,177D (4.80b)

ist. Die Amplitude (4.79c) stellt ein Signal dar, das umso stirker lo-
kalisiert ist, je kleiner die Lange b gewdhlt wird. Die Formel (4.79b)
fiir ihre Fourier-Transformierte zeigt, dass dann aber ein umso breiteres
Spektrum an Wellenzahlen in diesem Signal enthalten sind, oder an-
ders ausgedriickt, je enger ein Signal im x-Raum lokalisiert ist, umso
breiter ist es im k-Raum. Diese Relation gilt natiirlich auch in der an-
deren Richtung: Will man eine moglichst monochromatische Welle, d. h.
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eine, die um den Wert kg lokalisiert ist, dann ist sie im Ortsraum not-
wendigerweise sehr breit. Eine streng monochromatische Welle ist im
Ortsraum iiberhaupt nicht lokalisierbar.

4.4.2 Geometrische Optik und diinne Linsen

Die Geometrische Optik vernachlissigt alle Beugungsphinomene und
konstruiert die Wege, die ein Lichtstrahl in einer optischen Anord-
nung aus Spiegeln, Linsen, Prismen und Anderem durchlaufen kann,
als stiickweise gerade Linien und gemidf einfacher Regeln fiir Re-
flexion und Brechung. Wir kehren fiir eine Weile zur Helmholtz-
Gleichung (3.61) bzw. (4.8) zuriick, in der Terminologie des voran-
gehenden Abschnitts also zur ¢ <> w Fourier-Transformation. Auf der
Suche nach Losungen der Helmholtz-Gleichung werde ein komplexes
Signal

u(x) = a(x) e*oS® (4.81)

betrachtet, in dem ko = 27 /1o eine gegebene Wellenzahl ist, a(x) die
Amplitude und S(x) eine noch zu bestimmende reelle Funktion, die die
Phase koS(x) der Losung (4.81) bestimmt. Die Amplitude a(x) moge
langsam verinderlich sein derart, dass man sie iiber eine Wellenlidnge 1o
als praktisch konstant betrachten kann. Die zweidimensionalen Flichen
S(x) = const. in (4.81) sind die Wellenfronten, ihre Orthogonaltrajekto-
rien folgen dem Gradientenfeld VS(x). Lokal, d.h. in der Umgebung
eines Punktes xg, ist das Signal ndherungsweise eine ebene Welle mit
Wellenzahl und Ausbreitungsrichtung

k=n(xo)ko bzw. ko< VSX)|yey, -

Die Funktion S(x), die Eikonal genannt wird, spielt eine wichtige Rolle
in der geometrischen Optik. Die Orthogonaltrajektorien der Fldchen
gleicher Werte dieser Funktion bestimmen die lokalen Wellenvektoren
und sind daher mit den Strahlgdngen der Geometrischen Optik iden-
tisch. Dies sieht man besonders deutlich, wenn man den Ansatz (4.81)
in die Helmholtz-Gleichung

(A +k2> u(x) =0 (4.82)

einsetzt und die beschriebene Niherung betrachtet. Man berechnet zu-
néchst

v (ae%) = M5 [(Va) +ikoa(V )] ,
A (ae"%) = 0S| (Aa) +2iko(Va) - (V $) +ikoa(AS) — Ka(V 5)?]

Setzt man dies in die Helmholtz-Gleichung (4.82) mit k = nkg ein, so
folgt

K2a [n2 - (VS)2] +Aa
+iko [2(Va)- (VS) +a(AS)] =0. (4.83a)
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Der Realteil dieser Gleichung ergibt mit 1 /k2 = (ho/ (27))? die Glei-
chung

2

A 1

(VS)2=n?+ (—0) ~(Aa) . (4.83b)
2 ) a

Die oben gemachte Annahme, dass die Amplitude in der Lingenskala

der Wellenldnge nur schwach verédnderlich sei, bedeutet fiir ihre zweiten

Ableitungen, dass

A5 Aa(x)

e <1

gilt. Der zweite Term auf der rechten Seite von (4.83b) kann in dieser
Situation vernachlédssigt werden und (4.83b) wird zur

Eikonalgleichung:
(VS()? =n*x) . (4.83¢)

Die Phase der Losung (4.81) der Helmholtz-Gleichung wird allein
durch den langsam verédnderlichen Brechungsindex bestimmt.

Etwas anders gelesen kann man sagen, dass diese Gleichung im Li-
mes Ao — O gilt und die Grundlage fiir die Geometrische Optik abgibt.
Die Eikonalgleichung (4.83c) ist der formelméBige Ausdruck fiir das
Fermat’sche Prinzip der Optik. Zugleich versteht man jetzt die etwas
qualitativen Aussagen, die Geometrische Optik sei der Limes A9 — 0
der Wellenoptik, oder sie sei anwendbar, wenn die Wellenlinge des
streuenden Lichts klein sei im Vergleich mit typischen Dimensionen der
Objekte, an denen es streut.

In der Geometrischen Optik mit Prismen und Linsen braucht man
als Information iiber solche optischen Komponenten nicht mehr als ihre
geometrische Form und den Brechungsindex n des Materials, aus dem
sie angefertigt wurden. Ein einfaches Beispiel ist die plankonvexe Linse,
deren sphérisch gekriimmte Seite den Radius R habe. Wird diese Linse
im Vakuum verwendet, so sind ihre Brennweite f und der Kriimmungs-
radius r durch die bekannte Beziehung

L _n-l (4.84)

f r
verkniipft. Neben einfachen Eigenschaften dieser Art und aufler den
bekannten Abbildungsfehlern von Linsen (sphérische Aberration, Astig-
matismus, Bildfeldwdlbung), die man alle durch Konstruktion geradli-
niger Lichtstrahlen erhilt, gibt es auch solche Eigenschaften, bei denen
die Wellenoptik wesentlich ist. Um diese geht es in diesem Abschnitt,
der zugleich die folgenden Abschnitte vorbereitet.

In Abb. 4.9 ist eine planparallele Schicht der Dicke d aus einem ho-
mogenen Material mit Brechungsindex n senkrecht zur z-Achse gezeigt,
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Abb.4.9. Brechung eines Lichtstrahls
an einem planparallelen Block aus Ma-
terie mit (positivem) Brechungsindex n

(n)

auf die ein Lichtstrahl in der (x, z)-Ebene unter dem Winkel 6 auftrifft.
Das Snellius’sche Gesetz (4.65) gibt den Winkel, unter dem der gebro-
chene Strahl austritt,

1
sinf; = —sinf .
n
Eine fiir den einlaufenden Strahl charakteristische Amplitude hat die
Form

kx a eiko (x sin 04z cos 0) ;

u(x):aei z<0.

Dies ist beispielsweise eine der Komponenten des elektrischen Feldes
E(t, x) = e(k) exp{ik - x} einer monochromatischen Welle. Im Medium
der planparallelen Schicht wird daraus

u(x) :aeler :aemko(xsmel—i-zcosQ]) , 0 <z< d ,

so dass der Transmissionskoeffizient fiir die komplexe Amplitude durch

ux,y, z=4d) — einko(xsinfy+d cos b)) (4.852)

)= =0
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gegeben ist. Im Falle paraxialer Strahlen, also solcher Strahlen, die un-
ter einem noch kleinen Winkel 6 einfallen, gilt

6o . o 1, 03
0 ~ — 0 =0 >~ — Oh~1—=07~1——.
1 P S & 1 n cos 0 >0 72
An die Stelle von (4.85a) tritt dann der genédherte Ausdruck
) kod
1(x, y) = " exp {_i (%95 —koxeo)} ' (4.85b)
n

Das Resultat (4.85a) ldsst sich auf das Beispiel der plankonvexen Linse
anwenden, die in Abb.4.10 skizziert ist. Bezeichnet dy die Dicke der
Linse am Ursprung, dyp = d(0, 0), d(x, y) ihre Dicke bei x und y, die
von Null verschieden sind, dann ist der Transmissionskoeffizient (4.85a)
gleich dem Produkt seines Wertes fiir die horizontale Schicht dp—
d(x, y) und seines Wertes fiir die lokale Dicke d(x, y),

x, y) = iko(do—dtx) ginkod(x.y) — gikodo gin—Dkod(x,y)

Fiir alle Punkte, die nicht weit von der Achse entfernt liegen, gilt
(x> +y%) « R? und mit den Bezeichnungen von Abb.4.10 und mit
a=JR- ()
x2+y?

2R
Setzt man dies in (4.85b) ein, so folgt

ikodo (1= Dkoldo—(x>+%)/(2R)]
x4+ y2

2f '

wobei die Formel (4.84) fiir die inverse Brennweite eingesetzt ist. Der
erste Faktor hiervon ist eine konstante Phase, die in den meisten An-
wendungen nicht eingeht, der zweite Faktor veridndert die Wellenfronten
einer entlang der z-Achse einfallenden ebenen Welle in einer vom Punkt
(x, y) abhidngigen Weise. (In der Tat iiberzeugt man sich, dass aus
den ebenen Wellenfronten eines auf eine bikonvexe Linse einfallenden

Strahls paraboloidale Wellen werden, mit einem der Brennpunkte als
Zentrum.)

dx,y)=dy— (R—a) ~dy—

tx,y)~e

= el"kodo exp {—iko (4.86)

4.4.3 Medien mit negativem Brechungsindex

Wir betrachten noch einmal und wie in Abb. 4.4 dargestellt die Bre-
chung eines Lichtstrahls an der Ebene, die zwei Medien mit Brechungs-
indizes n bzw. n’ trennt. In Abb. 4.11 l4uft ein Lichtstrahl vom Punkt A
im Medium mit Brechungsindex n zum Punkt B im benachbarten Me-
dium, dessen Brechungsindex n’ ist, wobei er im ersten Medium den
Winkel «, im zweiten den Winkel 8 mit der Normalen der Grenzflache
einschlieBt. Die relative Position der Punkte A = (x4 = —x, 0, 24 = —a)
und B = (xp =x4+d,0,zp =b) sei fest vorgegeben; ihr horizontaler

Abb.4.10. Plankonvexe Linse aus ei-
nem Material mit Brechungsindex n
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Abb.4.11. Wege minimaler und ma-
ximaler optischer Weglinge zwischen
zwei fest vorgegebenen Punkten A im
Medium mit Brechungsindex n und B
im Medium mit Brechungsindex n’. Die
mit 1 bezeichnete Achse ist die x-
Achse, die mit 3 bezeichnete die z-
Achse des Texts

A3 A3
_________ B B |
‘b b B
B/ s
—X S P x+d —X —Xx+d! S
: ] z 1
z
o :
a ;@
AL A A R
< r > < p >
(a) (b)

Abstand ist d und ihr vertikaler Abstand ist a +b. Der Definitionsbe-
reich der Winkel mit der Vertikalen sei das Intervall [—x/2, +7/2], als
Ursprung des Bezugssystems, von dem nur die (1, 3)-Ebene relevant ist,
sei der Punkt S gewdhlt, an dem der Strahl auf die Grenzflache auftrifft.
Es gilt

X d—x

sine = ———, sinf=———.
V(d—x)2+b?

, (4.87)

Vxr+a?
In einem Medium mit Brechungsindex n propagiert Licht mit der Ge-
schwindigkeit ¢/n. Die Zeit, die Licht von A iiber S bis B braucht, ist
somit

/
t=tas+1is = /2 + @+ =/ (d—x) >+ (4.88a)
c c
Multipliziert man beide Seiten mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, dann ist

dies die optische Weglinge

A=n(AS)+n' (SB) =nvx2+a2+n'v/(d—x)2+b2=A(x) .
(4.88b)

Fiir einen allgemeineren Weg durch Medien mit variablem Brechungs-
index wird dieses Beispiel durch ein Wegintegral ersetzt:

B

A= /ds n(s) . (4.89)

A
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Auf die optische Weglidnge der Strahlenoptik ist das folgende Prinzip
anwendbar:

Fermat’sches Prinzip:

Im Giiltigkeitsbereich der Geometrischen Optik wihlt das Licht sei-
nen Weg durch optische Komponenten stets so, dass die optische
Weglinge (4.89) einen Extremalwert annimmt.

Auf das Beispiel (4.88b) angewandt bedeutet dies, dass die Ableitung
dA(x) _ X , d—x

=n —n
dx Vx2+ad®  \Jd—x)2+D?

gleich Null sein muss. Das ist genau die Snellius’sche Beziehung (4.65).
Ob es sich aber um ein Minimum oder ein Maximum handelt, erfihrt
man aus der zweiten Ableitung, fiir die man bei Verwendung des Snel-
lius’schen Gesetzes und der Formeln

=nsina—n'sin B

cos’ o = L c0s2,3= biz
x2+a®’ (d—x)2+b?
folgendes findet
d21(x) B na® n'b*
dx2 (xz +a2)3/2 + ((d— x)2 4 b2)3/2
n 5. x cos? B
=;cos asma{l—l—m} . (4.90)

Wenn |n'| > n ist, so ist B kleiner als «, das Verhiltnis cos? B/ cos? o
ist somit grofer als 1. Im ersten Fall der Abb.4.11a ist (d —x) > 0, die
Kriimmung (4.90) ist positiv und die optische Weglinge ist ein Mini-
mum. Im zweiten Fall der Abb.4.11b ist (d —x) <0, der Betrag des
zweiten Summanden in der geschweiften Klammer in (4.90) ist groBer
als 1, die Kriimmung (4.90) wird negativ. Hier tritt ein Maximum der
optischen Wegléinge auf. Ein Blick auf (4.87) zeigt, dass der Winkel g
im Intervall —m/2 < B8 <0 liegt, der gebrochene Strahl jetzt auf der-
selben Seite der Flichennormalen liegt wie der einlaufende Strahl. Ein
Vergleich mit dem Snellius’schen Gesetz zeigt andererseits, dass dies
nur moglich ist, wenn der Brechungsindex n’ einen negativen Wert an-
nimmt!

Wir werden im Folgenden feststellen, dass es tatsidchlich ,,Metama-
terialien* gibt, die in bestimmten Frequenzbereichen negativen Bre-
chungsindex aufweisen und werden qualitativ beschreiben, wie dies
zustande kommt*. Fiir den Moment halten wir nur fest, dass fiir n > 0
und n’ < 0 die optische Weglidnge ein Maximum annimmt, und studie-
ren einige optische Eigenschaften von Blocken aus Metamaterial mit
negativem Brechungsindex.

Kehren wir fiir einen Moment und zum Vergleich zum Beispiel der
plankonvexen Linse der Abb.4.10 zuriick und betrachten deren Abbil-
dungseigenschaften fiir eine Welle mit vorgegebener Kreisfrequenz w.

4 Das Konzept, dass ein gleichzeiti-
ger Vorzeichenwechsel der Dielektrizi-
titskonstanten ¢ und der magnetischen
Permeabilitit p fiir elektromagnetische
Wellen zu neuen Phidnomenen fiihrt,
wurde schon 1968 von V.G. Veselago
entwickelt, V.G. Veselago, Soviet Phys.
USPEKHI 10, 509. Aber erst in den
Jahren seit 2000 wurde klar, dass dies
eine nicht nur theoretisch spekulative,
sondern auch experimentell realisier-
bare Moglichkeit ist, s. z.B. J.B. Pen-
dry, Phys. Rev. Lett. 85 (2000) 3966;
D.W. Ward, K. Nelson und K.J. Webb,
physics/0409083.
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Denkt man sich eine kleine Dipolquelle vor die Linse auf die optische
Achse gesetzt, dann trifft auf diese eine Welle, deren elektrisches Feld
die Form hat

. 1 '
E(t, x) = ekt ;eo(kx, ky)g // dk, exp {ikcx +kyy—wn} .
4.91)

Die optische Achse ist als z-Achse gewihlt, die Polarisation &, liegt
in der (x, y)-Ebene, transversal zum Wellenvektor. Etwas vereinfacht
ausgedriickt hat die Linse im Rahmen der Wellenoptik die Aufgabe,
die einzelnen Komponenten von (4.91) in ihrer Phase mit dem Trans-
missionskoeffizienten (4.86) bzw. (4.85a) so zu modifizieren, dass die
Feldkomponenten hinter der Linse wieder einen Fokus als Bild der
punktformigen Quelle aufbauen. Ohne auf diese Rekonstruktion weiter
einzugehen, sieht man sofort, dass es hier eine prinzipielle Beschrin-
kung geben muss. Die Komponenten des Wellenvektors miissen die
Dispersionsbeziehung

(2D +#2] = ? (4.922)

erfiillen. Wellen, fiir die (4.92a) mit reellem k, = \/ (w/c)? — (k)% —I—k;)
gilt, nennt man propagierende Wellen. Nur fiir diese gilt die oben ange-
stellte, qualitative Uberlegung. Wellen, bei denen (k)% +k§) grofer als

(a)/c)2 wird, nennt man evaneszente (,,verschwindende®) Wellen. Fiir
solche Wellen wird k, rein imaginér,

k, = i\/ (kg +k§) — (/). (4.92b)

In (4.91) eingesetzt bedeutet dies, dass solche Wellen mit wachsendem z
exponentiell abklingen und nicht mehr zur Konstruktion des Bildes bei-
tragen. Dies ist der Grund warum bei einer Abbildung mit Linsen die
Auflosung im Bild immer auf einen Maximalwert von

(%max = 2_7T = % = (493)

kmax w

beschrinkt bleibt, selbst wenn man perfekte Linsen mit grofftmoglicher
Apertur benutzt.

Ganz anders ist dies bei Verwendung von Metamaterial mit nega-
tivem Brechungsindex, bei der man die Besonderheit der maximalen
optischen Weglidngen der Abb.4.11 ausnutzt. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass wir einen Quader der Dicke d aus einem Metama-
terial mit n = —1 wie in Abb.4.12 gezeichnet zur Verfiigung haben.
Im Vakuum (n = 1) werde eine Lichtquelle im Abstand a vor den
Quader gesetzt. Wenn, wie in der Zeichnung angenommen, a kleiner
als d ist, dann zeigt die geometrisch-optische Konstruktion der Ab-
bildung, dass die von der Quelle Q ausgehenden Strahlen zweimal
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fokussiert werden, die Quelle somit auf die Bilder B; und B, abge-
bildet wird. Der Quader mit negativem Brechungsindex wirkt wie eine
Linse. Das eigentlich Uberraschende ist aber, dass diese ,,Linse* nicht
der Einschrinkung (4.93) unterliegt, sondern — vom wellenoptischen
Standpunkt aus betrachtet — eine wirklich perfekte Linse ist. Die fol-
gende Analyse skizziert den Beweis dieser wichtigen Aussage.
Metamaterialien sind mikrostrukturierte Objekte, deren Dielektrizi-
titsfunktion ¢ und deren Permeabilitit . komplexe Werte annehmen

konnen und somit auch ¢ = —1 und u = —1 sein konnen. Der Bre-
chungsindex ist gemill der Maxwell’schen Formel (4.62c) gleich
n==/eun, (4.94a)

worin wir fiir ,,normale* Materialien die positive Wurzel verwendet ha-
ben. Fiir negative Werte von ¢ und p muss in der Tat die negative
Wurzel eingesetzt werden. Die Impedanz des Mediums, die als

7= % (4.94b)
definiert ist, bleibt ungeindert wenn & durch —e und p durch —pu ersetzt
werden. Weder an der der Quelle zugewandten, noch an der ihr abge-
wandten Grenzfliche des Quaders tritt Reflexion auf, das Licht wird
vom Vakuum diesseits des Quaders zum Vakuum jenseits vollstindig
ibertragen. Diese Aussagen kann man noch weiter begriinden. Zunichst
bestétigt man anhand der Formeln aus Abschn.3.4.4 und 4.1.1, dass der
Energiefluss im Beispiel des Quaders auch innerhalb des Mediums in
positiver Richtung lduft, wenn (4.92a) fiir propagierende Wellen durch

Abb.4.12. Ein Block aus Metamaterial
mit negativem Brechungsindex n = —1
fokussiert die von der Quelle Q ausge-
henden Strahlen im Punkt B; innerhalb
und im Punkt B, jenseits des Blocks
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5 Wie in der Arbeit von D.W. Ward
et al. gezeigt wird, zeigt die Phasenge-
schwindigkeit dann in die negative, die
Gruppengeschwindigkeit aber in die po-
sitive z-Richtung.

die negative Wurzel

K, = —\/ (/)2 — (k)% +k§) (4.952)

gelost wird”. Der Transmissionskoeffizient fiir propagierende Wellen ist
dann

t=exp {ik;d} = exp {—ia'\/(a)/c)2 — (k)% —|—k§> } ) (4.95b)

Es ist genau dieser Vorzeichenwechsel in der Phase, der dafiir sorgt,
dass das Licht im Quader und dahinter wieder fokussiert wird.

Aber was geschieht mit den evaneszenten Wellen, deren Amplitu-
den mit wachsender Entfernung abfallen? Die folgende Rechnung zeigt,
dass solche Wellen bei der Transmission verstirkt werden derart, dass
auch sie fokussiert werden und das Bild nichts an Auflosung verliert.

a) Transversal-magnetischer Fall

Als erstes Beispiel betrachten wir den transversal-magnetischen Fall wie
in Abschn.4.3.2 a) und berechnen das Verhiltnis (4.68a) der gebroche-
nen und der einfallenden Amplituden, sowie das Verhiltnis (4.68b) der
reflektierten und der einfallenden Amplituden, fiir eine Welle, die von
auflen aus dem Vakuum auf den Quader trifft. In diesen Formeln ist jetzt
n=1und u =1 zu setzen. Gemal} (4.64b) und (4.64c) ist

K|=K =|n|k=n'| 2 =|n'| Ikl ,
C

die Faktoren cos o und cos 8 konnen durch k, bzw. k. ersetzt werden:

o ey B 21 cosa 2k,
“Tep wceosatncosp Wk +k,’

eg wcosa—n'cosp 'k, —k.
Fpi=— = =

eo Wcosatn'cosf  whk, 4k,

Fiir die Permeabilitdt im Inneren des Quaders schreiben wir von hier an
der Einfachheit halber p statt u’ (im AuBenraum ist die Permeabilitit
jetzt gleich 1),

2

L (4.96a)
ik + K.
I/

el (4.96b)
wk; + k.,

AuBerdem empfiehlt es sich, n ebenso wie die Dielektrizititskonstante
& des Quaders (die hier zunidchst noch nicht auftaucht) erst in einem
Grenziibergang nach —1 gehen zu lassen.
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Trifft die Welle aus dem Inneren des Quaders auf eine Grenzfliche
zum Vakuum, so sind in (4.68a) und (4.68b) ' =1 und n’ =1 zu set-
zen, auBerdem werden k und &’ vertauscht, und es gilt entsprechend

2 /
K + pk;
k. — uk
— e (4.97b)
K + pk;,

Berechnet man jetzt die Transmission durch den Quader, so muss
man zum direkten Durchgang alle Streuprozesse addieren, bei denen das
Licht zwei Mal, vier Mal usw. an den Innenwinden des Quaders re-
flektiert wird. Es ergibt sich dabei eine geometrische Reihe: Mit dem
Ausdruck (4.85a) und mit der Abkiirzung ¢ = x K +d k. folgt

T (x, y) = tati € + tatir2 3P + 1157 50+ .
_ fafe?
12
Setzt man die Formeln (4.96a), (4.97a) und (4.97b) ein und bildet den
Limes (u — —1, e > —1), so folgt

(4.98a)

Ak K.
lim T™(x,y) = lim —e
w,e——1 w,e——1 (ké—l—ﬂkz)
X — €
1= [(K. — pkz) /(K. + pk;)]? €219
= lim duuksk, _ i
poe——1 (K, + pkz)? — (k] — pk) e
=e ., (p=xk,+dk) . (4.98b)

Dabei wird ausgenutzt, dass k; und k. im genannten Grenzfall gleich
werden.

In dhnlicher Weise berechnet man den Reflexionskoeffizienten, der
aus der Vielfachstreuung innerhalb des Quaders resultiert,

tat; el .
lim R™)(x y)= lim {r+—"—  re?
Hre—>—1 (. ») w,e——1 at 1 —ri2 e2ip!

= lim {ra + 7M™, ei‘/’}

n,e—>—1
= lim {ry+ri}=0. (4.99)
n,e——1
Es wird also nichts reflektiert. Evaneszente Wellen, fiir die k, ge-
mif (4.92b) rein imaginédr wird, werden verstdrkt — im Gegensatz zum
frither behandelten Fall gewohnlicher Linsen, bei dem diese exponentiell
gedampft werden. Verwendet man einen idealisierten Quader mit Bre-
chungsindex n = —1, so tragen sowohl die propagierenden als auch die bei
gewohnlichen Linsen evaneszenten Wellen zur Auflosung bei. Abgesehen
von Apertur und moglichen Fehlern an den beiden Oberfldchen steht nichts
einer vollkommenen Rekonstruktion des Bildes entgegen.
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S.C. Nemat-Nasser, S. Schultz, Phys.
Rev. Lett. 84 (2000) 4184.

7 JB. Pendry, D.R. Smith, Phys. To-
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b) Transversal-elektrischer Fall

Der transversal-elektrische Fall wird in analoger Weise behandelt. Er-
setzt man in den Gleichungen (4.70a) und (4.70b) n durch 1, p durch 1
und schreibt der Einfachheit halber wieder pu=pu/, e=¢', n=n/, so
erhilt man

f 2 2nk
=0 heose T (4.100a)
eg ecosatncosf ek, +Kk,
ra:e_gzscosa—ncosﬁzekz—k/z’ (4.1000)
ep ecosa+ncosf ek, +k.
2nk’,
i=—————, (4.100c)
w(k’ +ek;)
k. — ek,
ri=— . (4.100d)
ki + ek,

Dabei wurde das Quadrat der Maxwell’schen Relation (4.62¢), n? = Ly
eingesetzt. Das in der Vielfachstreuung auftretende Produkt #,#; ist
n?  Akk. 4k k.

Iy = — =&
T w (KA ek)? T (KL A+ ek;)?

und somit folgt auch in diesem Fall mit n? = e

4ek k. :
lim 7™ (x, y) = lim ety i
ne——1 ne——1 (k/z + Skz)z — (k/z — Ekz)2€21¢
=e ¥, (p=xk,+dkl) . (4.101)

Man bestitigt, dass auch hier der Reflexionskoeffizient verschwindet.
Klarerweise haben wir hier einen stark idealisierten Fall analytisch
behandelt, der aber dennoch realistisch genug ist, die wesentlichen op-
tischen Eigenschaften klar zu machen. Weitere Uberlegungen und Illus-
trationen zur Optik von Metamaterialien mit negativem Brechungsindex
findet man in einem schon bebilderten Aufsatz in Physics Today’.

4.4.4 Metamaterialien mit negativem Brechungsindex

Metamaterialien oder linkshindige Medien, wie man sie auch manchmal
nennt, sind kiinstliche, mikrostrukturierte Materialien, die aus Draht-
stiicken und sog. split ring Resonatoren aufgebaut sind und die zum Bei-
spiel fiir Mikrowellen, im Frequenzbereich der GroBenordnung 10 GHz,
mit negativem Brechungsindex reagieren. Uber die Herstellung solcher
Materialien und den Nachweis ihrer optischen Eigenschaften wurde zuerst
im Jahr 2000 berichtet. Ohne auf die technischen Aspekte solcher Expe-
rimente einzugehen, wollen wir hier qualitativ beschreiben, wie man sich
das Auftreten von komplexwertigen Materialparametern € und/oder ¢ und
damit die Moglichkeit negativer Brechungsindizes klar machen kann.
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Der Brechungsindex ist eine makroskopische Eigenschaft des Me-
diums, wihrend die elektrischen und magnetischen Suszeptibilititen
aus mikroskopischen Eigenschaften folgen. Die Zusammenhénge dieser
GroBen haben wir in Kapitel 1 festgestellt: so ist ¢ gemélB (1.73b)

e(x) =1+4mx.(x),
wihrend p gemdB (1.78d) durch
pw(x) = 1447 Y (x)

gegeben ist. Wenn das eingestrahlte Licht Frequenzen  in der unmit-
telbaren Nachbarschaft einer Resonanz wg im Medium enthilt, dann hat
beispielsweise x. die Frequenzabhingigkeit®

B X0
C (w—wp)?+ Maw?

Xe [@=w0)?+irw] . (4.102)
Die frequenzabhéngige Funktion & und moglicherweise auch die magne-
tische Permeabilitdt « wandern somit in die komplexe Ebene. Schreiben
wir sie in Polarzerlegung,

e=lele¥,  p=lule,
so nehmen Brechungsindex (4.62c) und Impedanz (4.94b) die Form an

n=/lel|pn|e!@tew/2 = |p| ln (4.103a)

Z= /% eln=9/2 = |7 92 (4.103b)
&

Treten in den Suszeptibilititen yx, und yx, Resonanzen vom Ty-
pus (4.102) auf, so liegen diese Grofen in der oberen komplexen
Halbebene, die beiden Phasen ¢, und ¢, liegen somit immer im Inter-
vall [0, 7r]. Daraus folgt, dass die Phase des komplexen Brechungsindex
ebenfalls im Intervall [0, 7] liegt, die Phase der Impedanz aber im In-
tervall [—m/2, /2],

T b4

O0Son<sm, -5 S¢z< 5

2 2
Die Phase ¢, ist aber nur dann groBer als 7/2 und der Realteil von n
wird nur dann negativ, wenn beide Suszeptibilititen komplex sind. Hat
dagegen nur eine der beiden Suszeptibilititen eine Resonanz, gilt z. B.
¢, =0, dann liegen die Phasen ¢, und ¢z beide im Intervall [0, /2]
und der Berchungsindex hat immer positiv-semidefiniten Realteil. Da
man kaum erwarten kann, dass es in der Natur Materialien gibt, bei
denen x, und y, im selben Frequenzbereich eine oder mehrere Re-
sonanzen aufweisen, wird verstindlich, dass man zusammengesetzte
Metamaterialien herstellen muss, die diese Bedingung erfiillen.

8 M. Born, K. Huang, Dynamical The-
ory of Crystal Lattices, Oxford 1954.
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4.5 Die Naherung achsennaher Strahlen

Lichtstrahlen aus Lasern zeichnen sich dadurch aus, dass sie nahezu
monochromatisch sind und dass sie stark gebiindelt sind. Die Aus-
breitungsrichtung eines Laserstrahls definiert eine optische Achse, von
der sich kein Teilstrahl merklich entfernt. Die erste Aussage bedeu-
tet, dass man der Beschreibung von Laserstrahlen die Helmholtz-
Gleichung (3.61) bzw. (4.82) zu Grunde legen kann, die harmonische
Funktionen zur festen Wellenzahl k = 27/A beschreibt. Die zweite Fest-
stellung kann man nutzbar machen, indem man Niaherungslosungen
dieser Gleichung sucht, die achsennahe, sog. paraxiale Strahlen erfas-
sen.

4.5.1 Helmholtz-Gleichung in paraxialer Ndherung

Wie in Abschn.4.4.2 betrachten wir eine typische harmonische Funk-
tion, die sich dominant in z-Richtung ausbreitet,

u(x) = a(x) ek (4.104)

nehmen dabei an, dass ihre Amplitude a(x) sich in z-Richtung {iiber
Lingen der GroBenordnung A nur langsam verdndert. In dieser Situa-
tion handelt es sich lokal um eine ebene Welle, deren Strahlen nahezu
parallel zur optischen Achse, hier der z-Richtung, bleiben. Technisch
gesehen bedeutet diese Annahme, dass die zweite Ableitung der Am-
plitude nach z vernachlissigt werden kann,

22u(x) = 02 (a(x) )
— {—kza(x) 4 2ikd,a(x) + afa(x)} eik?
~ {—kza(x) n Zikaza(x)} elke

In dieser Nidherung vereinfacht sich die Helmholtz-Gleichung (A +
k*)u(x) = 0 in kartesischen bzw. in Zylinderkoordinaten wie folgt

(82 + 03 +2ik. ) ax) = 0; (4.105a)
1
(aj 0t Zikaz> a(x) ~0. (4.105b)

Bei der Umrechnung auf Zylinderkoordianten haben wir dabei die De-
finition @ = v/x2 + y? benutzt, aus der die Formeln
X Y
0y = —0p, dy = =9
T YT o
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fiir die ersten Ableitungen, sowie

, 1 x? X%,
8x=5 1—? BQ+?8Q,
! y? y?
2 _ 2
B=g(1-p) e gt
fiir die zweiten Ableitungen folgen. Die Naherungsform (4.105a) bzw.
(4.105b) der Helmholtz-Gleichung (4.82) gilt fiir Strahlenbiischel, die
liberwiegend aus achsennahen Strahlen bestehen. Wie im néchsten Ab-
schnitt gezeigt wird, kann man physikalisch interessante Losungen ana-
lytisch konstruieren, die stark gebiindelte (Laser-)Strahlen beschreiben.

4.5.2 Die GauR-Losung

Eine spezielle, fiir die geschilderte Zielsetzung niitzliche Losung der
Differentialgleichung (4.105b) erhilt man, wenn man in einer aus- (oder
ein-)laufenden Kugelwelle mit konstanter, moglicherweise komplexer
Amplitude a

1 .
u® = g elkr (4.106a)
r

mit dem Argument r nahe an der optischen Achse bleibt. Wie zuvor
ist die optische Achse die z-Achse, wihrend x und y Koordinaten in
Ebenen senkrecht zu dieser sind. Fiir |x| und |y| klein gegen |z| gilt

0’ o’
r=\x2 4y 42 =51+ 5 =t —.
z 2z

Damit wird aus der Kugelwelle

al ek ~ al eikz gike?/(22) . ikz 4 (0) (%) (4.106b)
r <
eine Losung der Helmholtz-Gleichung in paraxialer Ndherung. In der
Tat bestitigt man leicht, dass

1.
aOx) =a-eke’/Cd 4, (4.107)
Z

eine Losung der geniherten Differentialgleichung (4.105b) ist: Man fin-
det fiir die Ableitungen

8000 = ika 2 &0/ = k24O
e Z

1 2
850(0) —ik-a® — kZQ—Za(O)

k]

Z Z2
) 2ik
2ikd,a® = {—7 + kzi—z } a®

und sieht jetzt, dass (4.105b) erfiillt ist.
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In (4.107) ist somit eine erste und recht einfache Losung der ge-
niherten Helmholtz-Gleichung gefunden. Weitere Losungen lassen sich
mittels folgender Uberlegung daraus herleiten. Gleichung (4.105a) hat
eine gewisse Ahnlichkeit mit der kriftefreien Schrodinger-Gleichung
in zwei Raumdimensionen, wenn man z als Zeitvariable, x und y als
Raumvariablen interpretiert. Ebenso wie klassische autonome Systeme
ist diese unter Zeittranslationen, (4.107) entsprechend unter Translatio-
nen der Variablen z invariant. Aus (4.107) kénnen wir somit durch die
Ersetzung

> 2z-¢
neue Losungen erzeugen. Wiirde man fiir ¢ eine reelle Zahl wihlen, so
wiirde der Nullpunkt der z-Achse von O nach ¢ verschoben. Die Kon-

stante ¢ muss aber keineswegs reell sein. Weist man ihr beispielsweise
den rein imagindren Wert

=izo mit zpeR
zu, dann entsteht eine besonders interessante Losung
. a o2 s
u(l)(x) — a(l)(x) ., mit a(l)(x) — __ elke”/(2(z=iz))
7—1z20
Die Eigenschaften dieser Funktion kann man wie folgt analysieren. Zu-

erst zerlegt man (z — izo)~! im Vorfaktor und im Exponenten in Real-
und Imaginérteil

1 1 i 2
= 1 .
z—izo0 R  kW2(2)
Die reellen Funktionen R(z) und W(z), die durch diesen Ansatz defi-
niert werden, sind

(4.108a)

Z2
R(z) =z (1 + Z—S) , (4.108b)

2 2 2
W) =/ 2 1+ S =w 145 (4.108¢)
k Zp 5

SchlieBlich schreibt man noch den gesamten Vorfaktor in aM(x) wie
folgt in eine besser interpretierbare Form um:

a_ _ _a 1 _ 0
z—izo  (—izo) 1+iz/z0
wobei folgende Abkiirzungen eingefiihrt werden:
aV = , _ .
(—izo) 14iz/z0
Auch die Funktion w(z) ist komplex und kann nach Betrag und Phase
zerlegt werden,

w(z) , (4.108d)

w(z) =

o\ 172
w(z) = <1 + Z—z) e () = arctan(i) . (4.108¢)
20

)
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Setzt man die Umformungen und Definitionen (4.108a)—(4.108e)
ein, so nimmt die solchermaflen konstruierte Losung eine gut zu inter-
pretierende Gestalt an:

1D () = gD WO =e2/W2(@) ilke—g2)+he>/QRE)] | (4.109)

In diesem Ausdruck ist a(!) eine konstante, i. Allg. komplexe Ampli-
tude, die Konstante W ist

2 )
Wo=.|20 - [250 (4.110)
k b4

die z-abhingigen Funktionen R und W sind durch (4.108b) bzw.
(4.108c), die Phase ¢(z) durch (4.108e) gegeben.

4.5.3 Analyse der GauB-Losung

Die Losung (4.109) ist invariant unter Drehungen um die z-Achse, in
Zylinderkoordinaten hidngt sie somit nur von ¢ und z, aber nicht vom
Azimuthwinkel ab. Ihre Intensitit als Funktion von o und z ist

2
I(0,2) = I <&) A A @.111)
W(z)
Fiir festgehaltene Werte von z ist dies eine GauB-Kurve in der Vari-
ablen g, die fiir z =0 am schmalsten ist, mit wachsendem z aber immer
breiter wird. Abbildung 4.13 zeigt die radialen Verteilungen I(o, z)/1o
fir z =0, z = z0 und z = 2z¢ als Funktion der Variablen { = o/W. Die
besondere Form der Losung (4.109) als GauB3’sche Glocke gibt ihr den
Namen.
Hilt man o fest und setzt diese Variable gleich Null, dann ergibt

lo=0,0 1
Iy 14(z/z0)2°

als Funktion von u = z/z¢ die in Abb.4.14 gezeigte Abhingigkeit.
Die gesamte optische Leistung, die bei festem z durch einen Quer-
schnitt senkrecht zur z-Achse tritt, ist durch das Integral

o0

P=2r /ng 10, 2)
0

o0
w2 2 2 1
—2mlp—— [odp e 20°/WP@ = _ (nWZ) 4112
Wi Jede o 0 ( )
0

gegeben. Wie man erwartet ist dieser Ausdruck unabhéngig von z.
Der Parameter Wy bestimmt die Breite des Strahls bei z =0:
Es ist 1(0,0) = Iy exp{—2@2/ Wg}, der Radius, bei dem die Intensitét
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Abb. 4.13. Die Intensititsverteilung
I(0, z) in Einheiten von [y, als Funk-
tion der Radialvariablen o (normiert auf
W) fir die Werte z =0, z=2zp und
7=220

-6 -4 -2 0 2 4 6

Abb. 4.14. Intensititsverteilung bei z =
0, normiert auf Iy, als Funktion der
Variablen u = z/z¢

1-

0.81

0.6

0.4+

0.2+

auf die Hilfte ihres Wertes bei o =0 abgesunken ist, hat den Wert
on = (vIn2/v/2)Wo.

In Abb.4.15 ist die Funktion W(z)/ Wy iiber z/z¢ aufgetragen. Sie
zeigt zweierlei: Die GroBBe Wy charakterisiert den Radius der Giirtelli-
nie des Strahls bei z =0 und es ist daher berechtigt, das Produkt (nW&)
als Strahlfleck zu interpretieren. Bei z = £z¢ (in Abb. 4.15 sind dies die
Punkte +1) ist der Radius des Strahls auf Wy~/2 angewachsen, man be-
zeichnet den Abstand (2zg) daher als Konfokalparameter. SchlieBllich
kann man noch die Winkel der Asymptoten der Kurve W(z) tiber z be-
rechnen und damit die Divergenz eines solchen Strahls abschitzen. Fiir
Z> zo und unter Verwendung von (4.108c) und (4.110) ist
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W(z) ~ (Wp/z0)z=ztanf >~ z60, (2> z20),
W, A

tanfh=—2=_"_~¢g. (4.113)
zo 7Wo

Die Divergenz (26) wird somit umso kleiner, je kleiner die Wellen-
lange A und je groBer der Durchmesser (2Wy) der Giirtellinie ist. Be-
trachtet man als Beispiel einen He—Ne Laser mit A = 6,33-10~7 m und
mit einer FleckgroBe Wp=75- 1073 m, dann ist 6 ~ 0,23 Grad. Dieser
Laserstrahl, der auf den Mond in z =3,5-10% m Entfernung gerichtet
ist, hat dort einen Durchmesser von etwa W(z) = 1,41-10° m.

Will man die Wellenfronten der Losung (4.109), d.h. die Flichen
gleicher Phase @(p, z) = const, studieren, so ist folgende Beobachtung
wichtig. Die gesamte Phase dieser Losung

ko?
P(0,2) =kz—P(2)+ ——

RS (4.114a)

bei o = 0 ausgewertet,

P(0=0,2) =kz—p(2)

(4.114b)

u
-2 -1 0 1 2

A

Abb. 4.15. Die Funktion W(z), hier auf
Wo normiert und iiber u =z/zo9 auf-
getragen, zeigt die Einschniirung des
Strahls bei z =0 (Giirtellinie). An den
Stellen z = #£zp, hier also u = %1,
wiichst W(z) auf +/2 mal seinem Wert
bei z=0 an

Abb.4.16. Dreidimensionale Darstel-
lung der gesamten Phase ®(p,z). Fiir
o =0 lauft sie von —m/2 zu +m/2.
Verfolgt man konstante Werte von
@(p, z) = const., so variiert z nur we-
nig
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Abb.4.17. Ein GauB-Strahl wird beim
Durchgang durch eine diinne, bikon-
vexe Linse wieder in einen Gauf3-Strahl
iiberfiihrt

enthilt neben der Phase kz der ebenen Welle eine z-abhingige Verschie-
bung, die bei £00 und bei 0 die Werte

T T
$(—00) = 5 @0)=0, ¢(+o0) = +E

annimmt. Diesen Verlauf liest man an dem perspektivischen Bild
der Abb.4.16 ab. Lisst man ¢ anwachsen und entfernt man sich etwas
von der z-Achse, dann kann man zwei Grenzfille sofort abstecken:
Fiir z > z¢ ist R(z) ~ z und man kehrt zur Néherungslosung (4.106b)
zuriick. Die Wellenfronten @(p, z) = const. sind ndherungsweise diesel-
ben wie die der Kugelwelle (4.106a).

Bei z =0 andererseits wird R unendlich groB3, es ist @(p,0) =0 un-
abhingig von g, d.h. die Wellenfront ist ein Stiick einer vertikalen
Geraden.

Aus Abb.4.16 liest man ebenfalls ab, dass die Funktionen R(z),
(4.108b), und ¢(z), (4.108e), bei festgehaltenem Wert von @(p, z) sich
nur wenig dndern. Setzt man sie daher gleich Konstanten, dann sieht
man, dass die Flichen @(p, z) = 27c mit konstantem c¢ Paraboloide
sind,

0>

A
-~ k N
Z+2R c +¢2n’

deren Kriimmung durch R bestimmt wird:

d?z 1

do? R
Diese Paraboloide sind axialsymmetrisch um die z-Achse, fiir positives
z ist ihre Kriimmung negativ, fiir negative Werte von z ist sie positiv.
Bei z = %z( hat R den kleinsten Betrag, der Betrag der Kriimmung wird
am grofiten. Damit ist die physikalische Bedeutung auch der Funktion
R(z) geklart: Sie bestimmt den Kriimmungsradius der Wellenfronten
des GauB-Strahls.
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4.5.4 Weitere Eigenschaften des GauR-Strahls

GauB-Strahlen sind in der Optik von Lasern deshalb so interessant,
weil sie in geeignet konstruierten optischen Instrumenten wieder in
GauB-Strahlen iibergehen. Wir zeigen dies am Beispiel einer diinnen bi-
konvexen Linse, verweisen fiir weitere Untersuchungen aber auf [Saleh,
Teich (1991)].

Es sei ein um z =0 konzentrierter Strahl (4.109) gegeben. Wie
in Abb.4.17 skizziert moge dieser bei einem Wert z1, # 0 auf eine
diinne bikonvexe Linse treffen, die senkrecht zu seiner optischen Achse
aufgestellt ist. Die bikonvexe Linse kann man sich aus zwei plankon-
vexen Linsen mit entgegengesetzt gleichen Kriimmungsradien zusam-
mengesetzt denken, deren eine nach rechts, die andere nach links im
Bild ausgerichtet ist. An der Formel (4.86) fiir die Phasenverschiebung
als Funktion von ¢ = /x2+ y? indert sich nichts, lediglich der Aus-
druck (4.84) fiir die Brennweite wird durch

I 2(—1)

f r

ersetzt. Die Phase (4.114a) des ankommenden GauB-Strahls erhilt ge-
mil (4.86) den Zusatzterm exp{—ik@2 / (2N}, so dass die gesamte Phase
der durchgehenden Welle bei z = 71, gleich

(4.115)

2
@0, 71) = kzL — p(z1) + R D)

ok — ke* ke’

=kz —¢(zL) + R 2f 4.116)

ist. Hieraus liest man ab, dass R(z) und R’(z) an der Stelle z;, wo die
Linse sitzt, iiber die bekannte Abbildungsgleichung

r_t 1
f R R@©

zusammen hingen. An derselben Stelle sind die Funktionen W(z) und
W'(z) gleich: W(zL) = W(zL).

Wenn die Funktionen R und W an einer beliebigen Stelle z vor-
gegeben sind, so ist es nicht schwer, daraus den Abstand zur Giirtel-
linie, der schmalsten Stelle des Strahls, und den Strahlradius W, zu
berechnen. Wir setzen voriibergehend u := z/zp, verwenden die Defini-
tionen (4.108b), (4.108¢c) und (4.110) und erhalten

bei z =z

A 1
W= Wi +u®) = —zo(+u?), R=zo—(1+u?).

Dies zeigt, dass das Verhiltnis 7W?/(AR) gleich u ist. Daraus folgen
eine Gleichung fiir den Abstand z sowie mit (4.108c) eine Bestim-
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mungsgleichung fiir Wy. Diese sind

_0 (A+uh) R 4.117a)
w (L+1/u) 14 AR/ (xW2)] '
w w
Wo (4.117b)

Vi i wor ]

Fiir den hinter der Linse entstandenen Bildstrahl gelten die analogen
Formeln
/ R/
= 5 (4.118a)
1+ [AR'/(aW?)]
, w w

V14u? \/1+[7TW2/()»R/)]2

Das Minuszeichen vor 7z’ erinnert daran, dass die Giirtellinie des Bild-
strahls jenseits der Linse, im Bild also rechts davon liegt. Mithilfe
dieser Formeln ist es nun nicht schwer, die Parameter des urspriingli-
chen Strahls und des Bildstrahls zu verkniipfen. Es seien

(4.118b)

20 f
ri= , A= (4.119a)
i f k= f
als Abkiirzungen eingefiihrt und es werde der Vergrofierungsfaktor
A
A= (4.119b)
1472

definiert. Dann gilt fiir den Radius bzw. die Lage der Giirtellinie des
Bildstrahls

Wy =AW, , 7—f=A%Gz-N. (4.120)

Fiir die Punkte kleinsten Kriimmungsradius® z}, und zo gilt z( = A%z,
die Divergenz des Bildstrahls hingt mit der des urspriinglichen Strahls
iiber (20") = (26)/A zusammen, s. (4.113).

Interessant ist noch nachzuschauen, wie der Grenzfall der Geometri-
schen Optik in diesen Formeln aussieht. Wenn

z—f> 20

ist, dann liegt die Linse weit vom Konfokalparameter entfernt. Der Pa-
rameter r ist sehr klein gegen 1 und A >~ A,.. Der Strahl selber ist wieder
nidherungsweise eine Kugelwelle. Was die Parameter des Bildstrahls an-
geht, so vereinfachen sich die Formeln (4.120) zu

W6 ~AWy, (4.121a)
! o~ ! +1 (4.121b)
f 7z z '

A~ A, / (4.121¢)

T le—f1
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Wir halten dieses wichtige Ergebnis noch einmal gesondert fest:

Ein Gaufs-Strahl wird durch eine oder mehrere, hintereinander auf-
gestellte Linsen wieder in einen Gaufs-Strahl iiberfiihrt.

Als Beispiel betrachte man eine Anordnung, bei der die Linse bei
z=0, d.h. genau an der Giirtellinie des einlaufenden Strahls aufgestellt
wird. Die Formeln (4.120) zeigen, dass der Bildstrahl auf einen Giirtel-
linienradius

’r Wo
V1+(z0/ f)?

fokussiert wird und dass z’ = /(14 (f/z0)?) ist. Diese Gleichungen re-
duzieren sich im Grenzfall der Geometrischen Optik auf Wy >~ 6 f und
7/ >~ f. In diesem Grenzfall wird der Fokussierungseffekt noch deutli-
cher erkennbar.

Bemerkungen:

1. Durch Kombination von zwei hintereinander angeordneten Linsen
kann man den einlaufenden GauB-Strahl, je nach Wahl der Brennweiten
und der Abstidnde, schmaler oder breiter machen. Reiht man eine Kette
von identischen Linsen hintereinander auf, dann entsteht ein optisches
Instrument, das den GauB3-Strahl {iber groBere Abstinde transportiert,
ohne ihn zu veridndern. Eine solche Anordnung kann also zum Strahl-
transport von Lasern dienen.

2. Die Helmholtz-Gleichung in paraxialer Niherung hat noch wei-
tere und allgemeinere Losungen, die ebenfalls zur Beschreibung von
Laserstrahlen niitzlich sind. Man kann sogar vollstindige Systeme von
Funktionen angeben, nach denen die Losungen sich entwickeln las-
sen, so zum Beispiel die Hermite’schen Polynome, die man aus der
Quantenmechanik des harmonischen Oszillators kennt. Fiir Einzelheiten
siehe [Saleh, Teich 1991].
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Einfithrung

bwohl sie ein Prinzip der klassischen Feldtheorie ist, hat die

Eichinvarianz der Elektrodynamik erst im Zusammenhang der
Quantenmechanik von Elektronen und der Schrédinger-Gleichung
eine tiefe und weit fithrende Bedeutung gewonnen. In diesem Kapitel
studieren wir die Verallgemeinerung des Konzepts einer lokal eichin-
varianten Feldtheorie, die nach dem Vorbild der Maxwell-Theorie
aufgebaut wird, auf nicht-Abel’sche Eichgruppen. Diese Verallge-
meinerung, die zundchst etwas akademisch wirkt, weil sie neben
dem Maxwell-Feld weitere masselose Eichfelder enthilt, von denen
man in der makroskopischen Physik nichts wei3, wird physikalisch
realistisch, wenn sie mit dem Phinomen der spontanen Symmetrie-
brechung kombiniert wird. Beide Konzepte, das der nicht-Abel’schen
Eichtheorie und das der spontanen Symmetriebrechung, sind rein
klassischer, also nicht quantenmechanischer Natur. Gleichzeitig legt
man damit das (klassische) Fundament fiir die heute allgemein ak-
zeptierten, durch das Experiment bestétigten Eichtheorien der funda-
mentalen Wechselwirkungen. Dieses Kapitel legt die Grundlagen fiir
die Konstruktion einer solchen Theorie dar, soweit sie im klassischen
Rahmen bleibt. Erst mit der Einfiihrung von fermionischen Teilchen
(Quarks und Leptonen) wird die Quantisierung solcher Theorien un-
ausweichlich.

5.1 Klein-Gordon-Gleichung und massive Photonen

Ein besonders einfaches Beispiel fiir eine Lorentz-kovariante Feldtheo-
rie, die auf dem Minkowski-Raum M = R* lebt, ist durch die Lagrange-

dichte (3.17a)

_l I — w22 _
L(P(x), 3. 9(x)) = 2[8M¢(x)3 P(x) — k()] —o()P(x)  (5.1)

gegeben. Die dort eingefiigten Konstanten A und ¢ hatten lediglich den
Zweck, der Lagrangedichte die richtige physikalische Dimension, ndm-
lich (Energie/Volumen) zu geben. Da die Euler-Lagrangegleichungen in
£ homogen sind, hebt sich der Vorfaktor 1/(hc) heraus und kann hier
ohne Einschrinkung ganz weggelassen werden. Die Punkte des Raum-
zeitkontinuums sind mit x € R* bezeichnet, die Ableitungen sind wie
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Zuvor
0=, V)", 0 =g"3,=(0,-V)",

¢(x) ist ein Lorentz-skalares Feld, d. h. ein Feld, das sich unter der Wir-
kung einer Lorentz-Transformation A € Ll nicht dndert,

x> x =Ax: dx) > ¢ (X)) =p(x) .

Die ebenfalls skalare GroBe o(x) ist eine duBere Quelle — im selben
Sinne wie die Ladungs- und Stromdichten in den Maxwell’schen Glei-
chungen duflere Quellen fiir das Strahlungsfeld sind. Die Konstante « ist
ein Parameter mit der Dimension einer inversen Linge. In der Quanten-
theorie ist ¥ der Kehrwert der Compton-Wellenlidnge
1 A h
—=—=— (5.2)
Kk 2w  mc
eines Teilchens der Masse m. In natiirlichen Einheiten, bei denen so-
wohl die Lichtgeschwindigkeit als auch die Planck’sche Konstante den
Wert 1 haben, c =1 und i =1, ist x = m einfach die Masse selbst.
Die Euler Lagrange-Gleichungen (3.16), von denen es hier nur eine
gibt, liefert die Bewegungsgleichung (3.17b)

(O+62) o =~ . (5.32)

die wir hier aus folgenden Griinden wiederholt haben:
(i) Setzt man in die zu (5.3a) gehorende homogene Gleichung

(O+67)g00 =0 (5.3b)
einen Wellenansatz wie den in (4.4a) ein, ¢(f, x) = g it gikx o folgt
die Dispersionsrelation

o -k —K?=0. (5.4a)

Nach Multiplikation mit A% und unter Beachtung von (5.2) wird dies zu
einer Relation zwischen der Energie E = hw, dem Impuls p = hk und
der Masse m

E?=p*+(mc?)?, (5.4b)

die nichts Anderes darstellt als die speziell-relativistische Beziehung
zwischen Energie und Impuls eines freien Teilchens der Masse m.

(i1) Es ist keineswegs zwingend, die Gleichung (5.3b) nur fiir Ska-
larfelder anzusetzen. Sie konnte genauso gut fiir ein Vektorfeld

V(t, x) = ve 1@ k¥

gefordert werden, wo v ein konstanter Vektor ist. Die Klein-Gordon-
Gleichung gilt dann fiir jede der vier Komponenten V*(t,x) des Vek-
torfeldes einzeln. Dies gilt genauso fiir Tensorfelder beliebiger Stufe,
im Ubrigen auch fiir Spinorfelder: Jede Komponente erfiillt die Klein-
Gordon-Gleichung fiir sich allein.



5.1 Klein-Gordon-Gleichung und massive Photonen

(iii) Eine statische Losung der inhomogenen Gleichung (5.3a) mit
der statischen Quelle

o(t, x) = o(x) = gd(x)
lasst sich leicht angeben. Bei statischen Verhiltnissen reduziert (5.3a)
sich mit O = (1/¢%)3%/dt> — A auf die zeitunabhingige Differentialglei-
chung

(A —1*)(x) = o(x) = g3(x) .
Ohne besondere Randbedingungen lautet die Losung

stat g e

¢ (x) = P
Diese Losung kann man direkt herleiten, indem man die entsprechende
Fourier-transformierte Gleichung algebraisch 16st und das Ergebnis der
inversen Fourier-Transformation unterwirft, s. Aufgabe 5.1. Man kann
sie aber auch aus der entsprechenden Green-Funktion der Helmholtz-
Gleichung (4.8) bzw. (4.32) durch Fortsetzung in der (dort reellen)
Wellenzahl & erhalten:

eikr e K"
H —
r r

Eine punktformige Quelle mit der ,,Stirke* g, die im Ursprung
sitzt, erzeugt ein Feld (5.5), das exponentiell nach aulen abklingt. Die
Abklingrate wird durch die Compton-Wellenlidnge bestimmt, die zur
Masse m gehort. Je groBer die Masse, desto schneller féllt die Losung
ab. Ist die Masse dagegen gleich Null, so nimmt die Losung (5.5) die
mit 1/r abfallende Form des Coulomb-Potentials an. Die Klein-Gordon-
Gleichung geht gleichzeitig in die Wellengleichung (1.45) iiber.

Wir kehren jetzt zur Maxwell-Theorie zuriick und versuchen dort
einen Massenterm von der Art des in (5.3a) betrachteten einzufiih-
ren. Dies geht am einfachsten durch eine Erginzung der Lagrange-
dichte (3.28) in folgender Form

(5.5)

k— ik : —

Lproca(Ar, 0g Ar) =— FMV(X)FMU(X) (5.6)

167
2

A Iz Lo
+ QAM(X)A (x) — -/ (A (x) .
Auf dem Weg zu den Euler Lagrange-Gleichungen berechnet man
0LProca 1 )\2

[ -T _A'L' ,
94, T A
aoCPFOCa — _LFUT ()C) .
90, A 4m

Fiir zwei der drei Terme auf den rechten Seiten sind dies dieselben
Rechnungen wie die in Abschn.3.3. Bei dem neuen, zu A% proportio-
nalen Term muss man auf den Faktor 2 achten, denn es ist

Ar(D)AT(x) = A () g™ Ay (x)
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wobei tiber alle wiederholten, kontravarianten Indizes summiert wird.
Die Bewegungsgleichungen — hier das Analogon zu den inhomogenen
Maxwell-Gleichungen — sind demnach

4
3y FT(x) + 22 A7 (x) = 27 . (5.7)
c
Stellt man den Feldstirkentensor durch Potentiale dar,
FOU(x) = 3° AT (x) — 0" A% (x) ,

und nimmt an, dass das Potential der Lorenz-Bedingung 9,,A*(x) =0
geniigt, so bleibt die partielle Differentialgleichung

(O+2%)A"(x) = 4?”]* . (5.8)

Die Lagrangedichte (5.6) wird Proca’sche Lagrangedichte genannt,
nach A. Proca, der sie in den dreiliger Jahren zuerst diskutiert hat.

Bemerkungen

1. Beim Vergleich der Lagrangedichten (5.1) fiir das Skalarfeld und
(5.6) fiir das Proca’sche Vektorfeld féllt eine gewisse Analogie auf:
Beide enthalten einen Massenterm, der einmal —(K2/2)¢2(x), das
andere Mal (A%/ 8m) A, (x) A*(x) lautet. beide Lagrangedichten ent-
halten einen Wechselwirkungsterm an duflere Quellen, die in (5.1)
durch die skalare Dichte o(x), in (5.6) durch die Stromdichte j*(x)
reprasentiert werden. Es liegt nahe, den ersten Term

—EFW(X)F“”(X)

in (5.6) als kinetischen Term des Vektorfeldes zu bezeichnen, der
im Fall der Maxwell-Felder durch (1 /Sn)(Ez—Bz) gegeben ist
(s. (3.25a)). Dieser Anteil in der Lagrangedichte (3.28) der Maxwell-
Theorie mit seinem spezifischen Vorzeichen liefert die positiv-
definite Energiedichte (3.49a) des freien Maxwell-Feldes.

2. Hitte das Photon eine nichtverschwindende Masse, so wire (5.8)
die richtige Bewegungsgleichung — anstelle der Wellengleichung —
fiir Photonen. Eine interessante Diskussion dieser Bewegungsglei-
chung und ihrer physikalischen Konsequenzen, einschlieBlich einer
Liste von Originalarbeiten zu diesem Thema findet man bei [Jack-
son 1999].

Die fiir die Themen dieses Kapitels wichtige Feststellung ist der
Verlust der Eichinvarianz der Lagrangedichte oLprocq. Wihrend der
erste und der dritte Term in (5.6) eichinvariant sind, wie wir in Ab-
schn. 3.4.2 gesehen haben, gilt dies nicht fiir den Massenterm: Unter
einer Eichtransformation

Ar(x) > AL(x) = Ar(x) — 9 A(x)



wird der in den Potentialen quadratische Term zu

Az (0)AT(x) > AL(x) A" (x)
=A;(x)AT(x) —2A;(x)0" A(x) + 0; A(x)9" A(x)

und kann nicht auf die urspriingliche Form zuriick gefiihrt werden.
Physikalisch bedeutet dieses Ergebnis einerseits, dass das Potential
A, (x) hier, im Gegensatz zur Maxwell-Theorie, eine eigene phy-
sikalische Bedeutung erhilt. Andererseits wird ein direkter Zusam-
menhang zwischen der Masselosigkeit des Photons, der unendlichen
Reichweite des Coulomb-Potentials und der Eichinvarianz der Max-
well’schen Gleichungen hergestellt. Als wichtigstes Ergebnis halten
wir fest:

Ein origindrer Massenterm in der Lagrangedichte der Maxwell-
Theorie ist mit der Eichinvarianz unvertrdglich.

5.2 Die Bausteine der Maxwell-Theorie

Die Maxwell’sche Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen ist
der Prototyp einer Eichtheorie, nach deren Vorbild alle anderen, fiir die
Beschreibung der fundamentalen Wechselwirkungen bedeutsamen Eich-
theorien konstruiert werden. Bevor wir auf allgemeinere Eichtheorien
eingehen, ist es daher hilfreich, sich noch einmal die Bausteine in Erin-
nerung zu rufen, aus denen die Maxwell-Theorie zusammengesetzt ist.
Wir tun dies in folgender Gliederung

a) Zu Grunde liegende Raumzeit

Soweit wir sie bis hierher kennengelernt haben, setzt die Maxwell’sche
Theorie den (flachen) Minkowski-Raum M = R* als Raumzeit voraus,
der die Dimension 4 hat und mit der Metrik

g =diag(l, —1, -1, —1) (5.9)

ausgestattet ist. Priziser formuliert, ist der Minkowski-Raum eine flache
semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit /ndex v =1 und sollte besser
mit R(-3) bezeichnet werden, um die besondere Rolle der Zeitvaria-
blen hervorzuheben. Die Definition des Begriffs Index sei hier wie folgt
angefiigt:

Definition Index einer Bilinearform

Auf einem Vektorraum V endlicher Dimension n = dim V sei eine
nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform gegeben. Der Index der
Bilinearform ist die Kodimension' des gréBten Unterraums W von V,

v=dimV —dim W (5.10)

auf dem diese definit ist, positiv-definit oder negativ-definit.

5.2 Die Bausteine der Maxwell-Theorie

I Die Kodimension eines Unterraums
W des endlich dimensionalen Vektor-
raums V ist codim W :=dimV —dim W.
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Im Fall des Minkowski-Raums ist die Metrik eine solche Bilinear-
form und ist bei der hier getroffenen Wahl (5.9) auf dem Raumanteil
negativ definit. Bei der anderen, zuldssigen Wahl g = diag(—1, 1,1, 1)
wire sie positiv definit. Dieser Unterraum ist dreidimensional, seine
Kodimension ist — unabhingig von der Wahl der Vorzeichen — daher
v=dimM-3=4-3=1.

Die kausale Struktur auf M wird durch die Poincaré- bzw. die
Lorentz-Gruppe der Transformationen

x—>x' =Ax+a, mit ATgA=g

bestimmt. Sie duflert sich unter Anderem in den Retardierungseffekten
in der Ausbreitung elektromagnetischer Signale.

b) Die Variablen

Die zentralen Observablen der Theorie sind im Vakuum die Tensorfel-
der Fj,,(x) (in Materie entsprechend £,,,(x)) der elektromagnetischen
Feldstirken und die Ladungs- und Stromdichten j*(x) = (co(x), j(x))T
der Materie, die als die treibenden Quellterme in den Maxwell’schen
Gleichungen auftreten. Ebenfalls wichtig, wenn auch schon etwas pro-
blematisch, ist das Vierer-Potential A, (x). Es tritt in der Lagrange-
dichte in den Kopplungstermen an die Materie auf, ist aber nicht direkt
beobachtbar. Es kann ein Vierer-Vektorfeld sein, je nach Klasse der
gewihlten Eichungen kann es aber auch ein komplizierteres Transfor-
mationsverhalten haben, ohne die Lorentz-Kovarianz der Theorie zu
tangieren.

Sobald die Aufteilung des Minkowski-Raums R-® durch Auswahl
einer Klasse von Bezugssystemen in Raumanteil R? und Zeitanteil R,
festliegt, wird das Tensorfeld F,,(x) bzw. F,,(x) in die elektrischen
FeldgroBen E(t,x) bzw. D(t,x) und die magnetischen Feldgréfen
B(t,x) bzw. H(t, x) zerlegt. Diese sind zwar fiir den Test der Theorie
im Experiment unverzichtbar, haben aber ein kompliziertes Transfor-
mationsverhalten, wenn man das Bezugssystem mittels einer Speziellen
Lorentz-Transformation wechselt.

¢) Eichtransformationen, Strukturgruppe und Eichgruppe

Wie wir in Abschn.3.4.2 und in einer Bemerkung in Abschn.2.2.5
festgestellt haben, ist die Maxwell-Theorie sowohl unter globalen
Eichtransformationen

G=U()={e*|laeR (mod 27)} (5.11a)
als auch unter den lokalen Eichtransformationen
& = { @ |y e FRDDY  (mod 2n)} (5.11b)

invariant, wo F(R(1-?) die Menge der glatten Funktionen auf dem
Minkowski-Raum bezeichnet. Die Gruppe selbst, hier also die Gruppe



(5.11a), nennen wir Strukturgruppe. Die daraus konstruierte, unendlich
dimensionale Gruppe (5.11b) heifit Eichgruppe und legt die Form der
Eichtransformationen fest.

Die eigentliche Invarianzgruppe der Maxwell-Theorie ist also eine
U(1), d. h. eine Abel’sche Gruppe. Diese Abel’sche Gruppe hat nur eine
Erzeugende, die man als 1 notieren kann.

d) Geometrische Struktur der Maxwell-Theorie

Geometrisch gesehen, ist das Potential eine Einsform A, (x)dx* tiber
dem Minkowski-Raum. Die Wirkung einer durch die Funktion x(x)
erzeugten Eichtransformation (2.59) ist eine affine Transformation des
Potentials der Form

AL(x) = A (x) — e x(x) -
In der Sprache der Formen geschrieben lautet diese
war =ws —dy,

wo wq = A, (x)dx” wie in (2.82) definiert ist. Dies ist offensichtlich
eine infinitesimale Transformation und bedeutet, dass das Potential nicht
nur eine Einsform, sondern selbst Element der Lie-Algebra der Eich-
gruppe ist.?

Es ist fiir das Folgende niitzlich, die Einsform des Potentials wie
in (2.88a) zu definieren, d.h. indem man eine elektrische Referenz-
ladung ¢ — z.B. die Elementarladung e¢ — und einen Faktor i mit
aufnimmt’:

A:=igws =ig A (x)dxt . (5.12)

Multipliziert man auch die Eichfunktion mit diesen Faktoren, dann be-
hilt die Eichtransformation dieselbe Form wie zuvor,
Ar— A =A+dA, A(x) = —ig x(x) . (5.13)

Es gelten die Gleichungen (2.88b) und (2.88c) fiir die kovariante Ab-
leitung und die Kriimmungsform (Zweiform der Feldstirken), die wir
hier wiederholen

mit

D=d+A, (5.14a)
D?>=(dA)+AAA=(dA)=F,
(F =iq Fp,(x)dx* A dx") . (5.14b)

Das Beispiel 3.5 der Schrodinger-Gleichung mit Kopplung an das
Strahlungsfeld zeigte, dass der Term

~ 5 (D) (DY)

unter lokalen Eichtransformationen invariant bleibt, wenn die Wellen-
funktion, gleichzeitig mit der Transformation (5.13) des Potentials,

(5.15)

5.2 Die Bausteine der Maxwell-Theorie

2 Natiirlich sind Vorzeichen vor der

Eichfunktion x(x) nicht relevant, weil
diese ja beliebig wihlbar ist. Ich habe
hier das Minuszeichen verwendet, um
wie in Abschn.3.4.2 mit den {iblichen
Konventionen und Vorzeichen wie in
(3.39a) tibereinzustimmen.

3 Die Faktoren % und ¢, die dort er-
scheinen,
konnen sie im Kontext einer quantisier-
ten Theorie jederzeit wieder einfiigen,

wir konnen sie aber auch durch Wahl

von natiirlichen Einheiten durch 1 erset-
zen.

sind nicht wesentlich. Wir
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4 C.N. Yang and R.L. Mills, Phys. Rev.
96 (1954) 191.

der Transformation
Yx) — ¥ () = g)yY(x), mit g(x)=e¥® =e"4W (516)

unterworfen wird. Dies bedeutet, dass die volle Theorie, die die Max-
well’schen Gleichungen und die Schrodinger-Gleichung liefert, eichin-
variant ist, wenn in der kinetischen Energie der durch die Schrédinger-
Gleichung beschriebenen Teilchen die gewohnliche Ableitung durch die
kovariante Ableitung ersetzt wird.

Bemerkungen

1. Die eben getroffene Schlussfolgerung ist nicht auf das Beispiel der
Schrodinger-Gleichung beschrinkt. Offensichtlich kommt es nur auf
die kinetische Energie (5.15) an. Diese Form der kinetischen Ener-
gie von Materieteilchen ist aber sehr allgemein, man vergleiche auch
mit (5.1)!

2. Die FEichtransformation g(x), Gl. (5.16), am Feld y(x) ist ein Ele-
ment der Eichgruppe &, ihre infinitesimale Form entsteht, wenn man
nach x(x) entwickelt,

gl = I+igx(x), x| K1,
so dass die entsprechende Variation an v

S =igx(x)¥(x) (5.16a)

ist. Wiederum ist man auf dieser Stufe in der Lie-Algebra Lie (&)
der Eichgruppe angelangt. Da die Gruppe U(1) Abel’sch ist, hat
ihre Lie-Algebra nur eine Erzeugende und in der Variation &,
Gl. (5.16a), tritt nur ein Term auf.

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

Die kurze Zusammenfassung der Maxwell’schen Theorie mit besonderer
Betonung ihrer Eichinvarianz und ihrer geometrischen Struktur im vor-
hergehenden Abschnitt legt es nahe, dieselbe Konstruktion mit anderen,
jetzt auch nicht-Abel’schen Lie-Gruppen aufzunehmen, die an die Stelle
der U(1) treten. Es wird berichtet, dass W. Pauli schon sehr friih die Idee
ausprobiert habe, den von W. Heisenberg eingefiihrten Isospin, d.h. die
Lie-Gruppe SU(2) zu ,.eichen®, diese aber aus physikalischen Griinden
(auf die wir weiter unten kurz eingehen) verworfen habe. In publizier-
ter Form wurde diese Konstruktion von C.N. Yang und R.L. Mills 1954
vorgeschlagen®. Deshalb spricht man in diesem Zusammenhang auch
von Yang Mills-Theorie als Synonym fiir lokale Eichtheorie.

In diesem Abschnitt arbeiten wir dieses Konzept nach dem Vorbild
der Maxwell-Theorie aus, stellen die Lagrangedichte einer Eichtheorie
auf und studieren ihre Ankopplung an Materiefelder in der einfachsten
Form.



5.3.1 Die Strukturgruppe und ihre Lie-Algebra

Als Strukturgruppe G, die die U(1) der Maxwell-Theorie ersetzen soll,
kommt nur eine kompakte Lie-Gruppe in Frage, denn nur diese garan-
tiert einen (verallgemeinerten) kinetischen Term in der Lagrangedichte,
der das richtige Vorzeichen hat. Ohne allzu viel mathematische Strenge
kann man kompakte Lie-Gruppen wie folgt charakterisieren.

Eine (endlich dimensionale) Lie’sche Gruppe ist eine glatte Mannig-
faltigkeit G von Transformationen, die die Gruppenaxiome erfiillen und
bei der das Produkt g, -g; zweier Elemente g; und g», und ebenso die
Inverse g~ ! jeder Transformation g glatt (d. h. differenzierbare Funktio-
nen der Gruppenparameter) sind.

Wir zitieren das Beispiel der speziellen orthogonalen Gruppe SO(3)
in 3 reellen Dimensionen, die uns aus der Mechanik (z.B. aus der
Theorie des Kreisels) und aus der nichtrelativistischen Quantentheorie
wohlbekannt ist,

SO(3) = {R e M3(R)|R"R=1,detR =1} . (5.17)

Das Symbol M3(R) steht fiir die Menge der reellen 3 x 3-Matrizen,
das Wort ,,orthogonal* fiir die Figenschaft, dass die Inverse von R
gleich ihrer Transponierten ist, ,,speziell steht fiir die Einschriankung
auf det R = +1. Da sie tiber den reellen Zahlen definiert ist, miisste man
sie eigentlich mit SO(3,R) bezeichnen.

Jede solche Drehung kann beispielsweise durch drei Euler’sche Win-
kel ¢, 6 und i charakterisiert werden,

R=R(®,0, V)
[cos ¢ cos b cos Y [sin ¢ cosfcosyy —sinb cos
— sin ¢ sin 1/}] ~+ cos ¢ sin 1/}]
[— cos ¢ cos 0 sin [— singcosfOsiny  sinfsiny | ,
—sin¢ cos ¥/ + cos ¢ cos /|

cos ¢ sinf sin ¢ sin 6 cos 0

(5.17a)
die die folgenden Variationsbereiche haben
¢<l0,2n], 6e[0,m], ¥el02r]. (5.17b)

Die Elemente der Gruppe SO(3) hingen in differenzierbarer Weise von
drei Parametern ab, deren jeder ein endliches kompaktes Intervall ab-
fihrt. In diesem Fall wird die Gruppe selbst kompakt genannt>. Wichtig
ist in diesem Zusammenhang auch, sich daran zu erinnern, dass eine auf
einer kompakten Menge definierte Funktion beschrinkt ist.

Bemerkung

Gegenbeispiel einer nichtkompakten Gruppe, die in der Physik beson-
dere Bedeutung hat, ist die Lorentz-Gruppe: die Speziellen Lorentz-
Transformationen hidngen von einem Parameter A ab, der im unendli-
chen Intervall [0, co) liegt. Diese Gruppe ist nicht kompakt.

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

> Dies ist durchaus in Ubereinstim-
mung mit dem Begriff der Kompakt-
heit in der Theorie der Mengen: Jede
unendlich dimensionale Untermenge ei-
ner kompakten Menge M enthilt eine
Folge, deren Grenzwert Element der
Menge ist.
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Es sei G eine einfache oder halb-einfache, kompakte Lie’sche
Gruppe. Beispiele, die wir besonders eingehend betrachten werden, sind
die unitdre Gruppe

UQ2)={Ue M ©)|UU=1]} (5.18a)
und ihre Einschrinkung, die unitére, unimodulare Gruppe
SUQ2) ={Ue My(©)|U'U=1,detU=1}, (5.18b)

(auch diese miisste man streng genommen als U(2, C) bzw. SU(2, C)
notieren), deren zweite auch historisch als erstes Beispiel zur Konstruk-
tion einer Eichtheorie verwendet wurde.

Da die Strukturgruppe die Gruppe der globalen Eichtransformatio-
nen ist, soll die Identitit (,,keine Eichtransformation®) natiirlich im
Bereich der Parameter enthalten sein, von denen die Gruppenelemente
abhingen. Im Beispiel der Drehgruppe SO(3) ist das R(¢ =0, 6 =0,
Y = 0) = 1. Hitte man die volle Drehgruppe O(3) gewihlt, die ja auch
orthogonale 3 x 3-Matrizen mit det M = —1 enthilt, so miisste man sich
auf ihre Untergruppe SO(3), die sog. Zusammenhangskomponente der
Eins, beschrinken. Die Zusammenhangskomponente der Eins ist dieje-
nige Untergruppe, deren Elemente sich durch stetige Verdnderung der
Parameter in die Identitit 1 deformieren lassen.

Die Elemente solcher Gruppen lassen sich als Exponentialreihen in
den Erzeugenden und den Parametern darstellen,

g:exp{iZaka} (5.19)

und sind glatte Funktionen der reellen Variablen «;. Die Erzeugenden
Ty spannen die zu G gehorende Lie-Algebra g = Lie (G) auf, d.h. sie
bilden eine Basis der Lie-Algebra. Diese Algebra wird charakterisiert
durch die Kommutatoren

[T, TA=iCkTe, i, jk=1.2,... dimg, (5.20)

(wobei iiber den zweifach vorkommenden Index & summiert wird) und
somit durch die reellen Strukturkonstanten Clk Diese liegen nicht ein
fiir alle mal fest, sondern konnen durch lineare Transformationen der
Erzeugenden in unterschiedliche Formen gebracht werden. Sie haben
aber einige allgemeine, von der speziellen Wahl der Basis unabhin-
gige Eigenschaften: (i) Sie sind in den Indizes i und j antisymmetrisch.
(i1) Aus der Jacobi-Identitit fiir die Erzeugenden

[[Ti, T;l, Tk] + (zwei zyklische Permutationen von i, j, k) =0
folgt die folgende Identitét fiir die Strukturkonstanten
Cl e+ CiChyi +CliC, =0, (5.21)

wo wieder iiber m summiert wird und alle Indizes die Werte 1 bis dim g
durchlaufen. Auch diese wird Jacobi-Identitidt genannt.



Man kann die Freiheit in der Wahl der Basis der Lie-Algebra aus-
nutzen und die Strukturkonstanten so einrichten, dass sie in allen drei
Indizes vollstindig antisymmetrisch werden. Diese Konstruktion und ein
Beispiel hierfiir folgen weiter unten.

Fiir viele physikalische Anwendungen ist die Darstellungstheorie
kompakter Lie-Gruppen und ihrer Lie-Algebren von zentraler Bedeu-
tung. Eine Darstellung ist eine Abbildung der Gruppe in einen (i. Allg.
komplexen) Vektorraum der Dimension n

0:G—V:g— Uy,

die die Gruppenaxiome respektiert, bzw. und parallel dazu, ihrer Lie-
Algebra in einen Vektorraum

0:9— V:Tr— U(Ty),

derart, dass die U(Ty) dieselben Kommutatoren wie die Erzeugenden
selbst erfiillen. Die Erzeugenden, die ja zunichst nur in der definieren-
den Darstellung gegeben sind, werden somit durch endlich dimensionale
Matrizen Up,(Ti), p,g=1,2,...,n, dargestellt. Da die hermitesch-

konjugierten Erzeugenden T}: dieselbe Lie-Algebra (5.20) erfiillen wie
die Erzeugenden Ty selbst,

(T, T;1" = 18, T = —ickT] =ick 1]

kann man die T} durch endlich dimensionale, hermitesche Matrizen dar-
stellen.

Besonders wichtig sind zwei Typen von Darstellungen, die funda-
mentale oder definierende Darstellung und die adjungierte Darstellung.
Die definierende Darstellung ist diejenige echte Darstellung (verschie-
den von der trivialen Darstellung), die die niedrigste Dimension hat.
Die adjungierte Darstellung wird durch die Strukturkonstanten definiert
und hat daher die Dimension der Lie-Algebra. In der Tat, setzt man den
(I, m)-Eintrag der Matrix U(Tg) wie folgt fest

URd () = —icpy

so priift man mithilfe der Jacobi-Identitit (5.21) nach, dass diese Matri-
zen die Kommutatoren (5.20) erfiillen (Aufgabe 5.6).

Bevor wir mit dieser Zusammenstellung fortfahren, betrachten wir
ein Beispiel

Beispiel 5.1 Die Gruppe SU(2) und ihre Lie-Algebra

Jedes Element der SU(2) ldsst sich mithilfe zweier komplexer Zahlen u
und v darstellen, deren Absolutquadrate sich zu 1 summieren,

u v
U=< N u*> o P HpP=1.

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien
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Dies priift man leicht nach: Es ist

*
UTUZ u —v u v
<v* u > (—v* u*

= (ul 2+ v]?) ((1) (1’) _uut =1,

detU=|u|’+|v|’>=1.

Stellt man U als Exponentialreihe U = exp{iA} mit A einem Element
der Lie-Algebra dar, dann sind die Aussagen

UlU=1, < A"=A und detU=1<= SpA=0

dquivalent. Die erste dieser Aussagen folgt aus der Baker-Hausdorff-
Campbell-Formel fiir das Produkt von Exponentialreihen mit Matrizen.
Es ist

et 1
Ulu= e_lAT eld = exp {i(A—AT)—i— E[AT, Al+... } .

Dies ist genau dann gleich der Einheitsmatrix 1, wenn At = A ist. Aus
dem Ergebnis, dass A hermitesch ist, folgt die zweite Aussage. Jede
hermitesche Matrix lésst sich durch eine unitidre Transformation diago-
nalisieren. Damit wird auch U diagonalisiert, geht also iiber in

0 iA
U— U = <e O. )
0 e—lk
und A wird zu diag(i, —A).
Ist man nun in der Lie-Algebra angelangt, so erinnert man sich
daran, dass jede spurlose, hermitesche 2 x 2-Matrix sich als Linearkom-

bination der Pauli-Matrizen (4.24) mit reellen Koeffizienten schreiben
lasst

A:( ¢ a_1b>:aa1+boz+c03, a,b,ceR. (522
a+ib —c

Die Pauli’schen Matrizen, die wir hier wiederholen,

01 0 —i 1 0
= = = 5-23
ol (1 O) , 02 (i O) , 03 (0 _1) , (5.23)

sind daher — bis auf einen Faktor 1/2 — eine mogliche Wahl fiir die
Erzeugenden der SU(2). Thre Kommutatoren sind leicht auszurechnen.
Man findet

o\ ,0; . Ok
() G| =ien(Z) (5.24)
mit g;x = +1 (—1) bei geraden (ungeraden) Permutationen von (1, 2, 3)

und ¢;x =0 in allen anderen Fillen. Die Strukturkonstanten sind Cf.‘j =
Eijk-



Die triviale Darstellung ist eindimensional, alle drei Erzeugenden
sind Null und erfiillen die Kommutatoren (5.20) auf triviale Weise.

Die Fundamental- oder definierende Darstellung ist die Spinordar-
stellung. Sie ist zweidimensional. Der Vektorraum, auf dem sie lebt,
wird durch die Eigenvektoren

(0 = ()

von o3 aufgespannt. Die Erzeugenden werden durch die (halben) Pauli-
Matrizen (5.23) dargestellt.

Bildet man die adjungierte Darstellung, die hier dreidimensional ist,
nach der oben angegebenen Vorschrift, so findet man

00 0 00 0
UCY(T)) = —ifeym}=—i|o 0 1|=(00 —i] . (5.25a)
0-10 0i 0
00i
U(Ty) = —ifeam}=( 0 00] , (5.25b)
~i00
0—i0
U (T3) = —ifezm) =i 0 0] . (5.25¢)
000

Man rechnet nach, dass in der Tat [U®D(T)), U@ (T,)] = iU@D(T3)
und die zyklischen Permutationen dieser Gleichung gelten.

Die Gruppe SU(2) ist eine einfache Gruppe, d.h. sie ist nicht
Abel’sch und sie besitzt keine invariante Untergruppe. Auf dem Niveau
der Lie-Algebra bedeutet dies, dass diese kein zweiseitiges Ideal besitzt
und dass jede Erzeugende mit jeder anderen durch Kommutatoren ver-
kniipft werden kann. Man kann also auf keine Weise die Lie-Algebra in
zwel Untermengen aufteilen derart, dass die Strukturkonstanten Cf.‘j im-
mer dann verschwinden, wenn der Index i ein Element aus der einen,
der Index k ein Element aus der anderen Untermenge bezeichnet.

Bemerkungen

1. Wir verwenden hier durchweg eine Form der Erzeugenden, wo diese
durch hermitesche Matrizen dargestellt sind. Dies hat mit Blick auf
die Quantenmechanik gute Griinde, da hermitesche Matrizen Obser-
vable darstellen konnen. In der mathematischen Literatur wird fast
immer eine antihermitesche Definition der Erzeugenden verwendet.
Dies bedeutet, dass in der Exponentialreihe (5.19) und in den Kom-
mutatoren (5.20) kein Faktor i im Exponenten bzw. auf der rechten
Seite auftritt.

2. Die Erzeugenden der Drehgruppe SO(3), die dieselbe Lie-Algebra
besitzt wie SU(2), haben wir in der Mechanik reell-antisymmetrisch

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien
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dargestellt, vgl. Gl. (2.68) in Band 1. Der Zusammenhang mit den
hier definierten Erzeugenden ist

Ji=—-iu®(T), i=1,273,
die Kommutatoren werden wie dort zu

[J1.32] = —[UCD(T)), UCD(T,) | = —iUAD(T3)
=J3 (zyklisch fortgesetzt) .

Der Vektorraum der adjungierten Darstellung einer einfachen Lie-
Gruppe besitzt eine natiirliche Metrik. Um dies zu sehen, definiert man
iiber der Lie-Algebra den Tensor

gij = Sp(UY(THUud(T))) = -/ ¢4 . (5.26)
Dieser Tensor g ist symmetrisch, nicht ausgeartet und — da die Erzeu-
genden hermitesch sind — auch positiv. Er hat somit die Eigenschaften
einer Metrik. Wegen der Positivitdt kann man immer eine lineare Trans-
formation der Erzeugenden finden derart, dass g diagonal und gleich der
Einheitsmatrix der Dimension dim g,

g =diag(1,1,...,1),

wird. Diese Metrik heifit Killing-Metrik. Definiert man nun neue Struk-
turkonstanten

Cij := Ci’;gpk (iiber p summiert) , (5.27)

dann kann man mithilfe der Jacobi-Identitdt zeigen, dass diese voll-
standig antisymmetrisch sind. Ohne Einschriankung kann man somit die
Strukturkonstanten immer so einrichten, dass sie in allen drei Indizes
antisymmetrisch sind.

Eine wichtige Eigenschaft der Lie-Algebren von einfachen Lie-
Gruppen ist die folgende:

Durch lineare Transformation kann man die Erzeugenden immer so
wihlen, dass

Sp(U(THU(T;)) =« &;; (5.28)

ist, wobei die positive Konstante x zwar von der Darstellung, nicht aber
von der Erzeugenden, d.h. nicht von i abhingt.
Der Beweis dieser Aussage ist Gegenstand der Aufgabe 5.2.

Als Beispiele fiir diese Aussage priift man nach, dass in der funda-
mentalen Darstellung von SU(2)

1 1
Sp(U(THU(T))) = 1 Sp(oioj) = 5
gilt. Dies folgt z. B. aus der Formel

0i0; = Ipd;; +igjox
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und aus der Spurlosigkeit der Pauli-Matrizen selbst.
Sp(UiCIj) = 25,’j +i8ijk Sp(ak) = 25,']' .

In der adjungierten Darstellung dagegen gilt
Sp(U(THUD(T))) =285 ,

wie man anhand der Ausdriicke (5.25a)—(5.25¢) nachrechnet.

5.3.2 Global invariante Lagrangedichten

Es ist nur ein kleiner Schritt, eine Lagrangedichte wie die des Bei-
spiels (5.1) auf einen Satz von Skalarfeldern @ = {¢V, ¢@, ..., ¢}
zu verallgemeinern, die selbst eine unitdre, reduzible oder irreduzi-
ble Darstellung der Strukturgruppe aufspannen, derart, dass die neue
Lagrangedichte unter allen (globalen) Eichtransformationen g € G inva-
riant bleibt. Selbstverstindlich ist es auch moglich, verschiedene Sorten
von Feldern in einer global invarianten Weise zusammen zu setzen und
auf diese Weise eine global eichinvariante Theorie zu erhalten. Die U(1)
der Maxwell-Theorie — noch nicht als Eichgruppe interpretiert — mit ih-
rer Kopplung an ein Schrodinger-Feld ist ein Beispiel.

Die Felder solcher Beispiele konnen durchaus auch komplexe Felder
sein, die dann aber so kombiniert werden miissen, dass die Lagrange-
dichte reell bleibt. In (5.1) beispielsweise muss man

33" ¢ —i*p*  durch  9,¢*3" P — 2P
ersetzen. Ein Beispiel mag diese Aussagen weiter erhellen:

Die Strukturgruppe sei G = SO(3), die Felder @ = {¢(°‘)}, a=1,0,—-1,
mogen die irreduzible Triplettdarstellung der Drehgruppe aufspannen.
Auch die duBere Quelle werde durch ein Triplett von Quellen {0®} er-
setzt, die ebenfalls eine irreduzible Darstellung der SO(3) bilden. Dies
bedeutet, dass diese Tripletts sich unter Drehungen des Bezugssystems
mit den D-Matrizen D(l)(q&, 0, ¥) transformieren,

+1
¢ () =Y DiJOdpx) .
p=—1

wo die 0; fiir die drei Euler’schen Winkel stehen und dieselbe Formel
fiir die Quellen gilt. In diesem Fall sind Bilinearformen wie

Y P ws D () 000 b Y (D) a0,

unter Drehungen g € SO(3) invariant. Nur solche Terme diirfen in der
Lagrangedichte vorkommen, wenn diese global eichinvariant sein soll.
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M

Abb.5.1. Uber allen Punkten x, y, z,
... der Raumzeitmannigfaltigkeit befin-
det sich eine lokale Kopie der Struktur-
gruppe. Aus der endlich dimensionalen
Strukturgruppe wird die unendlich di-
mensionale Fichgruppe, das ganze Ge-
bilde wird zu einem Hauptfaserbiindel

% Hier liegt keine Lorentz-Invarianz vor,
weil das Feld i einer nichtrelativisti-
schen Bewegungsgleichung geniigt. Die
Lorentz-Transformationen werden durch
die Drehungen im 3 ersetzt, unter de-
nen die beiden Lagrangedichten invari-
ant sind.

7 Eine genaue Definition dessen, was
man in der Differentialgeometrie Fa-
serbiindel nennt, findet man z.B. in
Band 1, Abschn. 4.7.

Wir wollen verabreden, jede solche global invariante Form mithilfe
einer Klammer abzukiirzen,

(@, @), (0., 0"®) usw., (5.29)

die je nach Wahl der Strukturgruppe G unterschiedlich realisiert wird.
Im Folgenden stehen die runden Klammern in (5.29) fiir das verallge-
meinerte Skalarprodukt, d.h. fiir die Kopplung der beiden Eintrige zu
einer Invarianten unter allen Elementen von G. Wie dieses Skalarpro-
dukt im Einzelnen aussieht, hingt von der Strukturgruppe und von der
betrachteten Darstellung ab. Fiir die Drehgruppe bzw. fiir die Darstel-
lungen der SU(2) und deren irreduzible Darstellungen der Dimension
(2j 4+ 1) beispielsweise sind das die Clebsch-Gordan Kopplungen der
beiden Eintrige zu J = 0.

In die Liste der Forderungen an eine Lagrangedichte wird jetzt neben
der Lorentz-Invarianz noch die Invarianz unter allen Transformationen
g € G aufgenommen. Im Beispiel 3.5 (Atome in duBeren Feldern) sind
die freien Lagrangedichten

Ly = ,uv(x)F'Lw(x) s

167
1 n
L = [y — O] = U 29"y =2 (V9) (V)

unter der globalen U(1)-Transformation v — ' = ey invariant®, sind
aber noch nicht gekoppelt.

5.3.3 Die Eichgruppe

Um aus der Strukturgruppe G, unter der eine gegebene Lagrange-
dichte invariant ist, eine lokale Eichgruppe & zu machen, muss man
die Parameter o in (5.19) durch glatte Funktionen o (x) von Raum
und Zeit ersetzen. Physikalisch gesprochen geschieht dabei zweierlei:
Zum einen wird es damit mdoglich, Eichtransformationen auf ein end-
liches Raum- und/oder Zeitgebiet einzuschridnken, d.h. das betrachtete
System lokal und in einem endlichen Zeitintervall zu ,,drehen®, ohne
gleichzeitig andere physikalische Systeme, die weit entfernt sind, mit
zu transformieren. Zum anderen setzt man iiber jeden Punkt x € M
der Raumzeit eine Kopie G(x) der Strukturgruppe, die wie ein inne-
rer Raum dem Punkt x angeheftet ist. Die Abbildung 5.1 stellt diese
Konstruktion symbolisch dar. Die Kopien G(x) und G(y) der Struk-
turgruppe sind fiir x # y disjunkte Rdume. Geometrisch ausgedriickt
entsteht ein sog. Hauptfaserbiindel (auf Englisch principal fibre bundle
genannt) mit M, der Raumzeit, als Basismannigfaltigkeit und G, der
Strukturgruppe, als typische Faser’,

PM, G) . (5.30)
Es wiirde Rahmen und Stil dieses Lehrbuchs sprengen, hier die wunder-

schone differentialgeometrische Beschreibung von geometrischen Ob-
jekten auf Hauptfaserbiindeln darzustellen und ich kann nur auf die



mathematische Literatur verweisen, die diese Geometrie mit Blick auf
Yang Mills-Theorie entwickeln. Hat man sich allerdings erst einmal an
diese Begriffsbildung gewohnt, werden die Verhéltnisse ein gutes Stiick
weit anschaulicher als wenn man die Eichgruppe und die Eichtransfor-
mationen rein formal definiert.

5.3.4 Potentiale und kovariante Ableitung

Wenn die Kopien G(x) und G(x + dx) der Strukturgruppe in benachbar-
ten Punkten x und x + dx verschieden sind, dann sind auch die Darstel-
lungen @(x) und @(x + dx) in disjunkten Vektorraumen zu Hause und
man kann z.B. eine herausgegriffene Komponente ¢® (x) nicht ohne
Weiteres mit derselben Komponente ¢ (x 4 dx) vergleichen. Fragt man
danach, welche Transformation ¢® iiber dem Punkt x € M in dieselbe
Komponente iiber dem Punkt x + dx iiberfiihrt, dann ist das eine geo-
metrische Frage, die in dieselbe Kategorie gehort wie die nach dem
Paralleltransport von Tangentialvektoren aus einem Tangentialraum in
einen anderen (z. B. benachbarten) Tangentialraum. Es ist also durchaus
berechtigt, auch hier von Paralleltransport zu sprechen. Ein solcher Par-
alleltransport ist nicht a priori gegeben, sondern muss — zumindest bei
nicht-flachen Basismannigfaltigkeiten — festgelegt werden.

Es sei N =dim g die Dimension der Lie-Algebra der Strukturgruppe
G, Ty seien ihre Erzeugenden. Man definiert das verallgemeinerte Po-
tential wie folgt

N
A:=igy A®T,, (N=dimg). (5.31)
k=1

In diese Definition ist eine verallgemeinerte ,,Ladung®, die Kopplungs-
konstante g aufgenommen, deren physikalische Bedeutung spiter zu
identifizieren ist, sowie ein Faktor i, der mit als reell angenomme-
nen A® dafiir sorgt, dass A hermitesch wird. Die Grolen A® | von
denen es genau so viele gibt wie die Lie-Algebra Erzeugende hat, sind
Einsformen iiber R(!-3)

AB Z AWy et k=1,2,... dimg, (5.32)

mit Aff) (x) jeweils vier reellen, glatten Feldern. So wie das Poten-
tial A in (5.31) definiert ist, hat es eine Doppelnatur: einerseits ist
es wegen (5.32) eine Einsform auf der Raumzeit, andererseits liegt es
wegen seiner linearen Abhingigkeit von den Erzeugenden in der Lie-
Algebra g. Man sagt, das Potential (5.31) sei eine Lie-Algebra-wertige
Einsform.

Es spielt fiir diese Definition auch keine Rolle, in welcher Darstel-
lung der Gruppe G man sich die Erzeugenden Ty gegeben denkt. Dies
kann die adjungierte Darstellung sein, aber z. B. auch die reduzible oder
irreduzible Darstellung, die vom Multiplett @ der Skalarfelder aufge-
spannt wird. Ist im physikalischen Zusammenhang diese Darstellung
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gemeint und schreibt man diese als Matrixdarstellung U, so wird (5.31)
durch

N
UA) :=ig Y ADUTY) (5.33a)
k=1

beschrieben, also eine Matrix, deren Eintrige Einsformen sind. Dieselbe

Definition, als Funktion der ,,echten‘ Felder Ag‘) (x) ausgeschrieben und
losgelost von der Matrixdarstellung U(Ty), lautet

N 3
A=ig )y Ty AP (x)dxt . (5.33b)
k=1 =0

Um die geometrische Bedeutung dieses Potentials zu verstehen, zeigt
man, dass es die gesuchte Parallelverschiebung vermittelt. Im Beispiel
unserer Skalarfelder gilt fiir den Unterschied ein- und derselben Kom-
ponente bei benachbarten Basispunkten auf M

g = = UM =Y {8 —Us(A)}e” . (534

J=1 J=1

wo m die Dimension dieser Darstellung ist. Dies ist zunéchst ein An-
satz, den man darauf testen muss, ob er das leistet, was man erwartet.

Eine sinnvolle Forderung an die Parallelverschiebung ist die, dass sie
mit der Wirkung einer lokalen Transformation g(x) € & vertauscht. Wir
zeigen nun, dass sie dies tatsdchlich tut, vorausgesetzt das Transforma-
tionsverhalten von A ist das folgende

Ar— A =gAg ' +gd(g™h, (5.35a)

oder, dieselbe Transformationsformel in den Komponentenfunktionen
der Einsform ausgeschrieben,

Ap(x) — Al = g(x) A ()8 (1) +g(0)dug ™ (x) . (5.35b)

Diese affine Transformation mag zunichst tiberraschen, wird hier doch
eine Konjugation vom Typus

O +— ROR™! ,

wie man sie von Operatoren (z. B. der Quantenmechanik) her kennt, mit
einer Eichtransformation im Sinne der Maxwell-Theorie zusammenge-
setzt. Wenn nimlich g(x) € U(1), d.h. g(x) = exp{iz(x)} ist, dann ist

gAg  =A,, aber g(x)d, g (x) = —id(x)

und A;L(x) = A, (x) —id,a(x) ist eine lokale Eichtransformation der
Maxwell-Theorie.

Auf den Ansatz (5.34) wende man jetzt eine beliebige, lokale
Eichtransformation an, d.h. die Transformation g(x) auf ¢“ und



g(x+ dx) auf ptdo, Gleichung (5.34) beschreibt den Paralleltrans-
port, wenn sie mit g € G kommutiert, d. h. wenn
U(g(x+dx))(1-U(A)) = (1-U(A))U(g(x))

gilt. Klarerweise muss diese Relation unbabhingig von der Art und Di-
mension der Darstellung gelten, deshalb kann man sie auch fiir g und
A ganz allgemein formulieren:

glx+ dx)(]l—A) = (]l—A/)g(x). (5.36)
Entwickelt man g(x 4 dx) um die Stelle x bis zur ersten Ordnung,

gx+ dx) ~ g(x) +9pg(x)dx* = g+ dg,
dann gibt (5.36) die Bedingung dg — gA = —A’g oder, nach Multiplika-
tion mit g*l von rechts,

A'=gAg " —(dg)g!

=gAg ' +gdg!,

wobei man im zweiten Schritt die Ableitung von gg~! =1

d(gg ") =dl=0=(dg)g ' +gdg!
verwendet hat. Dies ist aber genau das in (5.35a) vorweg genommene
Transformationsverhalten.

Ausgehend von einem solchen Potential (5.31) konstruiert man die
kovariante Ableitung nach dem Vorbild (2.88b) der Maxwell-Theorie

Dy:=d+A. (5.37)

Bezogen auf den m-dimensionalen Darstellungsraum, der von den Ska-
larfeldern unseres Beispiels aufgespannt wird, bedeutet dies konkret die
Ersetzung

N
3 @(x) — 19, 14+ig Y~ AP ()U(Ty) ¢ P(x) . (5.37a)
k=1
Unter einer lokalen Eichtransformation ist das Verhalten der kovari-
anten Ableitung genau die Konjugation und ist somit einfacher als das
des Potentials selber. Es gilt

' mit A =gAg '+gdg™". (5.38)

Dies zeigt man wie folgt: Wir verwenden wieder unser Modellfeld @,
unterwerfen es einer lokalen Transformation @' = U(g)® und berech-
nen

Dy @ = (1d+U(A))U(g)®
= (dU(g))® +U(g)d®
+UE{UAU (@) +(dU™ (@) U@
=U(g)[d+U(A)]o
+{(aU(@) +UE[dU (©UE) - U (e (dU@) |

Dy =gDag™

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien
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wobei im letzten Schritt wieder d(U~!(g)U(g)) = 0= (dU~!(g))U(g) +
U~!(g)dU(g) benutzt wurde. Der ganze Term in geschweiften Klam-
mern ist gleich Null und es bleibt die Relation

Dy® =U(g)Da® =U(5)D4AU ' (9)0'.
Jetzt steht auf beiden Seiten dasselbe Feld @’ und es ist
Dy =U(g)DsU ' (g). (5.39)

Das Modellfeld @ ist dabei nur ein Hilfsmittel und kann natiirlich ganz
beliebig gewihlt werden. Das bedeutet, dass (5.39) in allen Darstellun-
gen gilt, womit (5.38) bewiesen ist. Die kovariante Ableitung wird unter
einer Eichtransformation wie ein Operator konjugiert. Bildet man ins-
besondere einen Term (D4 ®, D4 ®) der oben beschriebenen Art, dann
ist dieser per Konstruktion nicht nur unter globalen, sondern auch unter
lokalen Eichtransformationen invariant.

5.3.5 Feldstarkentensor und Kriimmung

Aus der kovarianten Ableitung D4 bildet man im néchsten Schritt
— wiederum nach dem Vorbild der Elektrodynamik — die Kriimmungs-
form (2.88c)

F:=D}=(dA)+AANA. (5.40)

Hier tritt gegeniiber der Maxwell-Theorie eine neue Eigenschaft zu
Tage: Der zweite Term, das duflere Produkt von A mit sich selbst,
verschwindet bei nicht-Abel’schen Gruppen nicht. Schreibt man aus-
nahmsweise alle Summenzeichen aus, so ist aufgrund von (5.33b)

N 3
ANA=—g> Y T,T Y AP AP (x) dx” A da” (5.41)
k=1 5.1=0
N 3
=—q Z [Tk, T/] Z AP )AD (x) dx# A dx”
k=1 u<v=0

N 3
=—ig> > CumTw Y AP®AD(x) det A dx”.
k,l,m=1 n<v=0
Der dabei entscheidende Aspekt ist die Tatsache, dass A in der Lie-
Algebra liegt. Wenn man die Basis-Zweiformen dx® A dx* in gewohnter
Weise aufsteigend ordnet, dann sieht man (durch Umbenennung der
Summationsindizes ¢ und 7 im Term mit o > 1), dass dx* A dx” den
Vorfaktor

D AP @AL ) (T Ty — TyTy)
k.1
erhilt, der in einer nicht-Abel’schen Theorie von Null verschieden ist.



Mit Blick auf die Definition (5.33b) ist es naheliegend die Zerle-
gung der Zweiform (5.40) nach Tensorfeldern der Art F,,(x) auf der
Raumzeit und nach Basis-Zweiformen vorzunehmen, dabei aber diesel-
ben Faktoren wie in (5.33b) in die Definition aufzunehmen. Wir setzen
daher

N
F=ig) Ty F&(x) de' Adx". (5.42)
k=1

n<v

Auch diese Definition hat eine Doppelnatur: sie ist eine Zweiform auf
der Raumzeit, gleichzeitig nimmt sie Werte in der Lie-Algebra der Eich-
gruppe an. Die Tensorfelder F,a]? (x), von denen es genau N =dimg
Stiick gibt, sind die direkten Verallgemeinerungen des Feldstirkenten-
sors der Elektrodynamik. Mit der Zerlegung (5.42) von F, mit der
Zerlegung (5.33b) von A und mit dem Resultat (5.41) sind diese Ten-
sorfelder durch folgenden Ausdruck gegeben

N
FRG) =0,AP 0 -0,AP 0 =g Y ClmAL" AP ().
m,n=1

(5.43)

Der erste Term ist aus der Maxwell-Theorie wohlvertraut, s. (2.58); der
zweite ist neu. Er enthélt die Kopplungskonstante (Ladung) ¢, die Struk-
turkonstanten der Gruppe und das Produkt zweier Vektorpotentiale zu
verschiedenen Erzeugenden (m) und (n). Man erkennt schon an dieser
Stelle, dass nicht-Abel’sche Eichtheorien im Gegensatz zu den Max-
well’schen Gleichungen Nichtlinearitdten enthalten.

Die Feldstirke F beschreibt in der Tat eine Art Kriimmung im
Hauptfaserbiindel P(M, G) mit Basis R("3 (Raumzeit) und typischer
Faser G (Strukturgruppe). Um dies zu erldutern, erinnert man sich an
die Verhiltnisse bei gewohnlichen, Riemann’schen Mannigfaltigkeiten.
Ob eine solche gekriimmt ist, stellt man fest, indem man Tangential-
vektoren auf verschiedenen Geoditen von p € M nach g € M parallel
transportiert und die Ergebnisse vergleicht. Bei einer flachen Mannigfal-
tigkeit, so z. B. beim R", ist das Ergebnis unabhingig vom Weg. Dieser
Raum ist nicht gekriimmt. Bei einer gekriimmten Mannigfaltigkeit wie
z.B. der Sphire $"~! im R” hiingt das Ergebnis des Paralleltransports
von der Wahl der GroBkreise und Meridiane ab, entlang derer man Tan-
gentialvektoren parallel verschoben hat. Der Unterschied der Ergebnisse
entlang verschiedener Wege ist ein Maf fiir die Kriimmung. Alternativ
und gleichwertig hierzu kann man nach dem Verhalten von Tangenti-
alvektoren bei ,,Rundreisen fragen, bei denen man sie von p nach ¢
und weiter, aber auf einem anderen Weg von ¢ zuriick nach p parallel
transportiert hat.

Eine ,,Rundreise* ldsst sich auch hier mithilfe des Paralleltrans-
ports (5.34) organisieren. Wir bleiben im Lokalen, d.h. in der unmit-
telbaren Nachbarschaft des Punktes x € R*, und, wie in Abbildung 5.2

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

z=x+dx+dy
Sk

y'=x+dy dy

y =X+dx
dy
Sk

Abb.5.2. Von x nach z=x+dx+dy
kann man entweder iiber y = x-+ dx
oder iiber y = x+ dy wandern. Aus
den zwei verschiedenen Wegen kann
man eine nichtriviale Rundreise auf-
bauen, die bei x beginnt und dort auch
wieder endet
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angedeutet, fiihren einen Paralleltransport von x nach x + dx + dy und
von diesem Punkt zuriick nach x aus, wobei der Riickweg nicht derselbe
ist wie der Hinweg.

Wir driicken A durch seine Komponenten A, (x) aus, d.h. schrei-
ben (5.33b) als

A=A, mit A,x)=ig) TAP (). (5.44)

Gleichung (5.35b) 16st man am Besten von der speziellen, von den Fel-
dern ¢; aufgespannten Darstellung los und berechnet die Differenz der
Paralleltransporte entlang der in Abbildung 5.2 eingezeichneten Wege:

(11 —Ay(x+ d) dy”) (11 — A () dx“)
_ (11 — Ay (x+ dy) dx”) (11 A dy”) .

Entwickelt man A, (x + dx) und A, (x+ dy) beide um den Punkt x bis
zur ersten Ordnung in dx und in dy, dann ist diese Differenz

— _dxtdy’ (BMAU(x) — 8y A () + Au () Ay (x) — Av(x)AM(x))

— —dx"dy (EJMAV()C) — AL () + [Au (), Av(x)]>
= —F(x)dx*dy",

wo analog zu (5.44) im Fall des Potentials

N
Fu(x) =ig Y TeF%) (x) (5.45)
k=1

die (Lie-Algebra wertigen) Koeffizientenfunktionen von F sind. Dies
Ergebnis zeigt klar, dass F wirklich eine Kriimmung beschreibt. Die
Tensorfelder der Feldstiarken sind geometrisch interpretiert nichts Ande-
res als Kriimmungen.

Wir merken noch an, dass das Verhalten von F unter Eichtrans-
formationen wieder die Konjugation ist. Fiir die kovariante Ableitung
haben wir dieses Transformationsverhalten in (5.38) abgeleitet. Natiir-
lich gilt es dann auch fiir das Quadrat von D4 und, kraft der Defini-
tion (5.40), auch fiir F,

F—> F =gFg™!. (5.46)

Damit und mit der auf Materiefelder wirkenden kovarianten Ableitung
ist die Grundlage fiir die Konstruktion eichinvarianter Lagrangedichten
gelegt.



5.3.6 Eichinvariante Lagrangedichten

Mit den Vorbereitungen der beiden vorhergehenden Abschnitte ist
es nicht schwer, Lagrangedichten aufzuschreiben, die sowohl unter
Lorentz-Transformationen als auch unter einer gegebenen Eichgruppe &
invariant sind. Man erkennt schon auf dieser Stufe, wie weit hier die
physikalisch gut verstandene Maxwell-Theorie als Modell und Vorbild
tragt.

Als Bausteine der Theorie seien die folgenden vorgegeben:

e Eine kompakte Lie-Gruppe G und die daraus hergeleitete, unendlich
dimensionale Eichgruppe & iiber der Raumzeit R(-3);

e Fin Potential A, Gleichung (5.33b), das zugleich Element der Lie-
Algebra g als auch eine Einsform iiber dem Minkowski-Raum R~
ist;

e FEin Satz von Feldern @(x) = {¢1(x), ..., ¢p(x)}, die eine Dar-
stellung — reduzibel oder irreduzibel — von G aufspannen. Dabei
nehmen wir der Einfachheit halber an, dass dies Skalarfelder seien,
merken aber an, dass eine weitgehend identische Konstruktion auch
fiir solche Felder moglich ist, die ein komplexeres Transformations-
verhalten unter Lorentz-Transformationen haben. (Das sind Mate-
riefelder, die quantenmechanisch Teilchen mit Spin ungleich Null
beschreiben.)

Ausgehend von A, Gleichung (5.33b), bildet man die kovariante Ablei-
tung D4, Gleichung (5.37), und mit deren Hilfe die Kriimmungsform
F, Gleichung (5.40). Diese GroBe ist eine Zweiform, die ebenfalls
Werte in der Lie-Algebra annimmt, wie aus (5.42) ersichtlich. Zunichst
ohne Materiefeld @ und immer dem Vorbild der Maxwell-Theorie fol-
gend, bleibt nur die Moglichkeit, die Grole F mit sich selber in einer
Weise zu koppeln, die sowohl die Lorentz-Invarianz garantiert als auch
eichinvariant ist. Es gibt verschiedene Weisen, diese Vorschrift umzuset-
zen, die alle zum selben Ergebnis fiihren.

(i) Das duBlere Produkt der Zweiform F mit ihrem Hodge-Dualen % F
ldsst sich iiber die ganze Mannigfaltigkeit M = R(-® integrieren
— ein typisch geometrischer Zugang, den wir in der Maxwell-
Theorie allerdings nicht beschrieben haben und auch hier nicht
weiter ausarbeiten wollen®. AuBerdem, wie wir gleich genauer er-
lautern werden, muss die Spur iiber die adjungierte Darstellung der
Lie-Algebra genommen werden.

(i1) Man bildet — wiederum nach dem Vorbild der Maxwell-Theorie —
aus

N
Fuy=ig Y TFR@)  (F=F, d' Adx" gemiB (5.42))
k=1

(5.47a)

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

8 Dieser geometrische Zugang benutzt
wesentlich, dass *F A F eine Vierform
ist und somit iiber eine Mannigfaltig-
keit der Dimension 4 integriert werden
kann. Hier ist die Dimension der Basis-
mannigfaltigkeit entscheidend. Integra-
tion auf beliebigen, glatten Mannigfal-
tigkeiten haben wir aus Platzgriinden in
diesem Band nicht entwickelt.
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die Lorentz-Invariante Fy,, F*". Um aber auch eine Invariante un-
ter allen g € & zu erhalten, muss man aulerdem die Spur iiber die
adjungierte Darstellung von G nehmen. Ausfiihrlicher geschrieben
lautet F ja eigentlich

N
F=Fuy de Adx =ig Y U (T Y FR(x) doe A dx”
k=1 n<v
(5.47b)
Die Spur ist somit vom Produkt von den zwei N x N-Matrizen
U@D(Ty) und U (T)) zu nehmen. Da aber ohnehin klar ist, dass
sowohl A als auch F als Elemente der Lie-Algebra in der adjun-
gierten Darstellung wohnen, verkiirzt man oft die Schreibweise wie
oben geschehen.
(iii) Eine weitere Moglichkeit besteht darin, auf dem Minkowski-Raum
ein Skalarprodukt fiir duBere Formen zu definieren. Eine natiirliche
Wahl, die sich der Lorentz-Kovarianz anpasst, ist

(A dx®) =K1,

(dx“ A dx”’ dx? A dxf> = Kz(g’wgw — g’”g”") .
Allerdings werden solche Skalarprodukte durch die Geometrie
nicht wirklich fixiert insofern als die Konstanten xj, k» noch frei
gewihlt werden konnen. Da die Einsformen dx” Lingen sind,

miissen diese Konstanten auBerdem physikalische Dimensionen
tragen, ndmlich

[/q] = Lﬁnge_2 , [Kz] = Léinge_4
tragen. Ebenso wie bei den beiden vorhergehenden Methoden ist

noch die Spur iiber das Produkt von zwei Erzeugenden in der ad-
jungierten Darstellung zu nehmen.

Auf allen drei Wegen gelangt man zu der Lorentz- und $-invarianten
GroBe Sp(F,F"") als verallgemeinertem ,.kinetischen* Term in der
Lagrangedichte, die zusammen mit einer wichtigen Normierungsbedin-
gung schon die gesuchte Antwort liefert. Die Normierungsbedingung
mochte ich anhand von (5.43) erklédren, die auch folgendermalen notiert
werden kann

N
FR@ = R0 —q > CmmAP(0AP @) mit (5.48a)
m,n=1
F 00 =0, AP0 - AP (x) . (5.48b)

Die Invariante [ := Sp(F),, F*") enthilt als ersten Term die Kontraktion
der eben definierten Tensorfelder f,, mit sich selber,

N N
>3 sp(UETHUD(T)) £8) (o) f O ()

k=1 I=1



Gemil (5.28) hingt die hier auftretende Spur nicht von den Erzeu-
genden, wohl aber von der Darstellung ab. Dies bedeutet, dass man
an dieser Stelle wissen muss, wie die Erzeugenden in der adjungier-
ten Darstellung normiert wurden, d. h. welchen Wert die Konstante @
hat. Die Terme f,ﬂlf,) (x) fRORY (x) spielen dieselbe Rolle wie die La-
grangedichte (3.36a) der freien Maxwell-Theorie, deren physikalische
Bedeutung in Abschn. 3.3 ausgearbeitet ist. Genau dieser Vergleich legt
die Normierung fest, mit der die Invariante Sp(F,, F**") in der Lagran-
gedichte vorkommen muss: Wie dort muss dieser Anteil mit dem Faktor
—1/16m (bei Verwendung von Gaufy’schen Einheiten) multipliziert er-
scheinen. Damit liegt der erste Anteil der Lagrangedichte fest. Er lautet

Lym = Sp(Fun F™) . (5.49)

 167mg2c(@d
Der Index steht fiir ,,Yang-Mills“, die Lie-Algebra wertige Feldgrofie
F,, ist wie in (5.47a) bzw. (5.47b) definiert, die Division durch q°
kommt daher, dass ein Faktor ¢ in die Definition von F,,, aufgenommen
wurde.

Die Ankopplung der N Yang Mills-Felder an Materie wird ebenfalls
nach dem Modell der Maxwell-Theorie durchgefiihrt. Der Einfachheit
halber diskutieren wir diesen Aspekt fiir das Beispiel des Multipletts
@, dessen Komponenten eine Darstellung von G aufspannen und die
alle Lorentz-skalare Felder sind. Wie ein solches Multiplett bilinear zu
einer G-Invarianten gekoppelt wird, hidngt von dieser Gruppe und der
Darstellung ab. Wir kiirzen dieses verallgemeinerte Skalarprodukt wie
verabredet mit groen runden Klammern ab. Was den Materieanteil in
der Lagrangedichte angeht, so wird er mit Blick auf (5.1) und mit der
Annahme, dass alle Komponenten ¢ (x) demselben Massenparameter
analog zu (5.2) entsprechen, zunichst von der Form

Ly = %[(Bmp(x), 0 D()) — u3(P, @) | - W (o) (5-50)

sein, wo W(®) eine potentielle Energiedichte, d.h. eine Art Selbst-
kopplung der Skalarfelder ¢ untereinander ist, die global eichinvariant
aufgebaut ist.

Die Lagrangedichte (5.50) ist zwar global, aber nicht lokal eichin-
variant, denn die kinetische Energiedichte (3, ®, 0" ®) ist nicht eichin-
variant. Um daraus eine eichinvariante Theorie zu machen, braucht es
zweierlei. Einerseits muss die gewohnliche Ableitung durch die kovari-
ante Ableitung (5.37) ersetzt werden,

d® — Ds® bzw.

N
3 P(x) > {19, +ig Y UP(THAY (x)} d(x),
k=1

andererseits muss den Eichfeldern, die in A enthalten sind, ein eigener
,.kinetischer” Term hinzugefiigt werden wie er in (5.49) vorliegt. Die

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien
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vollstindige, lokal invariante Theorie wird somit durch eine Lagrange-
dichte der Form
1

- 16mg2 k@D

I
+ 3| (Do), D' 0w) — (0. 0) | - (o)

definiert. Sie enthilt die Physik der Eichfelder, die der urspriinglichen
Skalarfelder und deren Kopplung an die Eichfelder in einer eichinvari-
anten Weise. Die Lagrangedichte (5.51) besitzt ein sehr hohes Mal} an
Symmetrie beziiglich der Eichgruppe &.

Bemerkungen

1. Wir haben mehrfach betont, dass die Strukturgruppe, die der Theo-
rie zu Grunde gelegt wird, kompakt sein muss. Dann und nur
dann ist die Killing-Metrik (5.26) positiv-definit. Erinnert man sich
an die Berechnung der Feldenergie (3.30a) von Maxwell-Feldern,
dann sieht man, dass das Vorzeichen in (3.36a) und in (5.49) da-
fiir verantwortlich ist, dass die Energiedichte und damit der gesamte
Energieinhalt der freien Maxwell- bzw. Yang Mills-Felder positiv ist.
Hitte man eine nichtkompakte Strukturgruppe zugelassen, dann wiir-
den in der diagonalisierten Form der Killing-Metrik sowohl positive
als auch negative Eintrdge vorkommen, d.h.

Sp(Fyuw F™) (5.51)

g =diag(er, €2,...,ey) mit g ==+1.

Als Konsequenz hiervon hitten mindestens einige der in der Yang
Mills-Theorie vorkommenden Vektorfelder das falsche Vorzeichen in
der kinetischen Energie, d. h. ihnen wiirde eine negative Feldenergie
zugeschrieben.

2. Per Konstruktion ist die Lagrangedichte (5.51) auch unter globalen
Eichtransformationen, d. h. unter allen Elementen der Strukturgruppe
G invariant. Dies ist sozusagen die schwichere Form der Eichinva-
rianz.

5.3.7 Physikalische Interpretation

Ausgehend von der Lagrangedichte (5.51) und einer Zerlegung der Fj,
in einem gegebenen Bezugssystem in G-elektrische und G-magnetische
Felder kann man die Analoga der Maxwell’schen Gleichungen fiir nicht-
Abel’sche Eichtheorien herleiten. Die entstehenden Bewegungsglei-
chungen haben eine dhnliche Struktur wie die der Elektrodynamik und
zerfallen wieder in einen ,,Strahlungsanteil und einen Materieanteil,
der als Inhomogenitéit oder Quelle auftritt. Die nicht-Abel’schen Eich-
theorien beschreiben fundamentale Wechselwirkungen, deren Reichwei-
ten mikroskopisch klein sind und die daher in der klassischen, makro-
skopischen Physik keine Rolle spielen. Dies bedeutet aber, dass diese



Theorien zwar vollkommen klassisch definiert sind und daher mit der
Theorie der Maxwell-Felder eng verwandt sind, sie ihre physikalische
Realisierung aber erst im Rahmen der Quantentheorie finden. Dort sind
die eigentlich nicht direkt beobachtbaren Eichpotentiale A,(f) (x), ebenso
wie in der quantisierten Form der Elektrodynamik, niitzliche Hilfs-
grofen bei der Quantisierung der Theorie und bei der Interpretation
der Eichfelder als Vektorbosonen, die als die eigentlichen Triger bzw.
Vermittler von fundamentalen Wechselwirkungen auftreten — in enger
Analogie zum Photon, das als Vermittler elektrischer und magnetischer
Wechselwirkungen verstanden werden kann. Statt die zu (5.51) geho-
renden Euler-Lagrange-Gleichungen aufzustellen geniigt es daher, die
Lagrangedichte selbst und die darin auftretenden Kopplungen zu disku-
tieren.

a) Eichinvarianz und masselose Eichbosonen

Als eine auffallende FEigenschaft der Lagrangedichte (5.51) bemerkt man
sofort, dass keines der N Felder Al(f) einen Massenterm besitzt. Ebenso wie
wir in Abschn. 5.1 fiir die Maxwell-Theorie gesehen haben, wiirde jeder
origindre Massenterm

1
S—X(k)ZA/(f)(X)A(k)M(x) (5.52)
T

die Eichinvarianz zerstoren. Dies bedeutet, dass lokal eichinvariante,
nicht-Abel’sche Theorien, wenn sie einmal quantisiert sind, masselose
Eichbosonen beschreiben. Diese Eigenschaft war wohl der Grund, des-
sentwegen W. Pauli diese Konstruktion verwarf. Zu seiner Zeit war
auBler dem Photon kein masseloses Eichboson bekannt.

Diese generelle Aussage und die Pauli’sche Kritik sind berechtigt,
solange man die Physik der Eichfelder allein und fiir sich isoliert be-
trachtet. Hier kann es keine Massenterme der Art (5.52) geben, ohne
die lokale Eichinvarianz zu verlieren. Die Rettung aus dieser physika-
lisch scheinbar unbrauchbaren Situation kommt iiberraschender Weise
aus dem Zusammenspiel der reinen Eichtheorie mit den Materiefel-
dern und deren Selbstwechselwirkung W(®) in Form der sog. spontanen
Symmetriebrechung. Wenn man der reinen Yang Mills-Theorie nun
wirklich echte, physikalische Skalarfelder hinzufiigt und deren poten-
tielle Energie so einrichtet, dass sie bei @ = ®® #£0 ein absolutes
Minimum hat, dann bleibt die Lagrangedichte eichinvariant, beschreibt
aber jetzt Vektorfelder, von denen einige massiv werden. Dieses Phéno-
men der spontanen Symmetriebrechung bedeutet, dass der physikalisch
realisierte Zustand weniger Symmetrie besitzt als die Lagrangedichte,
die die Theorie definiert. Die Eichinvarianz geht also nicht verloren,
die Symmetrie wird nur gewissermal3en ,,versteckt”. Man spricht daher
auch manchmal von verborgener Symmetrie, auf Englisch von hidden
symmetry.

Der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung wurde etwa
Mitte der 1960-er Jahre von Higgs, Kibble und Anderen entdeckt’

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

9 PW. Higgs, Phys. Lett. 12 (1964)
132 und Phys. Rev. 145 (1966) 1156;
F. Engler and R. Brout, Phys. Rev. Lett.
13 (1964) 321; G.S. Guralnik, C.R. Ha-
gen and T.W.B. Kibble, Phys. Rev. Lett.
13 (1964) 585; T.W.B. Kibble, Phys.
Rev. 155 (1967) 1554.
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und war von groBer Bedeutung bei der Entwicklung der fiir die elek-
troschwachen Wechselwirkungen zustdndigen Eichtheorie. Wir gehen
weiter unten etwas genauer darauf ein.

b) Wechselwirkungen der Eichbosonen

Die generische Lagrangedichte (5.51) unterscheidet sich in einem zentra-
len, physikalisch wichtigen Aspekt von der Lagrangedichte der Elektro-
dynamik. Man vergleicht die Lagrangedichten «£Lyp, Gleichung (5.49),
der reinen Yang Mills-Theorie und £y, Gleichung (3.36a), der Elek-
trodynamik ohne #uflere Quellen und beachtet die Definitionen der
Feldstirketensoren (5.43) bzw. (2.58) in den beiden Varianten von
Eichtheorien, der aus einer nicht-Abel’schen Gruppe G konstruierten
bzw. der U(1)-Eichtheorie der Elektrodynamik. Die Euler Lagrange-
Gleichungen enthalten die Ableitungen der Lagrangedichte nach den
Potentialen und nach deren Ableitungen,

0LyMm 0LyYMm

— und ———.

aAl 3(3,A%)
Dies ist formal dieselbe Struktur wie in der Maxwell-Theorie, fiihrt hier
aber zu nichtlinearen Bewegungsgleichungen. In der Tat, schreibt man
die Lagrangedichte (5.49) etwas ausfiihrlicher hin, so liefert die Spur ein

Kronecker-Delta §y; fiir die Erzeugenden und es bleiben Diagonalterme
der Art

FRF® R — (aﬂAg«) _ auAff)) (auAam _ 8vA(k)/¢>

N
~29(3,4% =0,4P) 3" ChmnaA™ 14"

m,n=1
N N
+C]2 Z Z ALm)A]()n)A(p)MA(q)V )
m,n=1 p,q=1

Der erste Anteil auf der rechten Seite ist in den Eichpotentialen qua-
dratisch und hat dieselbe Form wie der kinetische Term der Maxwell-
Theorie. Der zweite Anteil, der proportional zur Ladung ¢ ist, ist ku-
bisch in den Potentialen. In die Bewegungsgleichungen eingesetzt, fiihrt
er zu einer Wechselwirkung der Eichbosonen untereinander, die neu ist.
Der dritte Anteil ist proportional zu ¢ und enthilt das Produkt von
vier Eichpotentialen, er beschreibt daher eine weitere Wechselwirkung
der Eichfelder — noch bevor iiberhaupt Materiefelder eingefiihrt werden.
Dies ist ein wesentlicher Unterschied zwischen der Abel’schen U(1)-
Theorie der Maxwell’schen Gleichungen und einer nicht-Abel’schen
Eichtheorie. Die letztere enthilt kubische und quartische Kopplungen
der Eichfelder, sie fiihrt zu Nichtlinearititen in den Bewegungsglei-
chungen und beschreibt physikalisch relevante Wechselwirkungen der
Eichfelder untereinander.



5.3.8 * Mehr liber die Eichgruppe

In diesem Buch haben wir eichinvariante, klassische Feldtheorien
ausschlieflich auf flachen Mannigfaltigkeiten, insbesondere auf dem
Minkowski-Raum R('3) entwickelt. Es spricht aber nichts dagegen,
diese Konstruktionsmethoden auf allgemeinere differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten auszudehnen, d.h. Elektrodynamik oder nicht-Abel’sche
Eichtheorie auf gekrimmten Raumzeiten zu studieren. Nimmt man die
gravitative Wechselwirkung zu den elektromagnetischen und den ande-
ren, mikroskopisch wirksamen Wechselwirkungen (die sog. Schwache
und die Starke Wechselwirkung) hinzu, so wird man mit dieser Ver-
allgemeinerung direkt konfrontiert. Die Anwesenheit von Massen im
Universum fiihrt dazu, dass die Raumzeit nicht mehr der einfache
Minkowski-Raum sein kann, sondern durch eine semi-Riemann’sche
Mannigfaltigkeit mit Index 1 ersetzt wird, die umso stirker gekriimmt
ist, je hoher die eingebrachte Massendichte ist. Lokal gesehen bleibt
die Physik der Maxwell’schen Gleichungen und der nicht-Abel’schen
Wechselwirkungen wie sie auf dem R™3)  entwickelt wurden, im
GroBlen und bei Anwesenheit von Gravitationsfeldern wird sie aber ab-
gedndert. Dies fiihrt dazu, dass man auch klassische Eichtheorien auf
semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeiten {ibertragen muss, die nicht flach
sind, die also nicht wie der Minkowski-Raum aussehen.

Es ist klar, dass diese Perspektive tief in die Differentialgeome-
trie hinein weist. Interessanter Weise sind diese Konzepte parallel und
zundchst unabhingig voneinander in der Mathematik und in der Theo-
retischen Physik entwickelt worden und man erkannte erst relativ spit,
dass die Objekte, die man studierte, zwar verschiedene Namen trugen,
aber ihrer Natur nach dieselben waren. Es wiirde uns vom physika-
lischen Rahmen der klassischen Feldtheorie zu weit weg fiihren und
den Rahmen dieses Bandes sprengen, diese differentialgeometrischen
Aspekte der Eichtheorien ausfiihrlicher und mathematisch korrekt dar-
zustellen. Deshalb beschrinke ich mich in diesem ad libitum Abschnitt
auf einige Bemerkungen, die mathematisch orientierte Leser und Lese-
rinnen neugierig machen und zu weiterer Lektiire anregen sollen.

Die Raumzeit wird als orientierbare, zusammenhingende Riemann’-
sche oder semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit angenommen. Eine Rie-
mann’sche Mannigfaltigkeit ist ein Paar (M, g), das aus einer glatten
Mannigfaltigkeit M (in der Regel und im Bezug auf die Physik mit
dim M =4) und einer Metrik g, die auf jedem Tangentialraum eine
positiv- (oder negativ-)definite, nicht ausgeartete Bilinearform ist. Der
Index, den wir weiter oben definiert haben, ist somit gleich Null.
Semi-Riemann’sch nennt man die Mannigfaltigkeit dann, wenn die Me-
trik nicht mehr definit ist oder, etwas genauer, wenn der Index v auf
allen Tangentialrdumen derselbe und von Null verschieden ist. Physika-
lisch besonders wichtig ist der Fall v = 1. Man spricht dann auch von
Lorentz-Mannigfaltigkeiten. Differentialgeometer nehmen auch gerne
an, dass M kompakt sei. Dies ist eine Annahme, fiir die es gute ma-

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien
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Abb. 5.3. Das Hauptfaserbiindel (P —

M, G) enthilt iiber jedem Punkt z djér
Basismannigfaltigkeit eine Faser, d.h.
einen inneren Raum, auf dem die Struk-
turgruppe frei wirkt. Der Basispunkt x,
auf den alle Punkte der Faser projiziert
werden, merkt von dieser Gruppenwir-
kung nichts

10Die Wirkung von rechts ist die in
der Differentialgeometrie {ibliche Kon-
vention. Leider ist sie nicht in Einklang
mit den Gewohnheiten in der Physik,
wo man Symmetrien lieber von links
wirken lédsst, die Rechtswirkung daher
erst bei kontragredientem Transformati-
onsverhalten auftritt.

z.g

thematische Griinde gibt, die aber physikalisch nicht sonderlich passend
ist, da physikalische Raumzeiten i. Allg. nicht kompakt sind.

Die Grundlage fiir die Konstruktion einer Yang Mills-Theorie ist das
Hauptfaserbiindel

P=(P>M.G), (5.53a)
dessen Basis die Raumzeit M und dessen typische Faser die Struktur-
gruppe G ist. Wie in Abb. 5.3 skizziert ist & die Projektion von P nach
M, die jedem Punkt z der Faser den allen Punkten dieser Faser gemein-
samen FuBpunkt m(z) zuordnet. Dies ist eine surjektive Abbildung von
& nach M. Lokal ist das Hauptfaserbiindel J isomorph zum direkten
Produkt M x G,

P=ZMxG, (5.53b)

global sind die Verhiltnisse i. Allg. komplizierter, nimlich immer dann,
wenn man fiir die Beschreibung von M mehr als eine Karte braucht.

Die Strukturgruppe wirkt innerhalb der Fasern als freie Wirkung von
rechts!

7e€P,geG. (5.54)

Im differentialgeometrischen Rahmen definiert ist die Eichgruppe & die
Gruppe derjenigen Automorphismen des Hauptfaserbiindels &, die auf
der Basis M die Identitdt induzieren. Anders ausgedriickt, sind dies Au-
tomorphismen

ved, (5.55)

die mit der Rechtswirkung R, kommutieren und die jede Faser auf sich
selbst abbilden, d. h. fiir die

RgZ:Z'g7

v:P — P,

7(Y(2) =n(z) und Y(z-g) =v(2)-¢ (5.55a)
gilt. Da ¢ € & auf die Fasern allein wirkt, gilt
V(@) =z2p(2), z€P.Yyed, (5.55b)



wobei y eine glatte, wie man sagt Ad-dquivariante Abbildung ist, die &
auf die Strukturgruppe G abbildet,

y:P—>G:z— y(z), mit
Wz 9) =Ad g7 (y) =g 'N2)g - (5.55¢)

Die Beziehung (5.55b) definiert eine Bijektion y : P — G, so dass
man die Eichgruppe & mit der Menge dieser Abbildungen identifizie-
ren kann. So gilt dann z.B. (yy')(z) = ¥(z)y’(z). Die Eichgruppe ist
offensichtlich unendlich dimensional, in jeder Faser wird sie durch eine
Kopie der Strukturgruppe vertreten.

Lokal betrachtet hat das Hauptfaserbiindel & die Struktur M x G aus
Basis (Raumzeit) und Strukturgruppe. Es sei x € M ein Punkt der Ba-
sismannigfaltigkeit, 7z die Projektion wie zuvor. Die Faser 7! (x) iiber
dem Punkt x ist isomorph zur Strukturgruppe G. Dies kann man auch
folgendermalBen interpretieren bzw. anwenden.

Es sei p € # ein Punkt von &£, p = (x, 771 (x)), mit den zwei Ein-
trigen x auf M und 7~ !(x) in der Faser. Wir schreiben (5.54) in etwas
anderer Form und halten fest, dass zwischen G und der Faser 7! (x)
iiber x ein Isomorphismus besteht, d. h. fiir z € 77! (x) und g € G ist

0p:G— 1 'WeP gr—o0,(8)=2¢

die angesprochene Abbildung der Strukturgruppe in die gegebene Faser.
Man betrachtet jetzt die zu dieser Abbildung gehorende Tangentialab-
bildung im Gruppenelement e = 1 von G, d.h. die Tangentialabbildung
eingeschrinkt auf g, die Lie-Algebra von G. Diese Abbildung bildet die
Lie-Algebra in den Tangentialraum 7,5 ab,

Teop:g—T,P .

Dabei wird g in den Tangentialraum 7,5 eingebettet. Der damit iden-
tifizierte Unterraum von 71,5

Gp = TeQP(g) (5.56)

wird vertikaler Unterraum von T,5 genannt. Ein Blick auf Abb.5.3
wird diese Bezeichnung unmittelbar verstindlich machen.

Der lokale Isomorphismus (5.53b) bedeutet fiir die Tangentialriume,
dass T, zu folgender Zerlegung isomorph ist

TyP = T pyM &g . (5.57)

Der Isomorphismus von g und G, Gleichung (5.56), ist offensichtlich
kanonisch vorgegeben, dies ist aber nicht so fiir den Rest: Ein Isomor-
phismus zwischen T5(,yM und einem Unterraum von 7% muss erst
noch festgelegt werden. Die konkrete Auswahl, die hier getroffen wird
ist, gleichbedeutend mit der Aussage, dass dadurch ein Zusammenhang
definiert wird!!. Dieser wiederum definiert die kovariante Ableitung.
Einen Zusammenhang auf dem Hauptfaserbiindel & zu wihlen bedeu-
tet jedem Punkt p € & einen Unterraum Q) C T, zuzuordnen, der die
folgenden Eigenschaften hat

5.3 Nicht-Abel’sche Eichtheorien

T Auf Englisch heifit dieser connection,
auf Franzosisch connexion. Auch im
deutschen Sprachgebrauch hort man oft
,,Konnektion* statt Zusammenhang.
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(i) Der Tangentialraum in p ist die direkte Summe aus G, und Q,

T,?=0,9G,, (5.58a)
(i) Die Wirkung der Strukturgruppe auf Q,, erfiillt die Bedingung
Qpg=TR4(Q)p) , (5.58b)

(iii) Der Unterraum Q) ist in p € # differenzierbar.

Ein solcherart definiertes Q, heit horizontaler Unterraum von T, 5.
Die Zuordnung p — Q) heilt Zusammenhang auf 5.

Die Bedingung (ii) stellt sicher, dass die Zerlegung (5.58a) unter der
Rechtswirkung der Strukturgruppe invariant ist,

Tp.gP =TRy(TpP) =TRy(Qp®G))
=TRe(Qp) DTR(Gp) = Qpe®G p.g -

Die Bedingung der Differenzierbarkeit der Zuordnung p+— Q) ist
wichtig, damit der auf diese Weise definierte Zusammenhang eine ko-
variante Ableitung liefert.

Auch den Rest der Konstruktion konnen wir hier nur skizzieren
und mit qualitativen Argumenten plausibel machen. Die horizontalen
Unterrdume in den Punkten p € & in der beschriebenen Weise auszu-
wihlen, bedeutet, die Gruppenwirkung in verschiedenen Tangentialrdu-
men vergleichbar zu machen. Man legt auf diese Weise z.B. fest, wo
die Identitit 1 von G in jedem einzelnen Tangentialraum liegen soll.
Physikalisch-anschaulich gesprochen, macht man damit erst die inneren
Symmetrierdume iiber den Punkten x der Basismannigfaltigkeit unter-
einander vergleichbar.

Man erkennt auch die nahe Verwandtschaft zu einem Standard-
beispiel der Differentialgeometrie, der Definition von Riemann’schen
Mannigfaltigkeiten. Dort weil man, dass Tangentialvektoren aus ver-
schiedenen, disjunkten Tangentialriumen 7 M iiber x und TyM iiber
vy nicht direkt und ohne Weiteres vergleichbar sind, es sei denn die
Mannigfaltigkeit sei ein Euklidischer Raum, M = R". Nur in diesem
Sonderfall ist der Paralleltransport eines Tangentialvektors von 7T,M
nach 7yM auf natlirliche Weise definiert. In allen anderen Fillen muss
der Zusammenhang und damit die kovariante Ableitung unter Beach-
tung bestimmter Regeln definiert werden.

Der solcherart definierte Zusammenhang ist, wie wir wissen, eine
Einsform auf & und nimmt Werte in der Lie-Algebra g an. Geometrisch
spricht man von einer Zusammenhangsform

we (P, 9,

das ist ein Element aus dem Raum der Einsformen £2'(£), die gleich-
zeitig Element der Lie-Algebra ist. Der Zusammenhang mit dem, was
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man in der Physik ein Eichfeld oder Eichpotential nennt, wird iiber lo-
kale Schnitte hergestellt. Es sei

c:UCM-— &P (5.59)

ein differenzierbarer Schnitt, @ eine Zusammenhangsform auf #. Dann
ist die Zuriickziehung von w auf U

A@ = 5% (5.60)

eine durch den Schnitt o definierte Einsform auf U, A € (U, 9).
Diese Einsform ist das zur Zusammenhangsform w, dem Schnitt ¢ und
zu U C M gehorige Eichfeld. Wenn es auf M keine globalen Schnitte
gibt und der Atlas fiir M somit aus mehr als einer Karte besteht, dann
muss man auf jeder Umgebung U; der offenen Uberdeckung {U;} von
M den lokalen Vertreter von w; angeben derart, dass die {w;} eine
Biindelkartendarstellung von o bilden. Dies geschieht mithilfe der Biin-
delkarte

D n_l(Ui) —U; xG
und dem sog. Einsschnitt
x €U — oi(x) := QD*I(x, D,

indem man w; := o '® berechnet. Sorgt man noch dafiir, dass bei ei-
nem Kartenwechsel von U; nach U; die Einsformen ; und w; richtig,
nidmlich als Funktion der Ubergangsabbildung zwischen U; und U;,
transformieren, so ist ein sog. Cartan-Zusammenhang auf ganz M ge-
geben. Das zugehorige Eichfeld, das in den physikalischen Bewegungs-
gleichungen auftritt, ist dann kartenweise gegeben.

Die Eichtheorien, die wir in diesem Band beschreiben, sind auf
M =R definiert, fiir den diese Konstruktion sich auf die verein-
fachte Konstruktion reduziert, die wir in den vorhergehenden Abschnit-
ten ausgefiihrt haben. Aber schon bei der Beschreibung des Vektorpo-
tentials eines hypothetischen magnetischen Monopols benotigt man eine
Kartenzerlegung der Sphire S2, das Eichpotential setzt sich aus min-
destens zwei Anteilen zusammen, die auf zwei verschiedenen Karten
giiltig sind, aber iiber die Ubergangsabbildungen richtig zusammenge-
setzt werden.

5.4 Die U(2)-Theorie
der elektroschwachen Wechselwirkungen

Die U(2)-Eichtheorie der elektroschwachen Wechselwirkungen verei-
nigt die Maxwell-Theorie mit den Schwachen Wechselwirkungen. Auch
wenn wir uns damit in die Physik der Elementarteilchen und die Quan-
tenfeldtheorie vorwagen, lassen sich die wesentlichen Ziige dieser Theo-
rie im Rahmen der klassischen Feldtheorie diskutieren und verstehen,
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ohne auf die Technik ihrer Quantisierung tiefer einzugehen. In diesem
Abschnitt beschreiben wir diese Theorie als ein konkretes Beispiel ei-
ner nicht-Abel’schen Eichtheorie geméf der in Abschn. 5.3 entwickelten
Prinzipien. Auch der Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung,
den wir schon in Abschn.5.3.7 angesprochen haben, lisst sich in die-
sem Rahmen gut erkldren und zugleich durch ein physikalisch wichtiges
Beispiel illustrieren.

5.4.1 Eine U(2)-Eichtheorie mit masselosen Eichfeldern

Jedes Element der unitiren Gruppe in zwei komplexen Dimensionen
U(2) ldsst sich in der Form

i u v .
U:e“"( . *> mit eeR, u,veC und |ul’>+v|’>=1
—v* u

(5.61)

schreiben. Die zugehorige Lie-Algebra wird durch Erzeugende aufge-
spannt, fiir die man die Wahl

10 1 .
treffen kann, wo die o; die Pauli-Matrizen (5.23) sind. Die Kommuta-
toren der Erzeugenden sind mit (5.24)

[To. Ti] =0, (5.63a)
[T;, T;] =ieiuTy . (5.63b)

Es gibt also eine Erzeugende, die mit allen anderen kommutiert und die
einen U(1)-Faktor der Eichgruppe erzeugt. Dieser Anteil manifestiert
sich in (5.61) in dem Phasenfaktor exp{ic}.

Die zugehorige Eichgruppe &, die Potentiale und die kovariante Ab-
leitung sind damit wie in Abschn. 5.3.3 und in Abschn. 5.3.4 allgemein
dargelegt gegeben. In der adjungierten Darstellung ist der Zahlenfak-
tor « aus (5.28) gleich 2. Mit dem Feldstirkentensor (5.45) und bei
Hinzunahme eines Multipletts von Skalarfeldern lautet die Lagrange-
dichte (5.51)

1
L=— Sp(F F*
327q? p( Y )
1
+3 (Do), Do) — i (0. 0) |- W(ew) . (.64
wobei F),, und D, im Einzelnen durch
3
Fuy=iq Y U*(THFR)(x) und (5.64a)
k=0

3
D,® = { 19, +ig Z UP(THAP (x) } D(x) (5.64b)
k=0
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gegeben sind. Sie enthalten die Erzeugende To des U(1)-Faktors sowie
die Erzeugenden oy /2 der SU(2), einmal in der adjungierten Darstel-
lung, das andere Mal in der Darstellung des Multipletts &.

Ohne die Terme, die die Skalarfelder enthalten, beschreibt die La-
grangedichte (5.64) zunéchst nur vier masselose Eichbosonen, von de-
nen zwei auch durch die folgenden Linearkombinationen ersetzt werden
konnen,

W (x) = % (AP0 £iaPw) . (5.65)

Diese Ersetzung geschieht im Hinblick auf die spitere Interpretation
dieser neuen Eichfelder Wfli) als Teilchenfelder, die elektrische Ladun-
gen %1 tragen, und bedeutet die Ersetzung der Erzeugenden T und T;
durch die Linearkombinationen!?

T, :=T+iT,, T_:=T—-iT>. (5.66a)
In der definierenden Darstellung der SU(2) bedeutet diese Ersetzung

1 . 01 1 . 00
5(01 —|—1c72) =04 = <0 O) s 5(01 —102) =l0_ = <1 0) .
(5.66b)

Damit wird die Summe der Terme zu k=1 und £ =2 in der kova-
rianten Ableitung (5.64b)

UL MDA @) +UP(T)AR (x)

1
-7 {U@) THWH @+ (T W (x)} : (5.66¢)
Natiirlich haben auch diese neuen Felder W,(Li) keine Massenterme,
denn andernfalls wire die lokale Eichinvarianz der Lagrangedichte
(5.64) verletzt.

Zunichst scheinbar schwieriger zu entscheiden ist die Frage, welche
physikalische Rolle die beiden Eichfelder A,(f)(x) und Af?) (x) spielen
konnten, wenn die durch (5.64) definierte Theorie zur Beschreibung von
Maxwell-Feldern und denen der Schwachen Wechselwirkungen dienen
kann. Die Maxwell-Theorie ist eine ,,echte Eichtheorie, ihre Eich-
gruppe ist & = U(1), genau diese und nichts GroBeres. Diese U(1)epm.,
die wir der Klarheit halber mit dem Index ,,e.m.” fiir ,,elektromagne-
tisch® versehen, kann mit dem U(1)-Faktor der U(2) identisch sein,
sie kann aber auch durch eine Mischung dieses Anteils und des 3-
Anteils der SU(2) zustande gekommen sein. Auf dieser Stufe ist dies
nicht entscheidbar. Nehmen wir andererseits das empirische Wissen zu
Hilfe, dass die elektromagnetischen Wechselwirkungen durch masse-
lose Photonen, die Schwachen Wechselwirkungen durch drei massive
Vektorteilchen W), W) und Z° vermittelt werden, von denen zwei
elektrisch geladen, das dritte elektrisch neutral ist, so fillt auf, dass zu-
mindest deren Zahl sich mit der Zahl der urspriinglichen Eichfelder der

121n der Quantenmechanik werden sol-
che Operatoren ,,Auf- und Absteigeope-
ratoren genannt. Man beachte, dass die
Benutzung solcher Linearkombinationen
mit komplexen Koeffizienten nicht be-
deutet, dass man die Lie-Algebra der
Strukturgruppe oder die Gruppe selbst
komplexifiziert hitte.
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U(2)-Theorie deckt. Die beiden geladenen Teilchen W und W) wi-
ren dann Partner in einem Triplett (der adjungierten Darstellung der
SU(2)), das neutrale Z° wire der schwere Partner des Photons.

Mit dieser Vorbemerkung liegt es nahe, aus einer allgemeinen Li-
nearkombination der urspriinglich masselosen Eichfelder A,(f) und A,(B)
neue neutrale Felder zu konstruieren, und zwar

AP (x) = AP (x) cos b — A (x) sin by (5.67a)
AP (x) = AV (x) sin by + A (x) cos Oy . (5.67b)

Mit diesem Ansatz verbindet sich die Hoffnung, dass das erste hier-
von, Gleichung (5.67a), das Vektorpotential der Maxwell-Theorie, das
zweite, Gleichung (5.67b), das Feld des 70-Vektorfeldes werden konnte.
Der Mischungswinkel 6y, nach Steven Weinberg benannt, der ihn in die
Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung eingefiihrt hat, bleibt of-
fen und muss moglicherweise dem Experiment entnommen werden. Wir
notieren an dieser Stelle lediglich, dass im Fall 6w = 0 das U(1)-Feld
genau das Maxwell-Feld ist, wihrend das Z0-Feld der dritte Partner der
beiden W-Felder ist und mit diesen zusammen eine Triplettdarstellung
der SU(2) aufspannt.

Wie kann man die in (5.64) definierte Theorie der Eichfelder und der
Skalarfelder einrichten, damit sie zwar ihre volle Eichinvarianz behilt,
die Felder W,Si) und A,(LZ) aber dennoch Massenterme erhalten?

5.4.2 Spontane Symmetriebrechung

Das Multiplett @ = {(p(l), ...qb(m)} spannt eine Darstellung der Struk-
turgruppe G auf, die Wirkung U®)(g)® eines Elements g € G auf &
ist wohldefiniert. Bevor wir zum eigentlichen U(2)-Modell (5.64) zu-
riick kehren, diskutieren wir den allgemeineren Fall einer Theorie, die
aus einem beliebigen nicht-Abel’schen Anteil und einem Multiplett von
Skalarfeldern besteht und die durch eine Lagrangedichte der Art (5.51)
definiert wird. Fiir das in diesem Abschnitt behandelte Phdnomen ist
die Selbstwechselwirkung W(¢) in (5.51) bzw. (5.64) die entscheidende
Grofe. Wir machen folgende Annahmen iiber diesen Anteil der Lagran-
gedichte:

(i) Das Potential W(¢) sei unter der Wirkung der ganzen Struktur-
gruppe invariant,

W(U(g)®) = W(D) .

(Hier handelt es sich um globale Symmetrie!);

(ii)) Das Potential W(¢) habe bei &g = {(]5(()1), .. .¢(()m)} ein absolutes
Minimum;

(iii) Dieses Minimum sei ausgeartet, d. h. die Konfiguration @ ist unter
G nicht invariant.
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Wenn diese Voraussetzungen vorliegen, so spricht man von spontan ge-
brochener Symmetrie. Hier ist ein Beispiel, das diese drei Annahmen
erfiillt: Die Kopplung des Multipletts @ mit sich selbst zu einer Invari-
anten unter G sei wieder mit runden Klammern (--- , ---) symbolisch
notiert. Es sei

e
2

Da der Vorfaktor vor dem bilinearen Term ein negatives Vorzeichen, der
vor dem quartischen Term ein positives Vorzeichen hat, liegt hier das
Analogon zur eindimensionalen Funktion

W(P) = —— (&, @) + %(qm @)’ +C mitr>0. (5.68)

w(x) = —ax®>+bx* mit a,b>0 (5.69)

vor, einer Funktion, die bei x =0 ein relatives Maximum, bei x =
+.+/a/(2b) aber ein (ausgeartetes) absolutes Minimum hat, s. Abb.5.4.
Das absolute Minimum von (5.68) liegt vor, wenn

2

(0, @o) = MT =2

ist. Es ist offensichtlich ausgeartet, denn nur die Bilinearform (5.70)
liegt fest, nicht aber @ selber. Die Konfiguration @q selbst ist unter der
Wirkung der Strukturgruppe G nicht invariant. Setzt man v? aus (5.70)
ein, so liasst W(¢@) sich auch in der Form

(5.70)

2
W(®) = %((qﬁ, ?)—1?) - %v4+C. (5.71)
schreiben, die das Minimum und seine Entartung noch klarer aufzeigt.
Die additive Konstante ist (in diesem klassischen Rahmen) irrelevant
und kann ohne Weiteres weggelassen werden.

Im Rahmen einer lokalen Eichtheorie tritt jetzt ein sehr bemerkens-
wertes Phinomen auf. Da W(®) an Punkten sein absolutes Minimum
einnimmt, die zwar alle denselben Betrag haben, die aber nicht mit dem
Nullpunkt @ = 0 zusammen fallen, ist in Wirklichkeit nicht @ das (m-
komponentige) dynamische Feld, sondern seine Differenz zu &y,

Ox) :=D(x) — Do . (5.72)

Man kann sich dieses Phidnomen qualitativ folgendermalien vorstel-
len: Der energetisch giinstigste Zustand des durch die Lagrangefunk-
tion (5.51) definierten Systems wird sich am Minimum des ,,Potentials*
W(®) oder in seiner unmittelbaren Nihe einstellen'?. In der Punkt-
mechanik ist diese Situation vergleichbar mit der potentiellen Energie
Ul) =1 /2)ma)2z2, mit 7z = x — xo, eines harmonischen Oszillators,
bei dem die riicktreibende Kraft nicht zum Ursprung, sondern zum
Punkt xo # O gerichtet ist. Oder, wenn man die Entartung des Mini-
mums beriicksichtigen will, vergleichbar mit einer potentiellen Energie
der Art U(x) = A(x? —x(%)2 /4, bei dem die daraus folgende Kraft K =
—A(x2 —x%)x bei |x| = |xg| ihr Vorzeichen wechselt. In beiden Fillen
ist z=x —xp bzw. z = x —x¢ die physikalisch sinnvolle Variable.

AW (@)

Abb.5.4. Die Funktion w(x) = —ax?+
bx* der reellen Variablen x hat bei x =
+.+/a/(2b) ein absolutes Minimum. Er-
setzt man die reelle Variable x durch die
komplexe Variable z = x +1iy, so entsteht
der Graph der Funktion w(z), indem man
diese Kurve um die Ordinate dreht. Es
entsteht dabei eine 2-Fliche, die wie der
Boden einer Weinflasche aussieht. In den
Vereinigten Staaten denkt man dabei eher
an einen Sombrero, einen mexican hat

13Man sieht, dass der Begriff ,,Poten-
tial“ in zwei verschiedenen Bedeutun-
gen verwendet wird: das eine Mal als
Eichpotential im Sinne der Elektrody-
namik, das andere Mal als Potential
oder potentielle Energie der Skalarfel-
der im Sinne der klassischen Mechanik.
Dies ist fiir den Leser und die Leserin
sicher kein ernsthafter Anlass zu Miss-
verstdndnissen.
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14Das Adjektiv kinetisch setze ich in
Anfiihrungszeichen, weil dieser Term
mehr als nur die kinetische Energie des
Skalarfeldes enthilt.

Nimmt man die Ersetzung (5.72) im ,kinetischen” Term (D, ®,
D"*®) in der Lagrangedichte (5.51) vor!4, dann entsteht ein Term der
Bauart

1 1
5 (Do, DV @) = E(U(‘f’) (AP0, UP(AM)Pg) . mit  (5.73)
Ap=iq ) TAP (),

k

der die Struktur eines Massenterms fiir mindestens einige der bis anhin
masselosen Eichfelder hat! Dieses Mal allerdings wurde die Eichinvari-
anz der Theorie an keiner Stelle verletzt. Eichinvarianz bedeutet ja, dass
Fy,y in der Form des ersten Terms auf der rechten Seite von (5.51) ein-
geht, dass das Feld @, bzw. das in (5.72) neu definierte Feld &, mit
der kovarianten Ableitung auftritt und dass der Massenterm und das Po-
tential des @-Feldes unter der Strukturgruppe G (global) invariant sind.
Alle diese Bedingungen sind erfiillt. Es liegt somit eine immer noch ei-
chinvariante Lagrangedichte vor, sie sucht sich aber einen energetisch
glinstigen Zustand, der weniger Symmetrie besitzt als die zu Grunde
liegende Theorie.

Diese Art der Symmetriebrechung unterscheidet sich grundsitzlich
von der expliziten Storung der urspriinglichen Symmetrie, bei der die
Theorie durch die Lagrangedichte

L=Ly+L

definiert wird und bei der der Anteil £ in einem noch zu prizisierenden
Sinne klein gegeniiber Ly ist. Die Proca’sche Lagrangedichte (5.6),
)\‘2

Lproca = L Maxwell + L mit L= QAM(X)AM (%)
ist ein solches Beispiel, wenn die hypothetische Photonmasse A nicht
Null, aber sehr klein ist. Die grofe, urspriingliche Symmetrie von
LMaxwell geht verloren, dennoch konnte der Einfluss des Storterms £
moglicherweise im Rahmen einer Storungsrechnung ausgearbeitet wer-
den.

Bei der in diesem Abschnitt entwickelten Symmetriebrechung geht
die urspriingliche Eichinvarianz nicht verloren. Allein der oder die
energetisch tiefsten Zustdnde der Theorie haben weniger sichtbare Sym-
metrie als die Lagrangedichte. Man nennt diese Art der Symmetrieb-
rechung daher spontane Symmetriebrechung. Da die Symmetrie nicht
wirklich gebrochen wird, sondern in den physikalisch auftretenden Zu-
standen der Theorie ,,im Verborgenen* wirkt, hat L. O’Raifeartaigh den
Begriff der versteckten Symmetrie (hidden symmetry) gepragt [L. O’Rai-
feartaigh 1998].

Man kann das Phinomen der spontanen Symmetriebrechung in einer
lokalen Eichtheorie auf der Basis von deren Gruppenstruktur noch deut-
lich klarer eingrenzen. In einem Sinn, der sogleich klar werden wird,
kann man das Muster der spontanen Brechung ,.einstellen” und unter
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Anderem die Zahl der Eichfelder festlegen, denen eine Masse gegeben
werden soll. Unter den zu Anfang dieses Abschnitts gemachten Annah-
men war die Forderung, dass das Minimum von W(®) ausgeartet ist:
Wenn es mehr als eine einzige Konfiguration @g = {¢(()1), . ,gb(()m)

gibt, dann gibt es mindestens ein Element g € G der Strukturgruppe, fiir
welches

YU 90y # " (5.74a)
a=1

ist. Ein solches g bewegt den Punkt &g nach @, in dem das Poten-
tial ebenfalls sein Minimum annimmt. Driickt man dieses g durch die
Erzeugenden der Lie-Algebra von G aus,

N
g =exp {iZaka} ,
k=1
so ist die Aussage (5.74a) dquivalent zur Aussage, dass es mindestens
eine Erzeugende T; gibt, deren Wirkung auf & nicht Null ergibt,
UP(TH Py #0. (5.74b)

Man nimmt nun folgende Konstruktion vor. Die Erzeugenden T; wer-
den durch Linearkombinationen

N
Si=) ajT; (5.75)
j=1

ersetzt, mit a = {a;;} einer nichtsinguldren, konstanten Matrix, derart,
dass die neuen Erzeugenden in zwei distinkte Klassen fallen, ndmlich

a) solche Erzeugende {Si, ..., Sr}, deren Wirkung auf & Null ergibt

Ss®y=0, ie(,2,...,F), und (5.75a)

b) solche Erzeugende {Sp+1, ..., Sy}, die @¢ in nichttrivialer Weise
verschieben,

Si®#0, je(F+1,F+2,...,N). (5.75b)

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass die Elemente der ersten
Klasse (a) eine Untergruppe H C G von G erzeugen. Diese besteht aus
allen Elementen der Form

F
h = exp {i Za,-si} . (5.76)
i=1

Allen solchen h € H ist gemeinsam, dass sie eine beliebig ausgewihlte
Position &y des Minimums invariant lassen,

F
U@ (h)yd = (]l-i—Zoin(d’)(Si) . ) Py=d), heHCG.
i=1

(5.77)
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Bildlich gesprochen sind dies solche Transformationen, die das skalare
Multiplett nicht aus dem Flaschenboden von W(®) an dessen tiefs-
ter Stelle herausfiihren. Sie dndern nichts an der Energie oder anderen
physikalischen Eigenschaften dieser Zustinde tiefster Energie. Dies be-
deutet aber, dass die von solchen & aufgespannte Untergruppe H C G
eine echte Symmetrie bleibt. Man nennt sie daher die Restsymmetrie der
Eichtheorie (auf Englisch the residual symmetry).

Die iibrigen Erzeugenden, Klasse (b), dagegen schieben ein gege-
benes @ aus dem Minimum heraus, sie wirken — wiederum bildlich
gesprochen — gegen die Winde des Potentials, transversal zur Menge
der Punkte @¢. Genau bei diesen ist der G-invariante Massenterm (5.73)
von Null verschieden und gibt somit einigen Linearkombinationen der
urspriinglich masselosen Eichfelder nichtverschwindende Massen.

Die Strukturgruppe G, die zugleich die grundlegende Symmetrie der
Theorie definiert, hat die Lie-Algebra g = Lie (G), deren Dimension

dimg=N
ist. Die Lie-Algebra h = Lie (H) der Restgruppe H hat die Dimension
dimh=F.

Die hier durchgefiihrte Analyse hat ein bemerkenswertes Resultat zu
Tage gefordert:

Die Zahl n,, derjenigen Eichfelder, die nach spontaner Brechung der
urspriinglichen Symmetrie masselos bleiben, und die Zahl ny, derjeni-
gen, die massiv werden, hidngen nur von der Dimension der Lie-Al-
gebren der Strukturgruppe G und der Restgruppe H C G ab. Sie sind

n, =dimp=F, (5.78a)
nm=dimg—dimh=N—F . (5.78b)

Diese Zahlen sind unabhéngig von der Art des Multipletts der Skalar-
felder.

Die Anzahl der masselos verharrenden Eichfelder ist hier mit n,, be-
zeichnet um daran zu erinnern, dass es sich um Photon-artige Felder
handelt.

Die genaue Form des Potentials W(®) muss in diesem klassischen Rah-
men nicht festgelegt werden. Es geniigt zu wissen, dass W(®) absolute
Minima besitzt und dass es den Bedingungen (i) bis (iii) geniigt. An
dieser Stelle muss man also noch keine explizite funktionale Form von
W(®) auswihlen. Im Rahmen der quantisierten Feldtheorie gibt es al-
lerdings weitere Einschrinkungen, wenn man fordert, dass die Theorie
zu allen endlichen Ordnungen Storungstheorie wohldefinierte Resultate
geben soll. Diese Forderung der sog. Renormierbarkeit ldsst keine Po-
tenzen von @ zu, die hoher als vier sind. Insofern bleibt dann nur die
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spezifische Form (5.68), die alle Bedingungen inklusive dieser zusitzli-
chen Einschrinkung erfiillt.

Jetzt ist klar geworden, dass man den Umfang der spontanen Sym-
metriebrechung tatséchlich ,.einstellen” kann. Die Dimension der Lie-
Algebra g der Strukturgruppe G gibt die Gesamtzahl N der Eichfelder.
Ohne minimale Kopplung an Skalarfelder @ und ohne deren Selbst-
wechselwirkung W(@®) bleiben diese alle Photon-artig, d.h. masselos.
Unter Beachtung aller genannten Bedingungen, legt die Wahl des Po-
tentials W(®) das Muster der spontanen Brechung

G—HCG

und damit die Anzahl der masselos verbleibenden Eichfelder fest. Da-
bei geht das spezifische Multiplett, das von den Skalarfeldern @ =
{¢(1), . ,¢(m)} aufgespannt wird, nicht ein, solange es die Bedingun-
gen an das Potential nicht blockiert.

5.4.3 Anwendung auf die U(2)-Theorie

Jetzt konnen wir die am Ende von Abschn. 5.4.2 gestellte Frage aufgrei-
fen und schliissig beantworten. Wenn die U(2)-Theorie (5.64) die Elek-
trodynamik und die Schwachen Wechselwirkungen beschreiben soll,
dabei aber nur das Photon masselos bleiben darf, dann muss die spon-
tane Symmetriebrechung so eingerichtet werden, dass am Ende nur die
U(1)em. als echte Eichsymmetrie verbleibt, die Symmetrie auf spontane
Weise nach dem Muster

G=U2)=U01)xSUR) — H=U)em. (5.79)

gebrochen, oder, besser ausgedriickt, ,,verborgen wird. Dabei muss die
U(1)e.m. der Elektrodynamik nicht mit dem U(1)-Faktor der Eichgruppe
® =U(2) identisch sein.

Verwendet man die Ansitze (5.65) fiir die W-Felder und (5.67a),
(5.67b) fiir die Felder A,(Ly) und A,(LZ), bzw. deren Umkehrung

AQD (x) = AV (x) cos O + A (x) sin Oy (5.80a)
AD () = =AY (x) sin by + AP (x) cos Oy (5.80b)

und fiihrt die £=-Erzeugenden (5.66a) ein, dann ist die Wirkung von A
auf @

3
U4, =ig Y AP U (T

k=0
1
= iq{ NG [Wf;) @UP(T)+ WP @Uu® (T,)]

+ AP (x)UP) (T3 cos bw + T sin Ow)

—"_A/(,LV)(X)U((D)(_T:S sin 6w + Ty cos 9w)}¢ . (5.81)
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Nehmen wir an, etwas konkreter, dass @ eine unitire, irreduzible Dar-
stellung von SU(2) aufspannt. Von solchen Darstellungen ist bekannt,
dass sie mithilfe zweier Zahlen ¢ und m; charakterisiert werden konnen,
die folgende Eigenwertgleichungen

3
U@ <T2> &= UDI)® =1(1+ o (5.82a)
k=1
UP(1)® =m,d (5.82b)
erfiillen, wobei ¢ die Werte (0,1/2,1,3/2,...) und m, die Werte
my=—t, —t+1,...,t—1,t durchlaufen. Dies ist das Analogon einer

Darstellung der Drehgruppe, wo ¢ an die Stelle des Drehimpulseigen-
wertes j und m; an die Stelle der Projektionsquantenzahl m; getreten
sind. Die Wirkung der Erzeugenden Ty,

U (To)® = 19@ (5.82¢)

wird nicht festgelegt. Man kann sich aber folgendes iiberlegen: Da Ty
mit allen anderen Erzeugenden vertauscht und da man mithilfe von
U@ (T4) innerhalb des Multipletts von einem Ende zum anderen auf-
oder absteigen kann, miissen alle Komponenten von @ denselben Wert
von fy haben.

An der Formel (5.81) ist der letzte Term auf der rechten Seite be-
sonders interessant. Denkt man sich in (5.81) die Ersetzung (5.72),
d.h. @(x) = O(x) + Do, vorgenommen, so tritt eine erwiinschte und
eine unerwiinschte Wirkung auf. Im Anteil (D, @, D"*®) der Lagran-
gedichte (5.64) kommt unter Anderem der Ausdruck (5.81) bilinear mit
sich selbst zu einem Skalar gekoppelt vor. Insbesondere mit dem kon-
stanten Summanden @ gibt dies, wie bereits festgestellt, quadratische
Terme mit konstanten Vorfaktoren fiir W™ und Z©, d. h. wie erwartet
Massenterme fiir diese Felder. Dies ist der erwiinschte Effekt. Gleich-
zeitig steht dann aber auch vor dem Maxwell-Feld Aff/) (x) ein Faktor

UP)(—T; sin fw + To cos by ) Po . (5.83)

der moglicherweise nicht Null ist. Dies ist die unerwiinschte Wirkung:
das Photon soll masselos bleiben. Setzt man als Ausweg aus diesem
Zwiespalt @9 = 0, dann verliert man auch den ersten, erwiinschten Ef-
fekt. Es bleibt also nur die Moglichkeit, den Satz von konstanten Werten

Dy = {¢(()1), ey d)(()m)} so zu wihlen, dass bei genau einer Komponente

des Multipletts, sagen wir der i-ten, ein von Null verschiedener Eintrag,
bei allen anderen aber Null steht,

®o=1{0,0,... .4 =v#0,0,...}, (5.84)

gleichzeitig den Eigenwert von U‘® (Ty) fiir diese Komponente (und
damit fiir alle anderen Komponenten) so fest zu legen, dass

1 =1 tan by (5.85)
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gilt. Dann gehort diese eine Komponente, fiir die ¢ ¥ hicht gleich Null
ist, zum Eigenwert Null der Llnearkombmatlon (5. 83) Bezeichnen wir
wie oben den Wert dieser Komponente mit ¢0 mit v und setzen (5.84)
in (5.81) ein, dann ist die aus U@)(Aﬂ)qbo gebildete G-Invariante

(U® (4,090, U (A%

1
— & : 5 (q>o, UD(T,T_+ T_T+)§bo) W () WH (x)

- (cpo, [U® (T3 cos bw + 1 sin bawtan ew)]z ¢>O> AP () AP (x) } .

Hierbei ist ausgenutzt, dass alle Komponenten von @ zum selben Ei-
genwert (5.85) gehoren. Terme, die in T4 oder in T_ quadratisch sind,
tragen nicht bei, da @y nur eine einzige nichtverschwindende Kompo-
nente hat und da U®2(T4) die i-te Komponente mit der (i +=2)-ten
Komponente verbinden wiirde.
Beachtet man noch die Relation
3

%(T+T_+T_T+) =Y Ti-T3=T>-T3, (5.86)
k=1

setzt (5.84) fiir @y ein und beachtet, dass cos 6w + sin Oy tan Oy =
1/ cos B ist, so folgt

(UD (AP0, U (4,0

= %? {[t(t—i— 1)— (tgﬂ)z} W (@)W (x) (5.87)

(l) AD 2]
cos? Oy ( ) w04 M(X)}.

Dies ist ein bemerkenswertes Resultat: Per Konstruktion bleibt das
Maxwell-Feld masselos: die spontane Brechung ist so eingerichtet,
dass von der urspriinglichen Eichgruppe & = U(2) nur die Restgruppe
) = Uem (1) als Eichsymmetrie verbleibt. Dabei stellt sich heraus, dass
die Eichgruppe der Maxwell-Theorie durch eine Linearkombination der
U(1)-Erzeugenden Ty und der 3-Komponente T3 aus der Lie-Algebra von
SU2)

— T3 sinOw + Ty cos Ow =: Tem. (5.88)

erzeugt wird. Die drei anderen Eichfelder der durch (5.64) definierten
Theorie bekommen nichtverschwindende Massenterme: das W) -Feld
und das W(~)-Feld haben dieselbe Masse und diese ist proportional zu

1 .
miy o 307 [0+ D)= (7] (5.892)
wihrend das Z-Feld eine Masse proportional zu

m% o q*v? cos 2 by ( (l)> (5.89b)
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hat, mit denselben numerischen Vorfaktoren. Daraus folgt eine wichtige
Relation:

5 O
m?, B (t+1)— (13
2 2 - N 2
m?, cos- By (0
g ()
Wenn einmal der Parameter 6y festgelegt ist, dann hidngt das Verhiltnis

der beiden Massen nur von der Zuordnung des Multipletts @ zu einer
Darstellung der Strukturgruppe G ab.

Bemerkungen und Kommentare:

1. Im realistischen, dem sog. Standard-Modell der elektroschwachen
Wechselwirkungen wéhlt man fiir das @-Feld ein Dublett

; 1
@)

7 3 =3 (5.91)
Damit wird das Verhiltnis (5.90) gleich

B (t+1)— <t§5)>2

A\ 2
2(4)

die dafiir notwendige Information, in welches Multiplett @ fallen
muss, kommt aber nicht aus dem Modell. Experimentell ist 6y, der
sog. Weinberg-Winkel, eine empirische Messgrofle, ebenso wie die
Massen von W und Z, die in verschiedenen Experimenten bestimmt
werden. Die gemessenen Werte myy, mz und sinfy stimmen sehr
gut mit diesem Verhéltnis (5.92) {iberein.

2. Fiir andere Komponenten 6 0@ des dynamischen Skalarfel-
des (5.72) @ = {6V, ..., 6™} ist der Vorfaktor von A’ (x) in (5.81)
nicht Null. Solche Felder beschreiben offenbar elektrisch geladene
Teilchen. Daher liegt es nahe, wenn auch erst in der quantisierten Form
der Theorie tiefer begriindbar, das Produkt aus der Kopplungskonstan-
ten g und sin 6y als die negative Elementarladung zu interpretieren,

—gsinfy = —e. (5.93)

In der quantisierten Form dieser Theorie liegen dann auch die fiir
die Schwachen Wechselwirkungen zustindigen Kopplungskonstan-
ten fest [s. z. B. Scheck 1996].

3. Esistetwas unschon, dass die Erzeugende (5.88) der U(1)e. . noch von
Ow abhingt. Insbesondere das Verhiltnis der beiden Anteile in (5.88)
liegt ja schon durch die Forderung (5.85) der spontanen Symmetriebre-
chung fest. Definiert man statt dessen neue Erzeugende

Cos Bw
sin Oy
1
Q:=Ts+ EY (5.94b)

(5.90)

0: =1, (5.92)

Y =-2

Ty , (5.94a)



fir die urspriingliche U(1) bzw. fiir die U(1)ey., dann ist Q
mit (5.93) die elektrische Ladung in Einheiten der Elementarladung
und Y ist eine alternative Erzeugende des U(1)-Faktors in G. Be-
zeichnet man den Eigenwert von Y im Multiplett @ mit der Zahl vy,
so vereinfacht sich die Forderung (5.85) fiir ¢ zu

Y0 = 2@ (5.95)

In der Elementarteilchenphysik wird Y schwache Hyperladung ge-
nannt. Das oder die zum klassischen Feld @ gehorende(n) skalare(n)
Teilchen heillen Higgs-Teilchen.

4. Ebenso wie im Fall der Maxwell’schen Gleichungen kann man die
Eichtheorie (5.64) auf ihr Verhalten unter Raumspiegelung, Zeitum-
kehr und Ladungsspiegelung C untersuchen. Dabei wird man finden,
dass sie nicht nur unter den ersten beiden, sondern auch unter C in-
variant ist. Da C die Felder W,(f) und W,([) verkniipft, ist es nicht
verwunderlich, dass diese beiden denselben Massenterm haben.

5.5 Epilog und Ausblick

Wir schliefen dieses Kapitel mit einigen weiteren Anmerkungen und
Hinweisen ab, die zum wiederholten Uberdenken des bis hierher Ge-
lernten und zu weiterem Studium anregen sollen.

a) Lokale Eichtheorie im klassischen Rahmen

Das Konzept der lokalen Eichtheorie trigt bis weit in die Physik der
fundamentalen Wechselwirkungen und der Elementarteilchen hinein.
Die FEigenschaft der Eichinvarianz, die im Rahmen der klassischen
Elektrodynamik entdeckt worden ist, hat dadurch eine grofie Bedeu-
tung fiir alle Wechselwirkungen gewonnen, die wir kennen. Der Teil
des Standardmodells der elektroschwachen Wechselwirkungen, den wir
in Abschn. 5.4 entwickelt haben, ist weitgehend klassischer Natur. Erst
wenn man in einem zweiten Schritt Felder fiir Elektronen, Nukleonen,
Quarks und andere Materieteilchen einfiihrt und wenn man die Interpre-
tation der quantisierten Felder als Funktion von Teilchen mit definierten
Eigenschaften erreichen mochte, miissen solche nicht-Abel’schen Eich-
feldtheorien quantisiert werden. Aber selbst dieser Schritt, wenn er auch
technisch aufwéndiger als in der Quantenelektrodynamik ist, folgt dem
Beispiel der Maxwell-Theorie in vielen Einzelheiten. Natiirlich muss
man dann auch nachweisen, dass die in diesem Band auf rein klas-
sischem Weg entwickelten Strukturen der lokalen FEichinvarianz, der
spontanen Symmetriebrechung und die daraus folgenden Beziehungen
auch in der entprechenden Quantenfeldtheorie ihren Sinn behalten bzw.
wo und wie sie durch die Quantisierung abgeéndert werden.

5.5 Epilog und Ausblick
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15D H. Constantinescu, L. Michel, L.A.
Radicati, Journal de Physique 40 (1979)
147.

b) Spontane Symmetriebrechung in anderen Bereichen

Das Phénomen der spontanen Symmetriebrechung tritt an vielen Stel-
len der Physik und in recht unterschiedlichen Formen auf. Der hier
beschriebene Fall einer kontinuierlichen Symmetrie in Form von In-
varianz unter einer Lie’schen Eichgruppe hat besonders ausgeprigte
geometrische Ziige. So ist es z.B. aus der Sicht der Differentialgeo-
metrie sowie der Differentialtopologie lohnend, den Raum aller Eich-
potentiale und die Wirkung der (unendlich dimensionalen) Eichgruppe
auf diesen zu studieren. Die reine Yang Mills-Theorie, insbesondere
fiir selbst-duale Feldstirkenfelder (Kriimmungen), ist ein reiches For-
schungsgebiet der Mathematik und hat viele Resultate mathematischer
Natur, aber auch viele Querverbindungen zur Theoretischen Physik zu
Tage gebracht.

Ein besonders schones Beispiel fiir spontane Symmetriebrechung
in einem rein klassischen System ist die Selbstgravitation eines ro-
tierenden Sterns (der als inkompressible Fliissigkeit modelliert wird)
und die Untersuchung seiner Gestalt, die sich als Funktion der Win-
kelgeschwindigkeit einstellt. Dieses Problem, das schon von C.G.J.
Jacobi untersucht wurde, findet man in einer Arbeit von D.H. Constanti-
nescu, L. Michel und L.A. Radicati'® vollstindig gelost. Es ist eine lehr-
reiche Aufgabe, diese Analyse analytisch und numerisch nachzuvoll-
ziehen.

c) Ausblick

Nach allem was wir heute wissen, sind die realistischen Theorien, die
die schwachen, elektromagnetischen und starken Wechselwirkungen be-
schreiben, lokale Eichtheorien der in diesem Kapitel entwickelten Art.
Auch die Einstein’sche Allgemeine Relativititstheorie, die bis anhin
eine rein klassische Theorie ist, hat viele Ziige einer geometrischen
Theorie mit einem besonders grolen Inhalt an lokaler Symmetrie. Hier
ist die Eichgruppe die Gruppe der Diffeomorphismen auf einer semi-
Riemann’schen Mannigfaltigkeit mit Dimension vier. Die Allgemeine
Relativititstheorie weist viele Ahnlichkeiten zu den lokalen Eichtheo-
rien auf, ist aber in anderen Aspekten wieder recht verschieden von
diesen. Dies ist einer der Griinde, warum es noch immer keine allge-
mein akzeptierte quantisierte Form der Allgemeinen Relativititstheorie
gibt und warum es schwierig ist, sie mit den anderen Wechselwirkungen
auf geometrische Weise zu vereinheitlichen.

Im Gegensatz zu den lokalen, nicht-Abel’schen Eichtheorien ist die
Allgemeine Relativititstheorie in erster Linie eine Theorie fiir makro-
skopische Physik, ndmlich der Physik grofler Anhdufungen von Massen
und der physikalischen Universen, die diese durch ihre Anwesenheit
und Verteilung erzeugen. Als solche und in diesem Bereich ist die Theo-
rie auf vielerlei Weise angewendet und gepriift worden. Bis heute hat sie
alle Tests glianzend bestanden.
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Einfithrung

llen bis zu diesem Punkt behandelten klassischen Feldtheorien ist

gemeinsam, dass sie auf einer flachen Raumzeit formuliert sind,
d.h. einer Raumzeit-Mannigfaltigkeit, die ein Euklidischer Raum ist
und die lokal in ein direktes Produkt M* =R3 xR aus physikali-
schem Raum R} der Bewegungen und Zeitachse R, zerlegt werden
kann. Der erste Anteil ist dabei der dreidimensionale Raum wie
ihn ein ruhender Beobachter wahrnimmt, wihrend die Zeitachse die-
jenige (Koordinaten-)Zeit darstellt, die er auf seinen Uhren misst.
Dieser Raumzeit wird durch die Poincaré-Gruppe — oder im Grenzfall
kleiner Geschwindigkeiten |v| < ¢ die Galilei-Gruppe — eine Invari-
anzgruppe physikalischer Gesetze und, im Fall der Lorentz-Gruppe,
eine spezifische Kausalititsstruktur aufgeprigt. Bewegungsgleichun-
gen, die physikalische Observable verkniipfen, miissen unter allen
Transformationen der Gruppe forminvariant sein, oder, wie man auch
sagt, sie miissen bei Transformationen des Bezugssystems selbst
kovariant transformieren. Der Lichtkegel in jedem Raumzeitpunkt
x € M sortiert die Menge aller Ereignisse y in solche, die mit x in
kausalem Zusammenhang stehen, und solche, fiir die dies nicht gilt.
Die flache Raumzeit zeichnet sich dadurch aus, dass alle solchen
Lichtkegel parallel sind, d.h. durch Translationen auseinander her-
vorgehen. Jeder Beobachter definiert durch die Wahl eines Bezugs-
systems, in dem er selbst ruht, ein global anwendbares Koordinaten-
system, das ihm erlaubt, physikalische Messgrof3en an verschiedenen
Punkten x = (cty, x)” und y = (ty, »T zu vergleichen.

Wihrend diese Konzepte in der Beschreibung der Mechanik, der
klassischen sowie der quantisierten Elektrodynamik, aber auch der
elektroschwachen und der starken Wechselwirkung der Elementar-
teilchenphysik iiberaus erfolgreich und durch viele experimentelle
Tests bestitigt sind, versagen sie bei der Beschreibung der gravi-
tativen Wechselwirkung. Ausgerechnet die Gravitation, mit der die
Entwicklung der Mechanik und damit der ganzen Theoretischen Phy-
sik begonnen hat, ldsst sich in ihrer voll entfalteten Form nicht auf
einem global flachen Raum wie dem Minkowski-Raum beschreiben.
In diesem Kapitel machen wir plausibel, warum dies so ist, und ent-
wickeln die geometrischen Grundlagen fiir Einsteins Gleichungen der
Gravitation. Diese verkniipfen die Geometrie der Raumzeit mit dem
Energie-Impulsinhalt der vorhandenen Materie und Strahlung. Wir
stellen diese Gleichungen auf, studieren charakteristische Losungen
und analysieren deren Eigenschaften.

FE. Scheck, Theoretische Physik 3
DOI 10.1007/978-3-642-03962-1, © Springer 2010
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! Das ist nicht ganz richtig. In hori-
zontal aufgebauten Ringbeschleunigern,
in denen geladene Teilchen iiber grofle
Strecken transportiert werden, muss man
den freien Fall im Schwerefeld der Erde
beriicksichtigen.

6.1 Phanomenologie
der gravitativen Wechselwirkung

Betrachtet man die Gravitationswechselwirkung auf der gleichen Stufe
wie die anderen fundamentalen Wechselwirkungen der Natur, d.h. wie
die makroskopische elektromagnetische, die wir in diesem Band behan-
delt haben, ihre quantisierte Form, die elektroschwachen und die starken
Wechselwirkungen, die auf Skalen der Elementarteilchenphysik sichtbar
sind, dann fallen einige Besonderheiten an ihr auf. Die Gravitation — im
Gegensatz zu den anderen genannten Wechselwirkungen — ist immer at-
traktiv, sie ist universell und sie erfiillt ein Aquivalenzprinzip, das fiir
andere Wechselwirkungen nicht gilt.

6.1.1 Parameter und GréBenordnungen

Die Newton’sche Konstante triigt die physikalische Dimension (Linge?x
Masse ™! x Zeit=2) und hat den numerischen Wert

G = (6,67428 +0,00067) - 10~ "' m3 kg~ s72. (6.1)

Sie ist fiir alle massiven Korper attraktiv. Dies weill man aus der tagli-
chen Erfahrung mit fallenden Objekten, aus der Bewegung der Planeten
unseres Sonnesystems in finiten Bahnen und aus der Auswahl desjeni-
gen Zweiges einer Hyperbelbahn im Kepler-Problem, den ein Komet
durchlauft. Auch fiir Antimaterie ist die Gravitationswechselwirkung
mit Materie anziehend, wie man am Beispiel von Antiprotonen, den An-
titeilchen der Protonen, getestet hat.

Die Zahl (6.1) wird etwas anschaulicher, wenn man die gravita-
tive Wechselwirkung zwischen einem Proton und einem Antiproton mit
ihrer elektrischen Wechselwirkung vergleicht. Proton und Antiproton
haben dieselbe Masse, aber entgegengesetzt gleiche Ladungen, daher
sind die Gravitationskraft bzw. die Coulomb-Kraft zwischen ihnen (in
SI-Einheiten)

2 Ly 21,

FG = —Gmpr—2r s FC = —Kce r—zr s
wobei r und r = |r| die Relativkoordinaten bzw. ihren Betrag bezeich-
nen. Das Verhiltnis dieser Krifte, die hier beide attraktiv sind, ist unab-
hiingig von Richtung und Abstand und hat mit mp = 1,6726- 10727 kg,
e=1,6022-10"1 C und «xc = 1/(4meg) = c2-10~7 den Zahlenwert

2
Roc = 2" _0.81.107% 6.2)
Kce
Diese Zahl, deren Kleinheit den Leser und die Leserin vielleicht iiber-
rascht, zeigt, dass die Gravitation mit groBem Abstand die schwichste
der fundamentalen Wechselwirkungen ist. Auf den Skalen der mikro-
skopischen Teilchenphysik spielt sie i. Allg. keine Rolle und kann meist
vernachlissigt werden'. Dass dennoch das Herunterfallen einer MeiBner
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Porzellantasse auf den Kiichenboden oder der Sturz von einem Kirsch-
baum Katastrophen sein konnen, liegt daran, dass hier vergleichsweise
grofBe Massen beteiligt sind und dass das immer gleiche Vorzeichen der
Kraft, anders als bei der Coulomb-Kraft, keinerlei Kompensation der
Teilkrifte zuldsst.

Andere Weisen diese GroBSenordnungen zu veranschaulichen, sind
die folgenden. Aus dem Quadrat der Elementarladung, dem Planck’-
schen Wirkungsquantum und aus der Lichtgeschwindigkeit wird be-
kanntlich die dimensionslose Feinstrukturkonstante o gebildet. Mit e =
4,8032-10""9esu und fic = 197,33 MeV fm = 3,16153- 1077 ergcm
(hier also in Gauf3’schen Einheiten), ist

=& 00072973 !

T he T T 137,036

Aus G, Gleichung (6.1), aus Aic und aus einer Referenzmasse M kann
man ebenfalls eine dimensionslose GroBe GM?/(hc) bilden. Nimmt
man hier z. B. die Masse des Protons, dann ist
2
ag = SR 59,1079 (6.3b)
hc

eine Zahl, die um dasselbe Verhiltnis (6.2) kleiner als die Feinstruktur-
konstante (6.3a) ist.

Beachtet man, dass G die physikalische Dimension (EnergiexLén-
ge/Masse?) und hc die Dimension (EnergiexLinge) haben, dann kann
man aus diesen eine Grofle bilden, die die Dimension einer Masse hat.
Auf diese Weise wird die sog. Planck-Masse definiert

(6.3a)

he 19 —8
Mp) := v 1,221-10"7 GeV =2,177-10"" kg . (6.4)

Ausgedriickt durch die Masse des Protons und das Verhiltnis (6.2) ist
Mp; = mp/+/aRgc. Dies ist ein Wert, der mit einer Apothekerwaage
messbar wire und der um viele Groenordnungen iiber den fiir den Zoo
der Elementarteilchen typischen Massen liegt. Mochte man statt dessen
eine Compton-Wellenldnge zu dieser Masse angeben, so erhilt man

2mhe _35

Apl = Mo~ 2m)1,62-107 m.. (6.5)
Die physikalische Bedeutung dieser GroBe, die man Planck-Liinge
nennt, ist nicht wirklich klar. Man stellt aber fest, dass sie um viele
GroBenordnungen kleiner als typische Reichweiten der schwachen oder
der starken Wechselwirkung ist, die eher im Bereich 10718 m liegen.
Vermutlich gibt die Planck-Lénge (6.5) die Skala an, bei der — spa-
testens — unser Modell der Raumzeit als glatte, d.h. differenzierbare
Mannigfaltigkeit zusammenbricht und bei der die auf klassischer Ebene
formulierte Allgemeine Relativititstheorie durch eine quantisierte Theo-
rie ersetzt werden muss.
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Bemerkung

Ebenso wie die Coulomb-Wechselwirkung hat die Gravitationswechsel-
wirkung unendliche Reichweite; beide, das Coulomb-Potential und das
Gravitationspotential, sind proportional zu 1/r. Wenn es gelingt, die
Theorie der Gravitation zu quantisieren, dann sind die Trédger dieser
Wechselwirkung Gravitonen, die wie die Photonen der Quantenelektro-
dynamik masselos sind, (im Gegensatz zu diesen aber Spin 2 tragen).
Die Planck-Lénge (6.5) ist also sicher nicht als Reichweite dieser Kraft
zu verstehen.

Es gibt aber qualitative Uberlegungen, die zeigen, dass Allgemeine
Relativititstheorie und Quantentheorie bei kleinen Abstinden der Gro-
Benordnung (6.5) nicht ohne Weiteres vertréglich sind. Die Idee ist die
folgende: Auf einer glatten Raumzeit M kann man — zumindest im Prin-
zip — Ereignisse x € M beliebig genau lokalisieren. Die Heisenberg’sche
Unschirferelation sagt dann aus, dass dabei sehr grofe, ja beliebig
grof3e Energie-Impulsdichten auftreten konnen. Diese wiederum, in die
Einstein’schen Gleichungen eingesetzt, bewirken eine lokal sehr starke
Krimmung der Raumzeit, die die Annahme in Frage stellt, von der
man ausgeht. Deshalb liegt die Vermutung nahe, dass die Raumzeit bei
sehr kleinen Skalen die Struktur der glatten Mannigfaltigkeit verliert,
die sie bei groBen Abstinden hat, und durch etwas Neues, vielleicht
durch einen Raum mit nichtkommutierenden Punkten ersetzt wird.

6.1.2 Aquivalenzprinzip und Universalitit

Man betrachte ein mechanisches System, das aus einer Sonne mit
Masse mg und einem leichten Planeten besteht, dessen Masse so klein
ist, dass sie das durch die Sonne vorgegebene Feld praktisch nicht stort.
Bezeichnet mt voriibergehend die trige Masse, ms die schwere Masse
des Planeten und sind x und xg die Lagen des Planeten bzw. der Sonne
im Raum, dann gilt in der nichtrelativistischen Newton’schen Theorie

Gmsm@ X —X0

p=mr¥=— (6.6)

v —xol? x —xo|
Wie die Erfahrung lehrt, sind trige und schwere Masse wesensgleich,
d.h. bei geeigneter Wahl der physikalischen Einheiten darf man sie
gleich setzen,

mr = ms . (6.7)

Damit fallen diese beiden Faktoren aus (6.6) heraus, die resultierende
Bewegung des (leichten) Planeten ist unabhidngig von seiner Masse.
Diese empirisch festgestellte Gleichheit von trdger und schwerer Masse
wird als schwaches Aquivalenzprinzip bezeichnet. Dieselbe Eigenschaft
ist auch ein Ausdruck der Universalitdt der Gravitation: Die Bewegung
eines Probekorpers im vorgegebenen Gravitationsfeld ist unabhingig
von seiner Masse und von seiner inneren Zusammensetzung.
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Ein einfaches Beispiel fiir die Universalitdt der Gravitation, das zu-
gleich das Aquivalenzprinzip illustriert, ist das folgende:

Beispiel 6.1 Probeteilchen im statischen, homogenen Feld

Es seien eine gewisse Anzahl von Probeteilchen in ein homogenes und
zeitlich unverinderliches gravitatives Kraftfeld K@ = m;g gebracht,
wobei m; die Masse des i-ten Teilchens, g die zeit- und ortsunabhingige
Beschleunigung bedeuten. Die Teilchen seien aulerdem inneren Kréften
Fj; unterworfen. In einem Inertialsystem K lauten ihre Bewegungsglei-
chungen

miE? =mig+ Z Fj; .
J#i
Verwendet man statt des Inertialsystems ein mit g gleichméBig be-
schleunigtes Bezugssystem K’, so dass der Zusammenhang der Zeit-
und Ortskoordinaten
1 >
ty =1y, y=x—§gtx R

ist, dann lauten dieselben Bewegungsgleichungen

miy? = Z Fji .
J#
Was an diesen sofort auffillt ist, dass das Gravitationsfeld vollig ver-
schwunden ist. Stellt man beispielsweise durch Messungen fest, dass
alle frei fallenden Teilchen Beschleunigung Null haben, so bedeutet
dies, dass entweder

(a) tiberhaupt keine Krifte vorhanden sind und man sich in einem In-
ertialsystem befindet, oder

(b) ein statisches und homogenes Gravitationsfeld vorhanden ist, das
Bezugssystem aber kein Inertialsystem ist, vielmehr zusammen mit
den Teilchen in diesem Feld frei fillt.

Zwischen den beiden Interpretationen des empirischen Befundes kann
man prinzipiell nicht unterscheiden.

Im Allgemeinen wird das Beschleunigungsfeld g vom Ort x, wo
es gemessen wird, und moglicherweise auch von der Zeit abhingen.
Dann ist es sicher nicht mehr moglich, dieses Feld global durch Trans-
formation auf ein beschleunigtes Bezugssystem zum Verschwinden zu
bringen.

Beispiel 6.2 Sternférmiges Feld einer Punktmasse

Betrachtet man z.B. das kugelsymmetrische Beschleunigungsfeld im
AuBenraum einer kugelsymmetrischen Massenverteilung mit Gesamt-
masse me,

Gm@,\
2%, =),
r

b(x)=—
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Abb. 6.1. Zwei in radialer Richtung frei
fallende Probeteilchen im Gravitations-
feld einer kugelsymmetrischen Massen-
verteilung nihern sich einander

dann fallen alle Probeteilchen mit m; < m entlang radialer Richtungen
— also keineswegs auf parallelen Bahnen — in Richtung des Kraft-
zentrums, s. Abb.6.1. Ein in diesem Feld fallender Beobachter wird
sehr wohl bemerken, dass kriftefreie Probeteilchen keine konstanten
Abstidnde haben, sondern im Laufe der Zeit sich einander nihern. Aller-
dings, je nachdem wie genau er die Verhiltnisse in seiner unmittelbaren
Nachbarschaft vermessen kann, ganz lokal betrachtet werden &hnliche
Verhiltnisse wie in Beispiel 6.1 vorliegen: die Bahnen freien Falls er-
scheinen praktisch parallel. Durch rein lokale Messungen kann man
nicht mehr unterscheiden, ob das Bezugssystem ein beschleunigtes ist,
das selbst frei fillt, oder ob man sich in einem Inertialsystem befindet
und ein lokales Gravitationsfeld wirklich vorhanden ist.

An diesen Beispielen orientiert sich einerseits eine prizisere Aus-
formulierung des Aquivalenzprinzips, andererseits wird plausibel, wie
man dieses Prinzip mathematisch umsetzen und in einer Geometrie von
Raum und Zeit erfassen kann. Wir stellen uns vor, dass ein beliebi-
ges glattes, orts- und zeitabhingiges Gravitationsfeld g(x) gegeben sei.
Dann soll die folgende lokale Aussage gelten:

Definition 6.1 Starkes Aquivalenzprinzip

In jedem Punkt x der Raumzeit M kann man immer ein lokales Iner-
tialsystem finden derart, dass in einer hinreichend kleinen Umgebung
U C M von x die uns bekannten physikalischen Bewegungsgleichun-
gen genau die aus der Speziellen Relativititstheorie bekannte Form in
unbeschleunigten Bezugssystemen annehmen.

Bemerkungen

1. In einer Umgebung eines jeden Punktes x € U C M kann man
immer Koordinaten definieren, die so beschaffen sind, dass das
Gravitationsfeld nicht mehr spiirbar ist. Im Lokalen gilt die Spe-
zielle Relativititstheorie wie gewohnt. Wie grof3 eine solche Um-
gebung gewihlt werden kann, bleibt zunichst offen und hingt so-
wohl von der Art des vorgegebenen Gravitationsfeldes als auch
von der Genauigkeit der lokalen Messungen ab. In unserer irdi-
schen Umgebung ist das dominante Gravitationsfeld dasjenige, das
die Sonne auf uns ausiibt. Ein dimensionsloser Parameter, der die
durch Gravitation verursachte Rotverschiebung von Sonnenlicht cha-
rakterisiert, ist z = A<DN/c2. Hierbei ist A®yn die Differenz des
Newton’schen Potentials am Ort der Erde und an der Oberfla-
che der Sonne. Bezeichnen My und Ry die Masse bzw. den
Radius der Sonne, deren Zahlenwerte Mg = 1,989-10°0kg und
Ro = 6,960 10° km sind, und setzt man die grof3e Halbachse der
Erdbahn, 1 AE = 1,496 - 10 km fiir den Abstand Erde-Sonne ein, so
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ist
_Ady GMo [ 11
“TT2 T2 |Re 1AE
GM
~——9=212-10"°. (6.8)
R@C

Es handelt sich hier um einen sehr kleinen Effekt, der zeigt, dass
am Ort der Erde kein starkes oder rasch veridnderliches Gravitations-
feld vorliegt. Die im Aquivalenzprinzip angesprochene Umgebung,
innerhalb derer die Spezielle Relativititstheorie anwendbar ist, ist
vermutlich recht gro3. Diese Abschitzung macht plausibel, warum
die Entwicklung der (relativistischen) Mechanik, der Elektrodynamik
und der nicht-Abel’schen Eichtheorien auf dem flachen Minkowski-
Raum richtig ist und in ihren Anwendungen auf terrestrische expe-
rimentelle Situationen bestitigt wird.

. Im Lokalen ist die metrische und kausale Struktur die des Minkow-

ski-Raums und wird durch die sog. flache Metrik g .,(x) > nuy
charakterisiert, wobei diese der Klarheit halber anders als bisher mit
1 bezeichnet wird,

10 0 0
0-10 0
- _ 6.9
=10 0 -1 0 ©
00 0 —I

Im Grofien variiert die metrische Struktur der Raumzeit als Funktion
von x, g(x) ={g,w(x)}, je nachdem welche Massen- und Ener-
giedichten im Universum vorhanden sind. Ein global giiltiges und
anwendbares Bezugssystem definieren zu wollen, ist weder mathe-
matisch sinnvoll noch physikalisch haltbar.

. Eine mathematisch prizisere Definition des starken Aquivalenz-
prinzips, die wir in Abschn. 6.4.6 entwickeln werden, lautet dann wie
folgt: In jedem Punkt xo der Raumzeit kann man ein Bezugssystem
so konstruieren, dass

080 (x)
ox%

=0 («=0,1,2,3) (6.10)

X0

&uv(X0) = Ny und

wird. Solche Bezugssysteme werden Gauf3’sche Koordinaten oder
Normalkoordinaten genannt.

. Die Kurven freien Falls durch die Raumzeit, d.h. die Weltlinien,
die von frei fallenden Probeteilchen durchlaufen werden, die das
vorgegebene Gravitationsfeld nicht storen, geben den Schliissel zur
Konstruktion von Normalkoordinaten. Kurven freien Falls sind (tri-
vialerweise) solche, fiir die die Beschleunigung an jedem Punkt der
Bahn gleich Null ist. Geometrisch gesehen sind dies Kurven mit ex-
tremaler Linge, d. h. Geodditen.
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Man betrachte nun Geoditen, die durch den Punkt x gehen, zu-
sammen mit den Tangentialvektoren an diese im Punkt x. Daraus
lasst sich ein Bezugssystem konstruieren, fiir das die Vereinfa-
chung (6.10) gilt.

5. Eine letzte Bemerkung zur Wahl von #,,: In einigen Biichern
iiber Allgemeine Relativitidtstheorie und praktisch der gesamten
mathematischen Literatur wird statt (6.9) die Konvention #,, =
diag(—1, 1, 1, 1) gewdhlt. Wie wir aus dem Studium der Speziellen
Relativititstheorie wissen (s. z. B. Band 1, Kapitel 4), ist diese Kon-
vention genauso gut wie die hier gewdhlte. Wesentlich ist nur — und
dies gilt offensichtlich fiir beide Konventionen —, dass der Eintrag
fiir genau eine Koordinate ein anderes Vorzeichen hat als fiir die an-
deren. Es gibt nur eine Zeitrichtung, aber drei (oder beliebig viele)
Raumrichtungen.

Die Riemann’sche Geometrie bietet einen Rahmen, innerhalb des-
sen das starke Aquivalenzprinzip fiir n-dimensionale Raumzeiten, die
eine Kausalitdtsstruktur mit einer Zeitkoordinate und n — 1 Raumrich-
tungen besitzen, umgesetzt werden kann. Das richtige Modell ist das
einer semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, g). Das ist ein Paar aus
einer glatten Mannigfaltigkeit M, mit Dimension dim M =4 und Index
v=1, und einer Metrik g. (Der Index einer symmetrischen Bilinear-
form ist in (5.10) definiert.) Solche Mannigfaltigkeiten sind mit einer
eindeutigen Vorschrift dafiir versehen, wie Paralleltransport von Vek-
toren ausgefiihrt werden muss, und enthalten die Forderung (6.10) als
beweisbare Eigenschaft.

6.1.3 Rotverschiebung und andere Effekte der Gravitation

Fiir die Aussage, dass die Raumzeit unseres Universums von einem fla-
chen Euklidischen Raum abweicht, gibt es heute eine Reihe von gut ver-
standenen, experimentellen Resultaten. Historisch die ersten allgemein-
relativistischen Effekte waren die Ablenkung von Lichtstrahlen, die
nahe an der Sonne vorbei laufen und die Periheldrehung des Merkur.
Die Lichtablenkung an der Sonne, die wir in Abschn. 6.6.2 berechnen,
zeigt, dass Lichtstrahlen, sog. Nullgeodiiten, durch grofle Massenkon-
zentrationen beeinflusst werden. Bei der Periheldrehung des Merkur
geht es um die Erkldrung eines seit etwa 1880 erkannten Phidnomens der
Himmelsmechanik: Der Planet Merkur, dessen Kepler-Bahn nach Pluto
die zweitgrofite Exzentrizitdt hat, ¢ = 0,2056, zeigt eine Drehung des
Perihels, die nicht vollstindig durch die Storungen seiner Bahn durch
andere Planeten (hier hauptsidchlich Venus, Erde und Jupiter) erkldrt
werden kann. Die aus der Himmelsmechanik berechnete Periheldrehung
sollte 531” im Jahrhundert betragen. Die beobachtete Drehung ist aber
um etwa 43" grofier, das Perihel eilt etwas mehr vor als von der klassi-
schen Mechanik vorhergesagt.
Weitere nachgewiesene Effekte schliefen die folgenden ein:
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Beispiel 6.3 Kinematischer und gravitativer Doppler-Effekt

Wie in der nichtrelativistischen Mechanik gibt es auch in der Spe-
ziellen Relativititstheorie (SRT) einen kinematischen Doppler-Effekt.
In diesem Beispiel wird dieser berechnet. Es wird dann anhand einer
einfachen Uberlegung plausibel gemacht, dass es auBerdem einen gra-
vitativen, seinem Wesen nach neuen Doppler-Effekt geben muss.
Zunichst betrachten wir zwei unbeschleunigte Beobachter A und B
im flachen Minkowski-Raum, die sich mit der konstanten Geschwin-
digkeit v = vé; voneinander entfernen. Beobachter A sendet nacheinan-
der zwei Signale mit Lichtgeschwindigkeit aus, die fiir ihn durch das
(Koordinaten-) Zeitintervall 7 getrennt sind und die in der (x1, x9)-
Ebene der Abb.6.2 unter 45° nach rechts laufen. Der Beobachter B

A x°=ct

TII

Y

Abb. 6.2. Zwei unbeschleunigte Beob-
achter, die sich mit der Relativgeschwin-
digkeit v =vé; voneinander entfernen,
tauschen zwei Lichtsignale aus
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Abb. 6.3. Dieselben Beobachter wie in
Abb. 6.2 haben den Schnittpunkt O ih-
rer Weltlinien als Nullpunkt ihrer Koor-
dinatenzeiten gewéhlt

empfingt diese Signale, stellt fest, dass sie in seiner Koordinatenzeit
durch das Intervall T’ getrennt sind. Setzt man T’ = «T, dann macht
man sich leicht klar, dass « die Rotverschiebung von Licht bestimmt,
die fiir eine Spektrallinie gegebener Wellenldnge durch

= -

definiert wird. Hier steht der Index ,,S* fiir ,,Sender, der Index ,,D*
fiir ,,Detektor”. Wenn die Signale bei B reflektiert werden, dann misst
A den in Abb. 6.2 eingetragenen Zeitabstand 7" zwischen dem ersten
und dem zweiten Signal. Die beiden Beobachter sind gleichberechtigt
und es kommt nur auf ihre Relativgeschwindigkeit an. Daher gilt auch
T"” = kT’ = k>T. Der Parameter « lisst sich leicht berechnen, wenn man
die Weltlinien von A und von B sich im Punkt O der Abbildung 6.3
schneiden ldsst. Wenn sowohl A als auch B diesen Punkt als Null-
punkt ihrer Koordinatenzeiten wihlen und die Zeiten T, T’ und T” wie
in Abb. 6.3 einzeichnen, dann stellt A fest, dass das Ereignis a, das fiir
ihn die Zeitkoordinate

z: k—1 (6.11)

t,= l(T—i—T”) = l(1+K2)T
2 2

hat, mit dem Punkt » auf der Weltlinie von B gleichzeitig gewesen sein
muss. Daraus kann er den Abstand ausrechnen, den A und B zu diesem
Zeitpunkt hatten,

d = %(T”—T) - %(KZ— T .
Er kann auch den Betrag der Relativgeschwindigkeit zu B bestimmen,
von dem er schon weif3, dass der den Wert Sc¢ hat,

1 d «*-1
Mw=g =T

Wenn B sich — wie hier angenommen — von A entfernt, dann folgt
hieraus eine Rotverschiebung (d.h. « > 1)

Krot = /%:y—i—,/)ﬂ—l. (6.12a)

Wenn B sich dagegen A nihert, so ergibt sich eine Blauverschiebung
(dh. O<k<l)

— ll_ﬁ_ — /2
Kblau = 1+,6_y \/ﬁ (6.12b)

Man bestitigt, dass in beiden Fillen y(x) = (K2+1) /(2k) gilt und dass
Kblau = 1/kror 1st. Diese Rot- (oder Blau-)Verschiebung tritt schon im
flachen Minkowski-Raum auf und ist die speziell-relativistische Version
des aus der nichtrelativistischen Kinematik bekannten Doppler-Effekts.



Neben diesem rein kinematischen Effekt gibt es auch eine durch die
Gravitation verursachte Rotverschiebung, die man sich an folgendem
Gedankenexperiment klar machen kann. Aus dem Aquivalenzprinzip,
Definition 6.1, folgt, dass man alle Effekte eines homogenen Gravita-
tionsfeldes nicht von denen unterscheiden kann, die in einem gleich-
formig beschleunigten Bezugssystem im feldfreien Raum verursacht
werden. Der Sender S und der Detektor D, die im Feld g = —gé3 ver-
tikal {ibereinander aufgestellt sind, mégen den Abstand h haben. Zur
Zeit t =0, zu der S ein Photon gegebener Wellenlédnge A aussendet,
ruhe diese Anordnung wie in Abb. 6.4 eingezeichnet. Das Photon er-
reicht den Detektor D nach der Laufzeit At >~ h/c. Zu diesem Zeitpunkt
hat D schon die Fallgeschwindigkeit v = —vé3 mit v = gAt >~ gh/c. Das
Photon lauft mit dem Feld und ist daher blauverschoben. Diese Ver-
schiebung kann man aus (6.12b) im schwach relativistischen Grenzfall
abschitzen, wo

1-8

=—>~1-
e P

ist. Mit der Definition (6.11) folgt

6.1 Phdnomenologie der gravitativen Wechselwirkung
A e
S
0% h
eD Y

v gh Ady
I == = ’

c c? c?
wo A@y die Differenz des Newton’schen Potentials zwischen Sender
und Detektor ist. Obwohl dieser Effekt hier wie eine kinematische Ver-
schiebung abgeschitzt wird, sagt uns das Aquivalenzprinzip, dass er in
Wahrheit vom Unterschied des Gravitationspotentials zwischen Quelle
und Detektor herriihrt und somit ein neuer Effekt ist.

An dieses Beispiel schlieB3t sich ein anderes Gedankenexperiment an,
das zeigt, dass Nullgeoditen in Anwesenheit von Gravitation keine Ge-
raden sein konnen. Wenn x(7) eine physikalische Bahn im Minkowski-
Raum ist, dann ist die Geschwindigkeit in jedem Punkt der Bahn
zeitartig oder lichtartig. Auf einer mitgefiihrten Uhr sind Zeitintervalle
aus der Formel

)
1 dx® dxv .
A=;/dr,/nw¥¥, (nuv = diag(l, =1, =1, =1)) ,
7|

(6.13)

zu berechnen. Diese Formel kann nicht mehr richtig sein, wenn ein Gra-
vitationsfeld als Hintergrund vorhanden ist.

Beispiel 6.4 Lichtstrahlen im Gravitationsfeld

In einem statischen und homogenen Beschleunigungsfeld g = —gés
emittiert ein Sender zu den Zeiten #; und f, ein Signal mit der (do-
minanten) Frequenz vg. Die Abbildung 6.5 zeigt in einem Ort-Zeitdia-
gramm die Bahnen der beiden Signale, die vom Detektor zu den Zeiten

Abb. 6.4. Ein Photon lduft im Schwere-
feld vertikal nach unten vom Sender §
zum Detektor D, der selbst frei fallt
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Abb. 6.5. Zwei Lichtsignale werden zu
den Zeiten t; bzw. r, vom Sender §
emittiert. Sei werden zu den Zeiten f3
bzw. 4 im Detektor nachgewiesen

Y

t3 bzw. t4 nachgewiesen werden. Da die Anordnung statisch ist, miis-
sen die in der Abbildung gezeigten Bahnen der beiden Signale parallel
sein, unabhingig davon wie sie im Einzelnen aussehen. Das Zeitinter-
vall At'‘P) =1, — 13 ist daher dasselbe AtS =1, —1; wie fiir den Sender.
Die Zahl der von S ausgesandten Pulse N = vsAt‘S ist dieselbe wie die
von D nachgewiesenen N = vpAr(P?). Da die Zeitintervalle gleich sind,
sind auch die Frequenzen gleich, vp = vs. Im Detektor wird somit keine
Rot- oder Blauverschiebung beobachtet — im Widerspruch zum Ergebnis
des vorhergehenden Beispiels. Daraus folgert man, dass die von den bei-
den Bahnen und den Vertikalen bei S und bei D eingeschlossene Fliche
in einem Raum mit nichtverschwindender Kriimmung liegen muss.

6.1.4 Vermutungen und weiteres Programm

Die Form und die geometrischen Eigenschaften der Raumzeit werden
durch die darin vorhandenen Massen- und Energiedichten beeinflusst.
Ein flacher Euklidischer Raum, der die kausale Struktur des Minkowski-
Raums trdgt, kann nur nidherungsweise, weit weg von groB3en Massen-
anhdufungen realisiert sein. In Gegenwart von Massen und anderen,
Energie und Impuls tragenden Feldern ist die Raumzeit eine Mannig-
faltigkeit mit Kriimmung. Ein global definiertes Bezugssytem wie es im
Minkowski-Raum existiert, ist nicht mehr auf sinnvolle Weise definier-
bar. Man kann aber die Mannigfaltigkeit der Raumzeit mittels massiver
und masseloser Probeteilchen ,,erforschen”, die das Gravitationsfeld
nicht wesentlich veridndern. Diese Teilchen durchlaufen Geoditen, d. h.
Bahnkurven, die den freien Fall in einer gekriimmten Mannigfaltigkeit
darstellen, und geben Aufschluss iiber die Form der Raumzeit.



Die Gravitation erscheint nicht als eine weitere Wechselwirkung,
z.B. neben der Maxwell-Theorie, sondern ist in der Geometrie enthal-
ten. Die Struktur der Raumzeit bestimmt alle Effekte von Tridgheit und
Gravitation. Als besonders wichtig stellt sich dabei die Hypothese her-
aus, dass das Energie-Impulstensorfeld der Materie und der anderen
Felder als Quellterm fiir die Gleichungen auftritt, die das metrische Feld
g(x) bestimmen.

Mit diesen Aussagen ist das Programm der nun folgenden Ab-
schnitte vorgezeichnet: Wir untersuchen zunichst Modelle fiir das Ten-
sorfeld, das vorgebbare Energie- und Impulsdichten beschreibt. Das ist
die ,,Materie®, die das Gravitationsfeld und seine Geometrie antreibt.
Wir stellen noch einmal die wichtigsten geometrischen Groflen zusam-
men, die auf glatten Mannigfaltigkeiten leben und die keinen Bezug auf
einen einbettenden Raum nehmen. Das Universum soll ,,aus sich her-
aus‘ darstellbar sein und nicht Teil eines fiktiven, noch grofleren Raums
sein.

Mit dieser Kenntnis ausgestattet lassen sich metrische Mannigfal-
tigkeiten auffinden und beschreiben, die das Aquivalenzprinzip erfiillen
und somit als Modelle fiir die physikalische Raumzeit dienen konnen.
Die so entwickelte semi-Riemann’sche Geometrie stellt alle Werkzeuge
bereit, mit deren Hilfe die Einstein’schen Gleichungen formuliert wer-
den.

6.2 Materie und nichtgravitative Felder

Bleibt man zunichst noch beim Konzept des flachen Minkowski-Raums
und nimmt an, dass die Materie- und Strahlungsfelder durch eine La-
grangedichte vom Typus (3.42) beschrieben werden konnen, dann liefert
die Wirkung von Translationen in Raum und Zeit das Tensorfeld (3.44).
Wenn die Lagrangedichte unter Translationen invariant ist, dann erfiillt
dieses Tensorfeld die vier Erhaltungssitze (3.45). Das ist die Aus-
sage des Noether’schen Theorems. Wie wir am Beispiel des Maxwell-
Theorie ausgefiihrt haben, beschreibt dieses Tensorfeld, bezogen auf ein
beliebig gewihltes Inertialsystem, die Energie- und Impulsdichten sowie
deren Flussdichten.

Zwei Beispiele fiir das Tensorfeld, das den Energie- und Impuls-
inhalt in einer manifest Lorentz-kovarianten Weise beschreibt, sind der
Ausdruck (3.23a) fiir ein reelles Skalarfeld,

Ty (x) = 9" ()3 $(x)

1
= 31" (B3 p(0) ~ 2P ()~ 209 . (6.14)

und das Maxwell’sche Tensorfeld (3.47),

v 1 o ™ 1 v o
T ()=~ {F” (o F™ () + 71" Fap(X) F ﬁ(x)} . (6.15)

6.2 Materie und nichtgravitative Felder
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Beide Tensorfelder sind symmetrisch 7#"(x) = TV*(x). Wihrend das
erste von ihnen, (6.14), nicht mehr als ein mikroskopisch brauchbares
Modell sein kann und sicher nicht ausreicht um makroskopische An-
hiufungen von Materie zu beschreiben, ist das zweite, (6.15), klassisch-
makroskopisch wichtig, wenn immer hohe Dichten von Maxwell-
Feldern auftreten. Um Materie im Universum in ihrer pauschalen Wir-
kung auf die Geometrie der Raumzeit zu beschreiben, braucht man
vereinfachende Modelle fiir das Energie-Impulstensorfeld. Zwei solcher
Modelle werden in den nun folgenden Beispielen beschrieben:

Beispiel 6.5 Energie-Impulstensor fiir Staub

Einen Schwarm von nicht wechselwirkenden Teilchen kann man als
Staub modellieren, in dem die Teilchen sich lokal mit einer gemein-
samen Geschwindigkeit bewegen. Dabei sollen sich weder Druck noch
Viskositdt aufbauen. Unter diesen Voraussetzungen gibt es in jedem
Punkt x ein lokales Ruhesystem, in dem die Energiedichte oo(x)c? ist,
mit gg(x) der Massendichte. Bewegt sich der Staub mit der lokalen Ge-
schwindigkeit v, dann wird daraus o = ggy?, eine Formel, in der ein
erster Faktor y von der Lingenkontraktion des Referenzvolumens, ein
weiterer solcher Faktor von der Massenzunahme kommt. Fiir 7%¥ macht
man den Ansatz

" = oou*u”, (6.16)

wo u = (yc, yv)T die Geschwindigkeit (2.41b) ist. Dass dieser Ansatz
verniinftig ist, bestitigt man, indem man seine Eigenschaften nachpriift.
Es ist T% = oc? = ooy ?c?, wie gehabt. Das Tensorfeld ist symmetrisch,
TY* =T"". Die Erhaltungsgleichung 9, 7"V = 0 priift man wie folgt
nach. Es ist

9, T"" = c[cdoo+ V(ov)] =0,

denn dies ist nichts Anderes als die Kontinuititsgleichung. Unter Ver-
wendung genau dieser Gleichung berechnet man jetzt
i TH = ¢dp(ov') + V(ov'v)
: . do
=pcdpv' +ov-Vv' =0— =0
dt
Der letzte Schritt der Rechnung folgt aus der Voraussetzung, dass keine
dufleren Krifte vorhanden sind.

Beispiel 6.6 Ideale Fliissigkeit

Es sei pp die Massendichte, p die Druckdichte und u die Viererge-
schwindigkeit. Fiir das Tensorfeld T machen wir den Ansatz

T = (% +Q()) Wt — pyhv . (6.17a)
C



Dass dieser Ansatz die richtigen Eigenschaften hat, priift man folgen-
dermaflen nach: In einem lokalen Ruhesystem Kq hat das Energie-
Impulstensorfeld T ) die Eintrige
00 2 0i i0 ik ik

Es ist symmetrisch und ist erhalten, d.h. erfiillt 9, T(’é;) =0. Firv=0
folgt dies aus BOT(%(; + 0; T(i(())) = 628()Q0 =0 und der Voraussetzung, dass
die Massendichte lokal statisch ist. Fiir v =k ist BOT(%]; +0; T(i(/)‘) = 0k p.
Dies ist ebenfalls gleich Null, ein nicht verschwindender Gradient des
Druckfeldes wiirde ja zu einer Stromung der Fliissigkeit filhren — im
Widerspruch zur Annahme, dass man sich im lokalen Ruhesystem be-
findet, in dem die Situation statisch ist. SchlieBlich geht (6.17a) mit
u=1(c,0,0,0)7 in (6.17b) iiber.

Es geniigt jetzt nachzurechnen, dass die spezielle Lorentz-Transfor-
mation L(v), die in (2.34) oder (2.44) explizit gegeben ist, wenn man
sie auf Ty anwendet, genau (6.17a) ergibt,

LToL v =T.
In der Tat findet man hieraus
7% = y*c (Qo + C%ﬂ2> =y’ <Q0 - C%) -p,
T =y%c (Qo + %) v
C

2 4 02
yizvlvkﬁ_pi“vlvk
(I+pec (I+p=c
—p8ik+<£+go> yzvivk

c

Tk = p8ik+y290 vivk+2p

Dabei hat man in der ersten und in der vierten Zeile die Beziehung
B% = (y —1)(y +1)/y? benutzt. Wie man sieht sind dies genau die Ko-
ordinatenausdriicke des Tensorfeldes (6.17a).

Beide Modelle (6.16) und (6.17a) lassen sich leicht auf gekriimmte
Mannigfaltigkeiten {iibertragen und beide werden in kosmologischen
Modellen verwendet, die auf den Einstein’schen Gleichungen aufbauen.
Es gibt dabei aber zwei wesentliche Anderungen. Zum einen wird die
flache Minkowski-Metrik 7, in (6.17a) durch das x-abhingige metri-
sche Tensorfeld g,,(x) ersetzt. Zum anderen werden alle Ableitungen
0y, die in den Erhaltungssitzen auf dem flachen Raum auftauchten,
durch sog. kovariante Ableitungen D, ersetzt, in die die Struktur der
gekriimmten Raumzeit eingeht. Die Erhaltungssidtze werden dabei in-
sofern modifiziert, als durchaus Anderungen der Energie-Impulsdichten
auftreten konnen. Die Bilanz wird aber insgesamt durch Wechselwir-
kung mit dem gravitativen Hintergrund wieder hergestellt. Dies arbeiten
wir in Abschn. 6.4.2, in Abschn. 6.4.3 und Abschn. 6.5.1 aus.

6.2 Materie und nichtgravitative Felder
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2 Da wir hier nur differenzierbare Man-
nigfaltigkeiten betrachten und verwen-
den, schreiben wir im Folgenden ein-
fach Mannigfaltigkeit, meinen aber stets
glatte Mannigfaltigkeiten.

6.3 Raumzeiten als glatte Mannigfaltigkeiten

Die Raumzeit der klassischen Gravitation wird als vierdimensionale
glatte Mannigfaltigkeit mit einer besonderen metrischen Struktur mo-
delliert, die das Aquivalenzprinzip (in dessen starker Form) enthilt. In
diesem Abschnitt wiederholen wir einige wesentliche Begriffe, die man
zur Beschreibung von glatten Mannigfaltigkeiten und der auf ihnen le-
benden Objekte braucht, verweisen fiir eine ausfiihrlichere Darstellung
aber auf Band 1, Kap. 5. Daran schlieit sich die Definition und Be-
schreibung von semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten an, von denen
die Theorie der Gravitation Gebrauch macht.

6.3.1 Mannigfaltigkeiten, Kurven und Vektorfelder

Eine glatte Mannigfaltigkeit M der Dimension n zeichnet sich dadurch
aus, dass sie lokal wie der Euklidische Raum R” aussieht: Sie lidsst
sich mit einer abzdhlbaren Menge von offenen Umgebungen Uy, Uy, ...
iiberdecken derart, dass jeder Punkt x € M in mindestens einem U; liegt.
Zu jeder Umgebung U; gibt es einen Homéomorphismus ¢; (das ist eine
Abbildung, die umkehrbar und in beiden Richtungen stetig ist), der U;
in eine offene Umgebung des Punktes y = ¢;(x) in einer Kopie des R”
abbildet, ¢; : U; — ¢(U;), U; C M und ¢;(U;) C R". Mit x bezeichnen
wir den urspriinglichen Punkt auf M, mit y oder, falls dies der Klarheit
halber notwendig ist, mit y® sein Bild unter der Kartenabbildung g;
im R”,

Auf diese Weise entsteht ein Atlas von Karten, oder wie man auch
sagt, Koordinatensystemen. Je zwei Karten iiberlappen glatt. Dies be-
deutet, dass jede Ubergangsabbildung (g oy; b, die ja das Bild ¢; (U;)
in der i-ten Kopie des R” mit dem Bild ¢(Uy) in der k-ten Kopie
des R" verkniipft, ein Diffeomorphismus ist (d. h. eine umkehrbare Ab-
bildung, die ebenso wie ihre Inverse glatt ist). Nimmt man noch die
Annahme hinzu, dass jede Karte, die mit allen anderen Karten vertrig-
lich ist, schon zum Atlas dazu gehort, dann ist eine differenzierbare
Struktur (M, A) festgelegt, die jetzt aus der Mannigfaltigkeit und einem
vollstindigen Atlas besteht?.

Bemerkungen

1. Um sich eine solche differenzierbare Struktur (M, +A) anschaulicher
zu machen, ist es ratsam, die aufgezihlten Definitionen durch Zeich-
nungen zu illustrieren. Hierbei ist es besonders wichtig, sich klar
zu machen, von wo nach wo die Abbildungen ¢;, (pi_l und ¢ O‘/’i_l
gehen. Hilfreich sind dabei auch konkrete Beispiele fiir differenzier-
bare Mannigfaltigkeiten, so z.B. der Torus T2, die Sphire S? oder
die Gruppe SO(3). (Diese Beispiele findet man in Band 1 ausgear-
beitet.)

2. Hier und in allem, was folgt, nehmen wir nicht an, dass M wie eine
Hyperfldche in einen groferen Raum eingebettet sei. Dies entspricht
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der Vorstellung, dass das physikalische Universum nicht in einen
groBen, von Anbeginn an existierenden oder gedachten Raum hinein
gesetzt wird, sondern dass es aus sich selbst heraus existiert. Seine
Geometrie, seine metrischen Eigenschaften miissen daher vollstindig
durch sog. intrinsische Groflen erfassbar sein. Die gravitative Wech-
selwirkung unterscheidet sich in dieser Hinsicht ganz wesentlich von
allen anderen Wechselwirkungen, deren Theorie immer voraussetzt,
dass die Raumzeit mit einer schon vorgegebenen Struktur vorhanden
ist.

3. Dass man die Mannigfaltigkeit in einen ,,Flickenteppich* von Karten
in R"-s zergliedert, steht nicht im Widerspruch zur eben gemachten
Bemerkung. Die Karten sind ja nicht mehr als gedachte Konstrukte —
vergleichbar mit dem Konzept des Phasenraums in der Mechanik —,
die eine Beschreibung von M erleichtern sollen und deren Verwen-
dung mehr mit unserer Unfdhigkeit zu tun hat, ein Mdbius-Band,
eine Klein’sche Flasche, einen Krug mit siebenundzwanzig Henkeln
mit einem Blick zu iibersehen.

4. Physikalische Theorien werden in aller Regel in Form von Bewe-
gungsgleichungen formuliert, die voraussetzen, dass die zugrunde
liegende Mannigfaltigkeit eine differenzierbare Struktur trigt. Man
muss sich dabei aber dariiber im Klaren sein, dass Differentiation auf
M selbst i. Allg. nicht definiert ist. Genau hierfiir sind lokale Karten
unersetzlich, denn nur die reelle Analysis auf dem R” ist wohldefi-
niert.

a) Funktionen auf Mannigfaltigkeiten

Der Begriff der Funktion auf einem flachen Raum R” ist aus der Analy-
sis wohlvertraut: Die Funktion f:R" — R heifit glatt, wenn f unend-
lich oft stetig differenzierbar ist. Die Ubertragung des Funktionsbegriffs
auf gekriimmte Mannigfaltigkeiten ist nicht schwierig und orientiert sich
an diesem Fall. Eine glatte Funktion auf einer n-dimensionalen differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit ist eine Abbildung

f:M—R (6.18)

von M auf die reelle Achse, fiir die (f O(pi_l) fiir alle U; eine glatte
Funktion auf der offenen Umgebung ¢;(U;) C R" ist. Abbildung 6.6
veranschaulicht diese Verhiltnisse.

Einfache, aber besonders wichtige Beispiele sind die Koordinaten-
funktionen (f*o¢;), ©=0,2,...,n—1, mit denen zunichst wieder
U; auf den Bereich ¢;(U;) im R" abgebildet wird, dem Bildpunkt
y = ¢;(x) dann aber iiber die Abbildung f" o¢;(x) seine u-te Koordi-
nate y* = f*(¢;(x)) zugeordnet wird®, die ja eine reelle Zahl ist. In
Symbolen hat man somit

(ffo@) : M— R : x> y* = fH(g;(x)), (u fest). (6.19a)

3 Die Bezeichnung und die Numme-
rierung der Koordinaten habe ich hier
schon im Blick auf semi-Riemann’sche
Raumzeiten gewihlt. In Texten iiber
Differentialgeometrie verwendet man in
der Regel lateinische Indizes und lésst
diese von 1 bis n laufen.
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Abb. 6.6. Eine Funktion f bildet eine
offene Umgebung U; C M auf die reelle
Achse ab. Nimmt man die Inverse der
Kartenabbildung ¢; dazu, so ist die Zu-
sammensetzung (f o@;” 1) eine Funktion
auf "

Der Bildpunkt y = ¢;(x) von x € M wird in Koordinaten somit durch

i (x) = (yo, oo ,y”’l) (6.19b)

dargestellt, d. h. durch ein n-Tupel von Funktionen auf M. Der Menge
der glatten Funktionen auf M gibt man in der Differentialgeometrie ein
eigenes Symbol, ndmlich

SM):={f:M—R]| f ist glatt} .

b) Glatte Kurven auf Mannigfaltigkeiten

Kurven auf Mannigfaltigkeiten, bei denen man in der Physik sofort an
das Beispiel der Bahnkurve eines Teilchens in Raum und Zeit denken
mag, gehen als Abbildung sozusagen den umgekehrten Weg. Ein reel-
ler Parameter misst z. B. die Eigenzeit t € R;, und legt fest, in welchem
Punkt x(7) auf M sich das Teilchen gerade befindet. Lédsst man t die re-
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[Rn

elle Achse oder ein offenes Teilstiick / C R, davon durchlaufen, so lduft
das Teilchen entlang seiner eindimensionalen Bahn in der Raumzeit M.
Eine Kurve y ist also eine Abbildung

y:ICR— M, (6.20)

die jeder reellen Zahl t aus dem offenen Intervall I auf der reellen
Achse, T € I, einen Punkt auf M zuordnet.

Man sagt, die Kurve y sei glatt, wenn ihr Bild im R”, d.h. die
in Abb. 6.7 skizzierte Bildkurve

(pioy) : ICR— ¢;(U;)) CR"

im R" diese Eigenschaft hat.

c) Glatte Vektorfelder

An jeden Punkt x der Mannigfaltigkeit heftet man zwei n-dimensionale
Vektorrdume, den Tangentialraum 7,M und seinen Dualraum 7M.
Im ersten von diesen sind alle Tangentialvektoren bei x zu Hause,
im zweiten leben die linearen Abbildungen von Tangentialvektoren in
die reellen Zahlen. Eine gute Orientierungshilfe bei der Definition der
Eigenschaften von Tangentialvektoren bietet die Richtungsableitung ei-
ner glatten Funktion f € §(M) in der Richtung des Tangentialvektors
v € Ty M. Bezeichnet man diese mit v(f), dann ist dieses v(f) eine re-
elle Zahl. Man kann also schlieBen, dass Tangentialvektoren auf glatte

Abb. 6.7. Eine Kurve y auf M hat als
Bild die Kurve (pjoy) im ". Mit
dieser Konstruktion lédsst sich angeben,
wann die Kurve y glatt ist
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Funktionen wirken, in Symbolen v : §(M) — R, und dass deren Bild auf
der reellen Achse liegt. Richtungsableitungen sind wie alle Derivationen
R-linear und erfiillen die Leibniz-Regel. Aus diesem Beispiel abstrahiert
man die

Definition 6.2 Tangentialvektoren

Ein Tangentialvektor v € T,M ist eine reellwertige Funktion v :
F(M) — R, mit den Eigenschaften

v(ct fi+crfo) =crv(fi) +cu(f2), ci,c2€R, (6.21a)
v(f12) =v(f) )+ fikov(f), fi.faedM). (621b)

Die erste Eigenschaft nennt man R-Linearitit, die zweite ist die
Produkt- oder Leibniz-Regel.

Es sei ¢; = (ga?, <pi1, R (p?fl) eine Karte fiir die offene Umgebung
U; C M von x € M und es sei g € §(M) eine glatte Funktion. Definiert
man nun
dg 9 (g °¢i 1)

Gy, = 8= g i) (6.22)
nw=0,1,...,n—1, worin die f* die Koordinatenfunktionen sind, die
wir weiter oben eingefiihrt haben (siehe auch (6.19a)), dann ist

8M|x :FM) >R : g 9,8(x) (6.23)

ein Tangentialvektor an M im Punkt x. Das Symbol 9, |, ist dabei eine
willkommene Abkiirzung fiir die Operation, die in (6.22) ausfiihrlicher
definiert ist. Die Menge dieser Tangentialvektoren (dg, d1, ... d,—1) bil-
det eine Basis des Tangentialraums 7,M. Genauso wie im Fall von
M =TR", den wir in Abschn.2.1.2 behandelt haben, kann man jeden
Tangentialvektor bei x nach den Basisfeldern 9,, entwickeln,

n—1

v= Y v (x)d, = v ()0,

u=0

wenn man die in der Relativititstheorie iibliche Summenkonvention ver-
wendet. Im Gegensatz zum flachen Raum R” gilt eine solche Zerlegung
aber nur lokal, auch wenn man die Koeffizienten v*(x) als Funktionen
des Punktes x € U; betrachtet. Insofern miisste man die Basisfelder 0,
in (6.22) und in (6.23) eigentlich mit dem Hinweis versehen, dass sie
fiir die Karte (¢;, U;) gelten, indem man z. B. Bl(f) schreibt. Andererseits

kann man ja mittels der Ubergangsabbildungen ((pk O(p;1> auf benach-

barte Umgebungen Uy fortsetzen und zwar so lange, bis man die ganze
Mannigfaltigkeit umfahren hat. Auf diese Weise entsteht die Definition
von Vektorfeldern auf M, die wie folgt lautet
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Definition 6.3 Glattes Vektorfeld

Ein Vektorfeld V auf der Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion,
V. M—>TM : x+— V., (6.24)

die jedem Punkt x einen Tangentialvektor im Tangentialraum 7, M
zuordnet. Das Vektorfeld heilit glarf, wenn seine Wirkung auf eine
glatte Funktion fiir alle f € §(M)

(Vf)x) = Vi (f) (6.24a)

wieder eine glatte Funktion ist.

Vektorfelder sind glatte Abbildungen V : §(M) — §(M), die aus je-
der glatten Funktion eine neue glatte Funktion machen. Physikalisch
kann man beispielsweise an das Stromungsfeld einer idealen Fliissigkeit
in einem vorgegebenen Gefdll denken. In jedem Punkt des Innenraums
zeichnet es einen wohldefinierten, lokalen Vektor aus. Wandert man in
die Nachbarschaft dieses Punktes, so dndert sich das Stromungsfeld ste-
tig und differenzierbar.

In Koordinaten einer lokalen Karte (¢;, U;) ausgedriickt gilt die Zer-
legung

n—1

v=>" (Vo) o, (6.24b)
n=0

die man oft und etwas vereinfachend als V =) V*(x)d, oder, bei
Verwendung der Summenkonvention, noch einfacher als V = V#(x)d,
schreibt. Die Koeffizienten V#(x) sind dabei glatte Funktionen.

Bemerkungen

1. Die Menge aller glatten Vektorfelder auf einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit M wird manchmal mit U (M) oder auch mit X (M)
bezeichnet. Wir verwenden in diesem Kapitel eine dritte Art der Be-
zeichnung

VeToM),

bei der ) (M) die glatten Tensorfelder (r-fach kontravariant, s-fach
kovariant) meint. Sie weist darauf hin, dass Vektorfelder kontravari-
ante Tensorfelder der Stufe 1 sind.
Die hierzu dualen Objekte, die Einsformen, sind Elemente des
Raums X*(M) = ‘I(])(M), d.h. sind kovariante Tensorfelder der
Stufe 1.

2. Die glatten Funktionen als auch die glatten Kurven auf einer Man-
nigfaltigkeit sind Spezialfille von glatten Abbildungen zwischen
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differenzierbaren Mannigfaltigkeiten (M, +A) und (N, 8B),
®: (M, A)—> (N, B).

Bei den Funktionen ist die Zielmannigfaltigkeit der Raum R, ver-
sehen mit der sog. kanonischen differenzierbaren Struktur. Im Fall
von Kurven ist die Ausgangsmannigfaltigkeit ein R, die Zielmannig-
faltigkeit ist M. Eine solche Abbildung induziert eine wohldefinierte
Abbildung der zugehorigen Tangentialrdume.

Ein wichtiges Beispiel fiir ein glattes Vektorfeld ist das Tangential-
vektorfeld einer glatten Kurve y : R — M auf einer Mannigfaltigkeit M.
Auf der reellen Achse R gibt es nur ein Basisfeld d =d /d u, so dass

d
1, D€ T (R)

der Einheitsvektor im Punkt 7 in positiver Richtung ist. Sein Bild ist der
Geschwindigkeitsvektor y () im Punkt y(7) auf M, dessen Wirkung auf
eine glatte Funktion f € §(M) mittels

. d(foy)
rof=—g—® (6.252)
u
berechnet wird. In lokalen Koordinaten (¢;, U;) ausgedriickt gilt die

Formel

n-l d (¢ o
y = Z M(T) 3M|

6.25b
i ( )

ro -
n=0

Man kann auch eine hiermit nahe verwandte Frage stellen: Gegeben ein

glattes Vektorfeld V e T(l)(lm, gibt es eine Kurve o : I C R — M, die

die Differentialgleichung & = V,, erfiillt, d. h. bei der zu jeder Zeit T aus

dem Intervall / der Geschwindigkeitsvektor ¢ mit dem Tangentialvektor

V, iibereinstimmt? Dies fiihrt zur

Definition 6.4 Integralkurve eines Vektorfeldes

Die Kurve o : 1 — M heilt Integralkurve des Vektorfeldes V e
T(l)(M), wenn & = V), genauer

a(1) = Vy(o) (6.26)
fiir alle T € [ gilt.

Gleichung (6.26) stellt ein dynamisches System dar und ist die geo-
metrische, sehr allgemeine Formulierung einer typischen physikali-
schen Bewegungsgleichung. Um ein Beispiel vor Augen zu haben,
konnte o eine physikalische Bahn der Mechanik im Phasenraum
sein, a = (¢(t), p(t))T, und V das Hamilton’sche Vektorfeld, V =
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(0H/dp, —dH/dg)T, so dass (6.26) ausgeschrieben,

(qm) _ ( 0H/dp )
p@) ~ \~aH/dq

die gewohnten Hamilton’schen Bewegungsgleichungen ergibt. Die lo-
kale Geschwindigkeit am Ort (g, p) und zur Zeit ¢ fillt mit dem aus
der Hamiltonfunktion in diesem Punkt und zu dieser Zeit berechneten
Tangentialvektor zusammen.

Bemerkung

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialglei-
chungen erster Ordnung garantiert, dass die Integralkurve, die durch
den Punkt x¢p = a(tg) gehen soll, eindeutig festliegt. O.B.d.A. kann
man 7o = 0 setzen. Geht man von diesem Punkt aus und sucht nach
der grofitmoglichen Verlidngerung von o auf M, so entsteht die sog.
maximale Integralkurve des Vektorfeldes durch xg = «(0). Wenn jede
maximale Integralkurve auf der ganzen reellen Achse R, definiert ist,
das Intervall [ in der Definition 6.4 also auf ganz R ausgedehnt werden
kann, so sagt man, das Vektorfeld V sei volistindig.

)
1

6.3.2 Einsformen, Tensoren und Tensorfelder

Die Definition von duBleren Einsformen fiir gekriimmte Mannigfaltigkei-
ten ist zundchst dieselbe wie in Abschn.2.1.2a, die fir M =R" galt.
Am Punkt x € M ist w: TyM — R eine lineare Abbildung des Tangen-
tialraums in die reellen Zahlen. In jeder Karte gibt es Basis-Einsformen

(dx0, dx!, ..., dx"71), die dual zu den Basis-Vektorfeldern 9, p =
0,...,n—1 sind. Die Dualititsrelation lautet wie friither
0
dx"(9,) = @x” =68k (6.27)

Als solches ist w ein Element des Kotangentialraums 7;°M in x. Eine
beliebige Einsform lisst sich wie in (2.10) nach Basis-Einsformen ent-
wickeln,

n—1
o= w,dx", (6.282)
n=0

wo die w,, reelle Koeffizienten sind. Der Unterschied zum R" besteht
eigentlich nur darin, dass man in (6.28a) diese Zahlen zwar durch glatte
Funktionen w,, (x) ersetzen kann und somit
n—1
o= w,(x)dc" (6.28b)
n=0
als glatte Einsform erhilt, diese Darstellung aber nur in einer lokalen
Karte (¢;, U;) gilt. Erst wenn man die lokale Darstellung mittels des
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4 Das Poincaré’sche Lemma gilt auf
nicht einfach zusammenhidngenden Man-
nigfaltigkeiten nur mit Einschriankun-
gen, s. die Bemerkung 3 in Abschnitt
2.1.2; Sie gilt auf sog. Sterngebieten.

vollstandigen Atlas’ auf die ganze Mannigfaltigkeit fortsetzen kann, hat
man eine wohldefinierte Einsform auf M. Diese Uberlegungen fiihren
zur

Definition 6.5 Glatte Einsform

Eine Einsform auf der Mannigfaltigkeit M ist eine Funktion
o:M—>TM: x> o, eT;M, (6.29)

die jedem Punkt x ein Element w, im Kotangentialraum 7'M zu-
ordnet. Die Einsform heifit glatt, wenn ihre Wirkung w(V) auf ein
Vektorfeld V fiir alle V € ‘Z(l)(M) eine glatte Funktion ist.

Die Wirkung einer Einsform w = Z:’;{) wy (x)dx* auf ein Vektor-

feld V = ZZ;& VV(x)d, ergibt sich aus (6.28b) und (6.27)

n—1n—1 n—1
o(V) =Y 0,0 V'@ de(3) =Y 0,0 V*(x) .
n=0v=0 un=0

Die Einsformen selbst sind somit kovariante Tensorfelder erster Stufe,
weT.

An den Rechenregeln fiir duBere Produkte, die wir ebenfalls in Ab-
schn.2.1.2 entwickelt haben, dndert sich nichts. Wie dort kann man
Formen vom Grad k mit k=1,2,...,n betrachten und auch diese
durch Basis-k-Formen dx A dx' A---dx"~! in lokalen Karten aus-
driicken.

Die duflere Ableitung ist eine lokale Operation und hat daher diesel-
ben Eigenschaften wie auf dem flachen Raum* R”.

Tensoren mit mehr als einem Index, ebenso wie Tensoren, die so-
wohl ko- als auch kontravariante Indizes tragen, sind uns schon vielfach
und in ganz unterschiedlichen Zusammenhingen begegnet. Hier wol-
len wir — bevor wir zu den physikalisch relevanten Tensorfeldern iiber
der Raumzeit zuriick kehren — die Definitionen und mathematischen Ei-
genschaften zusammen stellen. Die charakteristische Eigenschaft von
Tensoren ebenso wie von Tensorfeldern ist ihre Multilinearitdit. Ein Ten-
sor mit r kontravarianten und s kovarianten Indizes am Punkt x € M
bildet r Einsformen und s Tangentialvektoren auf eine reelle Zahl ab,

(T), : (Ty M) x (T.M)’ — R
sl VL Vo (Tg)x (wl Lo Vi ,Vs) )
Diese Abbildung ist in allen ihren Argumenten linear.
Lisst man den FuBpunkt x iiber M wandern, dann ist die rechte

Seite eine Funktion. In direkter Verallgemeinerung der glatten Vektor-
felder (6.24) sowie der glatten Einsformen (6.29) folgt die
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Definition 6.6 Glatte Tensorfelder

Ein Tensorfeld vom Typus (r, s), d. h. r-fach kontravariant und s-fach
kovariant, ist eine multilineare Abbildung

T, : (T*M)" x (TM)* — F(M) . (6.30)

die jedem Satz von r Einsformen aus dem Kotangentialraum 7'M
und jedem Satz von s Vektorfeldern aus dem Tangentialraum 7, M
die Funktion

o', ,a)’,Vl,...,Vs|—>(T§)x(a)1,... ,a)r,Vl,...,Vs)
(6.30a)

zuordnet. Das Tensorfeld heif3it glarf, wenn diese Funktion eine glatte
Funktion ist.

Bemerkungen

1. Die Menge aller glatten Tensorfelder vom Typus (r,s) liber der
Mannigfaltigkeit M wird mit T} (M) bezeichnet. Die Elemente
T, € ‘16 (M) heiBBen kontravariante Tensorfelder der Stufe r, die Ele-
mente T € TY(M) heiBen kovariant. Wenn beide Indizes von Null
verschieden sind, spricht man von gemischten Tensorfeldern.

2. Zwei wichtige Beispiele sind T} = U (M) = X(M), die glatten Vek-
torfelder, und ‘I(l) = X*(M), die glatten Einsformen. Oft schreibt man
fiir die Menge der glatten Funktionen auch §(M) = Tg(M).
Addition von zwei Tensorfeldern ist nur sinnvoll, wenn beide vom
gleichen Typus (r, s) sind.

Das Tensorprodukt von T} und T;: ist wieder ein Tensorfeld und hat
den Typus (r+r, s +s'). Ausgewertet auf r + " Einsformen und auf
s+s' Vektorfeldern erhilt man

(TreTy) (ol o™ Vi Vi)
—T (a)l VL ,VS> 6.31)

/ /
x T <wr+1’_., AL AT ,Vs+s/> ,

d. h. das Produkt der beiden Tensorfelder, die auf der entsprechenden
Zahl von Einsformen und Vektorfeldern ausgewertet wurden.

3. Wertet man das gemischte Tensorfeld (r, s) nur auf s Vektorfeldern,
aber auf keiner Einsform aus, dann ist

r Leerstellen
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ein kontravariantes Tensorfeld der Stufe r. Deshalb ist L eine in je-
der Komponente lineare Abbildung

L: (X(M) — (X)) .

Ganz analog ist

o r
G=T |w1,..., 00, ...... )
———
s Leerstellen

eine Abbildung von (X*(M))" nach (X*(M))’.

4. Diese Abbildungen sind sogar, wie alle Tensorfelder, §(M )-linear,
d.h. sie reagieren linear nicht nur, wenn man die Argumente mit
reellen Zahlen multipliziert, sondern auch wenn man diese durch
Funktionen ersetzt. Man sagt L,G usw. seien §(M )-Moduln.

5. Die kontravarianten Tensorfelder T, und die kovarianten Tensorfel-
der T? haben i. Allg. keinen besonderen Symmetriecharakter. Sym-
metrische oder antisymmetrische Tensorfelder sind Untermengen, fiir
die wir sogleich einige Beispiele kennen lernen werden. So sind die
duBeren Formen n € AK(M) der Stufe k nichts Anderes als antisym-
metrische, kovariante Tensorfelder 1 € QQ(M ).

Ein zentral wichtiges Beispiel fiir ein symmetrisches Tensorfeld
zweiter Stufe liefert die folgende Definition

Definition 6.7 Metrisches Feld

Nehmen wir an, die Mannigfaltigkeit sei so beschaffen, dass sie eine
Metrik zulédsst. Die Metrik auf M ist ein glattes, kovariantes Ten-
sorfeld g e Tg(M ), das symmetrisch und nicht ausgeartet ist. Dies
bedeutet im Einzelnen: In jedem Punkt x € M gilt

() g, w)|y = g(w, v)|, fiir alle v, w € Ty M,
(i) wenn g(v, w)|, =0 fiir ein festes v und fiir alle w € Ty M, so
kann v nur der Nullvektor sein, v = 0.

6.3.3 Koordinatenausdriicke und Tensorkalkiil

Lokale Koordinatenausdriicke fiir Tensorfelder erhilt man, wenn man
diese auf Basis-Einsformen und Basis-Vektorfeldern in Karten (¢;, U;)
auswertet. Es sei T}, ein Tensorfeld vom Typus (r, s), T} € T, (M). Im
Bereich einer Karte wendet man T auf r Basis-Einsformen und auf
s Basisfelder an und erhilt die Funktionen

() = T (Ao, L A, By, By, (6.32)
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Dies ist die Gestalt von Tensoren, wie man sie aus der elementaren Ten-
soranalysis kennt. Beachtet man die Grundregeln

dx’(9y) = 0y (x") =687,

so bedeutet (6.32), dass man das Tensorfeld lokal als Linearkombination
von Tensorprodukten

n—1 n—1
= ), D 4w
1ot =0 vy v =0
(0, ®...®0,,)Q (" ®...®dx™) (6.33)
aus r Basisfeldern und s Basis-Einsformen darstellen kann. Einige Bei-
spiele mogen diese Zusammenhinge erldutern.
(i) Ein kovariantes Tensorfeld zweiter Stufe hat die Darstellung
n—1
9= ) f(@)de @ dx”. (6.34a)
w,v=0
Dies ist der allgemeine Fall, bei dem das Tensorfeld weder sym-
metrisch noch antisymmetrisch ist. Sind die Koeffizienten aber

antisymmetrisch, #,,, = —t,,, dann gilt
T9=> () (dr* ® dx” — dx” ® dx*)
n<v
= Z fun () dox® A dx” (6.34b)
n<v

Wir entdecken hier wieder die Koordinatendarstellungen von Zwei-
formen.
(i) Eine Koordinatendarstellung der Metrik hat dieselbe Form (6.34a)

n—1

g =) gu®d®dx’, (6.352)

w,v=0

mit symmetrischen Koeffizienten, g, (x) = g,v(x). Die Matrix
{guv(x)} ist der metrische Tensor. AuBler bei flachen Riumen
M =R" gilt dieser Ausdruck aber nur lokal, d.h. in den Karten
(¢i, U;) eines vollstindigen Atlas’. Man erhilt den metrischen Ten-
sor, wenn man g gemal (6.32) auf Basisfeldern auswertet

n—1
g0, 0) = Y guu(x)dx"(3,)dx"(dr)
w,v=0
n—1
= Z 8uv(x)5f§3¥ = gor(X), (6.35b)
w,v=0

mit o, 7=0,...,n—1.
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Die Aussage, die Metrik sei nicht ausgeartet, ist gleichbedeutend
mit der Aussage, die Matrix {g,,(x)} sei nirgends singulir. Sie
besitzt daher an jedem Punkt x € M eine Inverse, die mit g"V(x)
bezeichnet wird,

n—1
g (g (¥) =) g () gur (x) = 8. (6.36)
v=0

(Wir verwenden auf der linken Seite wieder die Summenkonven-
tion, wie gewohnt.)
(iii) Ein gemischtes Tensorfeld vom Typus (1, 3) hat die Kartendarstel-

lung
n—1 n—1
=) > 4. (09,®d’®d’@d. (6.37)
n=0xr,0,7=0

Koordinatenausdriicke wie dieser oder wie (6.33), (6.34a) und
(6.35a), sind auf der Umgebung U; eindeutig. Sie lassen sich
mittels der Ubergangsabbildungen (g ogai_l) auf andere, mit U;
iiberlappende Umgebungen und auf diese Weise auf den ganzen
Atlas fortsetzen. Insofern sind Ausdriicke der Art (6.33) brauch-
bare und vollwertige Darstellungen der Tensorfelder.

Aus der Speziellen Relativitiitstheorie kennt man die Kontraktion {iber je
einen kovarianten und einen kontravarianten Index, also Ausdriicke der
Form a,b", 1,,T"" oder Ahnliches, bei denen Lorentz-Vektoren und
-Tensoren zu Invarianten verjiingt werden. Diese Operation der Kon-
traktion gibt es auch in koordinatenfreier Form fiir Tensorfelder iiber
gekriimmten Mannigfaltigkeiten. Dabei geht man folgendermaflen vor:
Fiir ein Tensorfeld, das als Tensorprodukt eines Vektorfeldes V und ei-
ner Einsform w gegeben ist, T} = V ® w, soll die Kontraktion einfach
gleich der Wirkung von @ auf V sein. Das Ergebnis ist eine Funktion
auf M,

c (T}) =C(VQuw):=w(V)(x).

In diesem Fall macht die Kontraktion aus dem (1, 1)-Tensor eine Funk-
tion, in Symbolen ausgedriickt also C : ‘I% — ‘3:8. Fiir ein Tensorfeld
vom Typus (1, 1) gibt es nur eine einzige Weise, wie kontrahiert wer-
den kann. Zerlegen wir ein beliebiges T} in lokalen Koordinaten,
T} =) th 0, ® dx", dann ist

n—1

c(rh) = /;::0 t(x)C (3, ® dx")

n—1

n—1
= ) @ =) .

w,v=0 u=0
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In Komponenten erhilt man genau die aus der Speziellen Relativitits-
theorie gewohnte Vorschrift. Dies gilt auch fiir allgemeinere, gemischte
Tensorfelder T} € T;. Man muss dann allerdings angeben, welcher ko-
variante Index mit welchem kontravarianten kontrahiert werden soll.
Nehmen wir z.B. ein Tensorfeld T% und verlangen, dass der erste der
oberen mit dem dritten der unteren Indizes kontrahiert werden soll, dann

bedeutet dies, dass in der Funktion
T3 (o) 02 Vi, Vi, V3)

die Einsform o' und das Vektorfeld V5 kontrahiert werden sollen,

n—1n—1

o' (V) =Y w0,V dx“(av)—Za) Vit

n=0v=0

Aus dem Tensorfeld T% wird dabei ein Tensorfeld mit » =1 und s = 2,
C; (T%) € T%(M ). Berechnet man dieses neue Feld in Koordinaten, so
sind seine Entwicklungskoeffizienten

(CQTZ) () = (CIT3) (", 85, 8,
n—1

n—
:Zﬁmum%%M=Z%m-
A=0 =

In Komponenten sind die Rechenregeln dieselben wie in der Speziellen
Relativitétstheorie: Man verjiingt die Koeffizienten in einer invarianten
Weise, indem man einen der oberen gleich einem der unteren Indizes
setzt und iiber alle Werte summiert.

Fiir Tensorfelder kennen wir jetzt die Addition (nur Tensorfelder
gleichen Typus’ konnen addiert werden), die Multiplikation (das Tensor-
produkt (6.31)), die Kontraktion und die §(M )-Multilinearitdit in allen
Argumenten. Um den Tensorkalkiil vollstindig zu machen, fehlt noch
eine Vorschrift, wie Tensorfelder in einer universellen Weise abzulei-
ten sind. Die Lie-Ableitung zum Beispiel ist — qualitativ gesprochen —
eine Regel, die es erlaubt, ein geometrisches Objekt entlang des Flusses
eines Vektorfeldes abzuleiten, und die gleichermafen auf Funktionen,
Vektorfelder, Einsformen oder Tensorfelder (r,s) noch allgemeinerer
Art wirkt. Hier geht es darum, die konkreten Rechenregeln fiir jede
solcherart definierte Ableitung aufzustellen und zwar sowohl in koor-
dinatenfreier Form als auch in Kartendarstellungen und Komponenten.
Eine solche Derivation wird generell mit dem Symbol D bezeichnet,
ist aber so zu verstehen, dass ihre explizite Form vom Typus (r, s) des
Tensorfeldes abhingt, auf das sie wirkt.
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Definition 6.8 Tensorderivation

Eine Tensorderivation D ist eine Abbildung von Tensorfeldern, die
den Typus (r, s) nicht dndert,

D=D; : T(M)— T.(M), (6.38)
und die folgende Eigenschaften hat:
(i) Mit S und T zwei beliebigen, glatten Tensorfeldern gilt
DESRT)=(DS)®T+SX (DT) , (6.39a)
(Leibniz-Regel),
(i) Die Derivation vertauscht mit jeder moglichen Kontraktion,

D (C(T)) =C (DT) . (6.39b)

Bemerkungen

1. Da die Rdume der Derivationen und der Vektorfelder isomorph sind,
gibt es zu D ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld V e ’S(l) derart,
dass Dg = Vg fiir alle g € F(M) gilt.

2. Das Tensorprodukt einer Funktion g mit einem Tensorfeld T’ mit
(r, s) # (0, 0) ist das gewohnliche Produkt, g ® T = gT%.

3. Mit g einer Funktion und T} einem (r, s)-Tensorfeld hat die Leibniz-
Regel die Form D(gT}) = (Dg)T; + gDT;. Das Symbol D bedeu-
tet auf der linken Seite und im zweiten Term der rechten Seite D],
im ersten Summanden der rechten Seite dagegen 508 .

Wir kehren noch einmal zur Definition 6.6 zuriick, in der die
Auswertung von T} auf beliebigen r Einsformen und s Vektorfeldern
vorkommt. Setzt man in diese Formel Koordinatenzerlegungen

o =) o udet, V=) Vi,
auf einer Karte ein, so ist
T;(a)l,... L' VL. ,Vs)
_ . 1 V1 V.
=Y oy, e, VTV

Auf der rechten Seite wird iiber alle Indizes summiert, je ein kovarian-
ter wird mit je einem kontravarianten Index kontrahiert. Deshalb steht
rechts eine kombinierte Kontraktion des Tensorprodukts

T Qw' ® -0 @VI®---®V,

Bildet man nun die Derivation & dieses Tensorprodukts und verwendet
die Leibniz-Regel (6.39a), so gibt dies eine Summe von Termen, in de-
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nen P sukzessive ,,nach rechts* wandert und auf jeden der Faktoren des
Tensorprodukts einmal wirkt. Nach Voraussetzung (6.39b) vertauscht O
mit allen Kontraktionen. Somit folgt die fiir die Praxis wichtige Formel

Berechnung einer Tensorderivation

!D[T;(wl,...,a)r,Vl...,Vs>]

= (DT} (o', ' Vi, V)

,
—|—ZT§(wl,... (D), . . oV, ,Vs>
i=1

+XS:T; (a)l, W Vi DV, . ,vs) (6.40)
k=1

Auf der linken Seite dieser Gleichung wird & auf eine Funktion ange-
wandt, hier steht also !Dg . Im ersten Summanden auf ihrer rechten Seite
wirkt die Derivation als &}, in der zweiten Gruppe von Summanden als
,,’D?, in der dritten Gruppe als [Dé.

Die Bedeutung von (6.40) liegt unter Anderem darin, dass man
daraus die explizite Form der Derivation &/ fiir >0 und s > 0 er-
schlieBen kann, wenn man nur schon ihre Wirkung auf Funktionen und
auf Vektorfelder kennt. In der Tat, kennt man :Dg und ;Dé, so folgt 3)?
aus (6.40): Fiir eine beliebige Einsform w und jedes Vektorfeld V gibt
diese Gleichung

(Dw) (V) =D (w(V)) —w (DV) . (6.40a)

Auf der linken Seite steht die gesuchte Derivation D?, im ersten Term
der rechten Seite wird eine Funktion abgeleitet, d. h. hier steht ;’Dg , der
zweite Term enthilt die Derivation von V, hier steht also ;’Dé.

Ein wichtiger Spezialfall der Gleichung (6.40) ist gegeben, wenn
man sie auf ein Tensorfeld S! anwendet. Mit einer Leerstelle anstelle
des ersten Arguments ist S} (-, Vi,...,Vy) ein Vektorfeld und (6.40)
gibt

D (SS1 CVisee. Vs)) (6.40b)
=DS) . Vi, V) + Y SC VL (DVi), .., Vo)
i=1

Bevor hier ein Beispiel fiir eine Tensorderivation ausgefiihrt wird, zi-
tiere ich einen wichtigen Hilfssatz, dessen Beweis man z. B. in [O’Neill
1983] findet.
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Konstruktionssatz fiir Tensorderivationen

Es seien ein Vektorfeld V € Q(l)(M ) und eine R-lineare Funktion
3 : T(l)(M ) —> T(l)(M ) gegeben, die fiir alle Funktionen f € (M)
und alle Vektorfelder X € ‘Z(l)(M ) die Eigenschaft

8(fX) = (V) X+ f8(X) (6.41a)
hat. Dann existiert eine eindeutig festgelegte Tensorderivation D, fiir
die

D=V :FM)— F(M) und (6.41b)

D=5 ThM) - Thm) gilt. (6.41c)

Beispiel 6.7 Lie’sche Ableitung

Eine in Physik und Geometrie wichtige Tensorderivation ist die Ablei-
tung entlang des Flusses eines gegebenen Vektorfeldes V. (Siehe auch
Band 1, Abschn. 5.5.5 und 5.5.6.)

Definition 6.9 Lie-Ableitung

Fiir jedes feste Vektorfeld V e T(IJ(M ) werde die Wirkung der Lie-
Ableitung Ly auf Funktionen f € §(M) und auf Vektorfelder X €
T(l)(M ) durch folgende Gleichungen definiert

Ly(f)=Vf firalle feFM), (6.42a)
Ly(X)=[V, X] fiir alle X € T\(M) . (6.42b)

In Worten ausgedriickt, soll die Lie’sche Ableitung Ly auf eine Funk-
tion angewandt gleich der Wirkung des festen Vektorfeldes V auf diese
Funktion sein. Wendet man sie auf ein Vektorfeld X an, so soll dies
den Kommutator von V mit X ergeben, [V, X] = VX — XV. Im ersten
Fall (6.42a) ist Vf wieder eine Funktion, im zweiten Fall (6.42b) ist
[V, X] wieder ein Vektorfeld.

Die folgende Berechnung der Wirkung von Ly auf das Vektorfeld
fX, f eine Funktion, X ein beliebiges Vektorfeld, zeigt, dass die Lie-
Ableitung die Voraussetzung (6.41a) des Konstruktionssatzes erfiillt:

Lv(fX)=[V, fX]=VfX — fXV
=(VHX+ fVX—fXV=(f) X+ f[V, X]
= (V) X+ fLyX = Ly(f/)X+ fLyX .

Beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile wurde die Produktregel
fiir die Wirkung des Vektorfeldes V auf (fX) benutzt.



6.3 Raumzeiten als glatte Mannigfaltigkeiten

Gleichung (6.40a) liefert die Wirkung der Lie-Ableitung auf eine be-
liebige glatte Einsform,

(Lyw) (X) =Ly (wo(X)) —w (Ly X)
=V (X)) =V, X]) . (6.43)

Es ist jetzt nicht schwer, die soeben erhaltenen, noch ganz koordi-
natenfreien Formeln in lokalen Karten auszudriicken. In einer Karte
(i, U;) und bei Verwendung der Summenkonvention seien V = v*9,,
W = w"0, zwei Vektorfelder und w = w, dx? eine Einsform. Dann ge-
ben die Definitionsgleichungen (6.42a) und (6.42b)

Ly f=v"o.f, (6.442)
LyW = [v"8,, w'dy] = {v" (Bw") —w" (@,0")} 3y, (6.44b)
Lyow = {v" (dywo) + oy (050")} dx” . (6.44c)

In (6.44a) steht wie erwartet die Richtungsableitung der Funktion f
in Richtung von V. In der Herleitung von (6.44b) ist ausgenutzt, dass
die Basisfelder kommutieren, [d,,, d,] = 0. Gleichung (6.44c) schliel3-
lich erhdlt man, wenn man zunéchst die Wirkung von (Lyw) auf ein
beliebiges Vektorfeld W ausrechnet,

(Lyw) (W) =V (o(W)) —w ([V, W])
=v"9, (a)gwa) —wy (v"a(,w“ - w"agv“)
= v’ (8,0s) + w’ w) (35 vH)

und dieses sodann wieder herausnimmt.

Bemerkungen

1. Fiir Basis-Vektorfelder bzw. Basis-Einsformen in einer Karte verein-
fachen sich diese Formeln zu

Lyd, =[V. 8] =~ (8u0") 0y, (6.45a)
Ly de* = (9,0") dx" . (6.45b)

2. Gleichung (6.45b) ist — in koordinatenfreier Schreibweise — in der
Formel

Lydf=d(Lyf) (6.46)
enthalten. Diese beweist man leicht, wenn man fiir Vektorfelder X

und Funktionen f die Gleichung X f = d f(X) benutzt.

Es bleibt noch die Lie-Ableitung fiir beliebige Tensorfelder in Ko-
ordinaten einer Karte zu notieren. Geht man von der allgemeinen
Formel (6.40) fiir ein Tensorfeld T} € T (M) aus und setzt dort die Dar-
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stellung (6.32) bzw. (6.33) ein, so erhilt man
(LVTZ)/:ll_..”Mr — U)L (a)\tﬂl-..ur)

Vg V1V

R () =~ )

@) A (0,07) L (6.47)
Man beachte dabei, dass (6.40) nach dem ersten Summanden ihrer rech-
ten Seite aufgelost wird und dass man die Formeln (6.44a), (6.45a) und
(6.45b) einsetzen muss. Man bestitigt leicht, dass die Formeln (6.44b)
und (6.44c) als Spezialfille in (6.47) enthalten sind.

Der Konstruktionssatz hat ein wichtiges Korrolar:

Vergleich zweier Tensorderivationen

Wenn die Tensorderivationen £; und £, auf den glatten Funktionen
$(M) sowie auf den glatten Vektorfeldern ‘Z(l)(M ) tibereinstimmen,
so sind sie gleich, D = D».

6.4 Paralleltransport und Zusammenhang

In diesem Abschnitt lernt man, wie Vektoren parallel verschoben wer-
den konnen und wie man geometrische Objekte in kovarianter Weise
ableiten kann, wenn die Raumzeit gekriimmt ist. Das wichtigste Hilfs-
mittel hierfiir ist ein Zusammenhang, (auf Englisch heif3t er connection),
fiir den es in der semi-Riemann’schen Geometrie eine ausgezeichnete
Wahl gibt. Wir beginnen mit einer Zusammenfassung der Eigenschaften
des metrischen Feldes, Definition 6.7.

6.4.1 Metrik, Skalarprodukt und Index

Das metrische Feld g, s. Definition 6.7, ist am Punkt x € M eine Ab-
bildung
g:TMxT,M—>R:v,w— g (v,w),

wo g, (v, w) = gy (w, v) ist. Da g und somit auch g(v, w)|, (bei allen
x) nicht ausgeartet ist, definiert die Metrik ein Skalarprodukt auf dem
Vektorraum 7, M. Dieses notiert man als g,(v, w) oder auch in der
,,bra®“- und , ,ket“-Notation,

(vw) =gy(v,w), v,weT M. (6.48)

Auch global gibt es das Skalarprodukt zweier Vektorfelder V und
W, das ebenfalls mit dem Symbol (V|W) bezeichnet wird. An jedem
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Punkt definiert diese Funktion das Skalarprodukt (6.48). Es gilt folgende
Aussage

Metrische Aquivalenz

Uber einer metrischen Mannigfaltigkeit sind die Riume X(M) =
T(l)(M ) und X*(M) = T(I’(M ) isomorph oder, wie man auch sagt,
metrisch dquivalent. Dabei wird dem Vektorfeld V e T(l)(M ) die
Einsform w € T?(M ) zugeordnet, fiir die

w(W) =(VIW) fir alle W e ‘Z(l)(M) (6.49)

gilt. Diese Zuordnung V <— w ist der angegebene Isomorphismus.

In Karten ist der Isomorphismus (6.49) leicht anzugeben. Bei Ver-
wendung der Summenkonvention ist

w=w,x)dx", V=g"w,(x)d,, (6.50)

worin g*"(x) die Inverse von g,,(x) bezeichnet. Dies priift man durch
folgende Rechnung nach

(Vlds) = guku(x) (0v]05) = guvgvawu(x)
= ‘Sgw,u (%) = w5 (x) = w(95)(x) .

Die Existenz einer Metrik bedeutet auch, dass man entscheiden kann,
wann zwei Tangentialvektoren orthogonal sind. Man sagt, v € 7y M und
w € Ty M seien orthogonal, wenn g, (v, w) =0 ist.

Die Metrik von semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten zeichnet
sich durch einen nichtverschwindenden Index aus. Er ist genau so de-
finiert wie der Index einer Bilinearform, Gleichung (5.10). Wird die
Metrik auf einen Punkt x € M eingeschrinkt, dann wirkt sie in der Tat
wie eine reelle Bilinearform auf dem Vektorraum 7, M. Der Index ist
somit die Kodimension des grofiten Unterraums von 7y M, auf den ein-
geschrinkt g,,,(x) definit ist, positiv-definit oder negativ-definit.

Eine metrische Mannigfaltigkeit (M, g), die einen konstanten, nicht-
verschwindenden Index besitzt, nennt man generell semi-Riemann’sche
Mannigfaltigkeit. Fiir die Beschreibung der Raumzeit der Dimension n
will man nur eine Zeitrichtung, aber n — 1 Raumrichtungen zulassen, in
Symbolen also TeM ~ R x R"~!. Der groBte Unterraum R*~!, auf dem
die Metrik bei dieser Wahl definit ist, hat die Dimension (n — 1), der
Index ist somit

v=n—m—-1)=1.

Man spricht bei diesen speziellen Verhéltnissen, d. h. eine Zeitachse und
(n — 1) Raumachsen, auch von Signatur oder, ausfiihrlicher, Minkowski-
Signatur. Eine Mannigfaltigkeit (M, g) mit dim M > 2, fiir die v =1 ist,
heil3t Lorentz-Mannigfaltigkeit.

Man studiert Allgemeine Relativititstheorie durchaus auch auf 1+ 2,
144 oder noch hoheren Dimensionen, nicht immer nur auf den physi-
kalischen 1+ 3 Dimensionen.
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6.4.2 Zusammenhang und kovariante Ableitung

Will man ein glattes Vektorfeld X = X*(x)d,, das auf M =R" defi-
niert ist, vom Punkt x € R” in Richtung des Tangentialvektors V € T, M
parallel verschieben, dann bietet sich eine einfache und natiirliche Vor-
schrift an: Man lasse V bei x auf die Komponentenfunktionen X*(x)
wirken und verwende die daraus entstehenden Funktionen V(X*)|., um
den transportierten Vektor V(X*)d, zu bilden,

n—1
VIXM)3, =Y V(XM)9, = V¥ (x)
n=0

oxX*
P 0 =: Dy(X). (6.51)

Es entsteht dabei ein neues Vektorfeld, das man mit Dy (X) oder kiirzer
Dy X bezeichnet. Man nennt Dy X die natiirliche kovariante Ableitung
von X beziiglich des vorgegebenen Vektorfeldes V. In diesem Fall, d. h.
immer noch iiber einem Euklidischen oder semi-Euklidischen Raum, hat
die kovariante Ableitung folgende Eigenschaften:

Wendet man Dy auf eine Linearkombination von Vektorfeldern an,
so gilt offensichtlich

Dy (c1X1+c2X2) =c1Dy(X1) +c2Dy(X2) . (6.52a)

Ersetzt man V durch eine Summe V| + V, oder multipliziert man V mit
einer Funktion f, so gilt

Dw,+v,))X =Dy, X+ Dy, X, D(fv)(X) = fDy(X) . (6.52b)

Multipliziert man dagegen das Vektorfeld X, auf das Dy wirken soll,
mit einer Funktion g, so ist in (6.51) die Produktregel anzuwenden, d. h.
es gilt

Dy (gX) = (Vg) X + gDy (X) . (6.52¢)
In der Formel (6.52c) wird die Produktregel

a(gXH) _ B_gX” axXH

axV axV axV
bzw. die Regel (6.21b) benutzt.

Auf einer Mannigfaltigkeit mit Kriimmung gilt die einfache For-
mel (6.51) nicht mehr, die kovariante Ableitung ist nicht mehr auf
natiirliche Weise definiert. Im Gegenteil, die Tangentialrdume 7, M und
T M an zwei Punkten x und x” # x sind disjunkte Vektorrdume, deren
Elemente nicht ohne weitere Hilfsmittel verglichen werden kénnen. Mit
anderen Worten, die Parallelverschiebung ist im allgemeinen Fall nicht
auf eine offensichtliche Weise gegeben, sondern erfordert eine zusitzli-
che Vorschrift, wie sie zu bewerkstelligen sei. Oder noch einmal anders
ausgedriickt, es gibt viele Mdoglichkeiten, einen bei x gegebenen Tan-
gentialvektor parallel zu verschieben! Es ist eine Frage an die Physik
der Gravitation, ob sie einen Zusammenhang auszeichnet, der mit dem
Aquivalenzprinzip vertriglich ist.
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Man betrachte die drei GroBkreise auf der S2, die in Abb. 6.8 einge-
zeichnet sind, sowie einen Tangentialvektor v4 im Punkt A. GroBkreise
sind Geoditen auf der 2. Nun transportiere man den Vektor einmal ent-
lang des Weges (a) + (b), das andere Mal entlang des Weges (c), in
einer Weise, dass er mit der Tangenten an die jeweilige Geodidte immer
denselben Winkel einschlieft. Dies ist hier die Vorschrift, die den Zu-
sammenhang festlegt.

Kommt v parallelverschoben bei N an, so hat er fiir die Wege (a) + (b)
bzw. (c¢) unterschiedliche Richtungen vj\‘f)“b) bzw. v, Dieser Unter-
schied ist ein Indiz und ein Mal} fiir die Kriimmung der zu Grunde
liegenden Mannigfaltigkeit. (Um genauer verfolgen zu konnen, wie die
Vorschrift der Parallelverschiebung auf v4 arbeitet, zerlege man v4 in
eine Komponente tangential zum GroBkreis (a) und eine Komponente
tangential zum GroBkreis (c). Diese Komponenten sind leicht zu ver-
folgen.)

Abb. 6.8. Ein Tangentialvektor v4 wird
vom Punkt A ausgehend auf zwei ver-
schiedenen Wegen, aber immer entlang
von GroBkreisen zum Punkt N parallel
verschoben. Kommen dabei zwei ver-
schiedene Bilder heraus, so ist dies ein
Hinweis auf die Kriimmung der Man-
nigfaltigkeit M = S?
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Das Symbol D, ohne den Index V, bezeichnet einen linearen Zu-
sammenhang, auf Englisch connection genannt, der zwei Vektorfelder,
namlich V und X, auf ein neues Vektorfeld, niamlich Dy (X), abbildet.
Am Beispiel der flachen Mannigfaltigkeit, mit dem wir begonnen haben,
sieht man, dass er die folgenden Eigenschaften haben muss

Definition 6.10 Zusammenhang

Ein Zusammenhang D ist eine Abbildung
D:XM)xXWM)—>X(M), (6.53)

die folgende Eigenschaften hat: In ihrem ersten Argument ist sie
§(M)-linear, d.h.

Dy, +v,(X) = Dy, (X) + Dy, (X) , (6.54a)
Dvy(X) =g (Dy(X)) , geF(M). (6.54b)

In ihrem zweiten Argument ist sic nur R-linear, aber erfiillt die
Leibniz-Regel,

Dy (c1X1+c2X2) =c1Dy(X1) +c2Dy(X2) (6.55a)
Dy(fX)=(Vf)X+ fDy(X), (6.55b)

mit V, X, X1, Xo € X(M) und g, f € F(M).

Bemerkungen

1. Es ist wichtig sich klar zu machen, dass ein Zusammenhang durch
die Postulate (6.54a)—(6.55b) i. Allg. nicht festgelegt wird. Weitere
Forderungen sind erforderlich, um ihn eindeutig zu definieren. Ein
,,Wunder der Riemann’schen und der semi-Riemann’schen Geo-
metrie ist es, dass es genau einen Zusammenhang gibt, der als
Tensorderivation auf die Metrik g angewandt, Null ergibt und der
verschwindende Torsion hat (s. (6.59) weiter unten). Die zusitzliche
Forderung ist dabei somit Dg = 0. Man sagt dieser spezielle Zusam-
menhang sei metrisch.

2. Die kovariante Ableitung Dy ist eine Tensorderivation im Sinne der
Definition 6.8, sie ist also typerhaltend. Tensorfelder vom Typus
(r, s) werden wieder auf solche abgebildet. Die Abbildung D alleine
geht dagegen vom Typus (r, s) zum Typus (r, s+ 1), D : TC — T7 .

3. Die Parallelverschiebung ist dann bekannt und berechenbar, wenn
sie fiir alle Basis-Vektorfelder bekannt ist. Setzt man V =9, und
X =0,, so ist Dy(X) wieder ein Vektorfeld, das sich lokal nach
Basis-Feldern entwickeln lésst,

Dy, (8v)=F,fv(x)8g, w,v=0,1,...n—1. (6.56)
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Auf der rechten Seite ist wieder die Summenkonvention zu verstehen,

d.h. es wird iiber o von O bis (n—1) summiert. Die Koeffizienten

I /fv(x) sind Funktionen und werden Christoffel-Symbole des Zusam-

menhangs D genannt.

4. Es ist instruktiv, die kovariante Ableitung Dy (X) in Koordinaten
auszurechnen. Das Vektorfeld X = X°(x)d, kovariant nach dem
Basis-Vektorfeld o, abgeleitet, ist

3X° (x)
DaM (X" (x)ag) = {—8)(“ + F,gv x) X" (x)} 0y - (6.57a)
Ist V = V#(x)9, die Koordinatendarstellung von V, so ist
X’
Dy(X) = V" (x) { - el +ng(x)X“(x)} s . (6.57b)
X

Der Vergleich mit (6.51) zeigt, dass die Christoffel-Symbole auf ei-
ner flachen Mannigfaltigkeit M = R" gleich Null sind.

5. Niitzlich ist die folgende, vielfach verwendete Notation fiir Ablei-
tungen: Die gewohnlichen Ableitungen, die auf flachen Mannigfal-
tigkeiten schon den Paralleltransport beschreiben, werden oft durch
ein Komma

x° X7 (x)
s oxM
abgekiirzt. Die Koordinatenausdriicke fiir die kovariante Ableitung
bezeichnet man dagegen hiufig mit einem Strichpunkt

0X7 (x
X‘;’u = Tl(‘) + F;UX”(x) . (6.57d)
Diese Art der Ableitung tritt auch im R” bei Verwendung krummli-
niger Koordinaten auf.
6. Diese Formeln zusammen mit dem allgemeinen Koordinatenaus-
druck (6.33) fiir Tensorfelder geben niitzliche Formeln fiir die kova-
riante Ableitung von Tensorfeldern. Aus (6.57b) folgt

Dy (0,) = V“F/‘jgaU .
Die Wirkung auf eine Basis-Einsform berechnet man aus (6.40),
Dy (dx")(9p) = Vdx"(9p) — dx* (Dv(35)) = —VH I, .

Der erste Term auf der rechten Seite verschwindet, weil dx%(9y)
eine Konstante ist, die Null ergibt, wenn man V darauf anwendet.
Im zweiten Term ist die vorhergehende Formel eingesetzt und die
Dualitdt dx*(d,) =487 benutzt worden. Mit der Koordinatendarstel-
lung (6.33) und mit (6.40) nach dem ersten Term der rechten Seite
aufgelost, ergibt sich folgende niitzliche Formel

(6.57c)

[ R Y /P 7 K1 fO2... Ly H2 (103 ... Ly
V] Vg 0o tvl...vs o [ + Fpa tvl...vs + Fpa tvl...vs +.o..

— [T et _pT ot (6.57¢)

pv1 “Tvy..LVg PV “V1TV3.LLYg
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Auf der linken Seite steht der Strichpunkt — wie in der vorhergehen-
den Bemerkung definiert — fiir die kovariante Ableitung, auf der rechten
Seite steht das Komma fiir die gewohnliche partielle Ableitung. (Uber
doppelt vorkommende Indizes ist zu summieren.)

Zwei Beispiele mogen diese etwas uniibersichtliche Formel illustrieren.
Fiir ein Tensorfeld A vom Typus (2, 0), dessen Komponenten wir mit
AMV(x) bezeichnen, gilt

wo
AT = ARV ot Flﬁﬁ,A"” + 1"/;’TA“f . (6.57f)
Fiir ein (0, 2)-Tensorfeld B mit den Komponenten B, gilt
Buv.p=Buv,p— F;uBm, - F;,BM . (6.572)

7. Auf Funktionen wirkt die kovariante Ableitung nach V wie die Rich-
tungsableitung (s. auch die erste Bemerkung zur Definition 6.8),

Dy(f)=Dv)y (fH=V(f), feFM). (6.58)

Die Wirkung auf Funktionen und auf Vektorfelder, wenn sie denn
festliegt, bestimmt auch die Wirkung auf Einsformen, s. (6.40a).
Aufgrund des Konstruktionssatzes ist die kovariante Ableitung somit
eine Tensorderivation und kann auf Tensorfelder (r,s) angewandt
werden, darunter auch auf die Metrik g € Tg(M ). Hiervon werden
wir gleich Gebrauch machen.

6.4.3 Torsions- und Kriimmungs-Tensorfelder

Zu jedem linearen Zusammenhang (6.53) gehort ein Torsions-Tensorfeld,
auch kurz Torsion genannt, T € Té(M ), das durch seine Wirkung auf
zwel Vektorfelder definiert wird. Dabei muss man beachten, dass ein all-
gemeines solches Tensorfeld S% auf einer Einsform und zwei Vektorfel-
dern ausgewertet wird und eine Funktion ergibt, Sé (w, X1, Xp) eS(M).
Wenn man aber anstelle der Einsform eine Leerstelle stehen lédsst, dann
ist Si(-, X1, X») wieder ein Vektorfeld.

Definition 6.11 Torsion
Jedem linearen Zusammenhang D wird ein Tensorfeld vom Typus
(1, 2) zugeordnet, das fiir alle glatten Vektorfelder X und Y durch die
Abbildung
T: X(M)xX(M)—> X(M)
X, Y—TX,Y)=Dx(Y)— Dy(X)—[X, Y] (6.59)

definiert ist. Hierbei sind DxY und Dy X die kovarianten Ableitungen
von Y nach X bzw. von X nach Y, und [X, Y] ist der Kommutator.

Dem ausgewihlten linearen Zusammenhang D wird aulerdem ein spe-
zielles Tensorfeld vom Typus (1,3) zugeordnet, das wiederum ein
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Vektorfeld ergibt, wenn man es auf drei Vektorfeldern auswertet, an-
stelle der Einsform aber eine Leerstelle lidsst. Es wird wie folgt defi-
niert

Definition 6.12 Riemann’sche Kriimmung

Zu jedem linearen Zusammenhang gibt es ein Tensorfeld vom Typus
(1, 3), das Riemann’sche Kriimmungsfeld, das durch seine Wirkung
auf drei beliebige, glatte Vektorfelder X, Y, Z € X(M) definiert ist:

R:XM)xXM)xX(M)— X(M)
:X,Y,Z+—> R(X.,Y,Z)=[Dx.Dy]Z—Dix.11Z.  (6.60)

Das resultierende Vektorfeld R(X, Y, Z) wird oft auch in der Form
R(X, Y)Z oder auch RyxyZ notiert.

Bemerkungen

1. Es ist nicht ganz einfach anschaulich zu machen, was das oben
definierte Torsionsfeld anschaulich bedeutet. Der Levi-Civita Zusam-
menhang, den wir weiter unten definieren, zeichnet sich dadurch aus,
dass seine Torsion verschwindet. Diese Eigenschaft ist gleichbedeu-
tend mit der Aussage, dass die Christoffel-Symbole in den beiden
unteren Indizes symmetrisch sind. Dies sieht man sofort, wenn man
in (6.59) zwei Basisfelder d,, und 0, einsetzt, die Definitionsglei-
chung (6.56) einsetzt und beachtet, dass 0, und 9, kommutieren. Es
ist

T (), ) = Dy, (3) — Da, (8) = (I, (x) = [y, () 3oy -
Wenn die Torsion iiberall gleich Null sein soll, dann folgt

re,=rg@ (gt wenn T=0). 6.61)

[\

. Das Tensorfeld (6.60), das Riemann’sche Kriimmungsfeld, ldsst sich
etwas einfacher deuten und anschaulich darstellen, wenn man es in
den Tangentialrdumen 7,y M auf Ebenen, also auf zweidimensionale
Unterrdume einschrinkt. Dann entsteht, was man eine Schnittkriim-
mung nennt, die geometrisch dasselbe darstellt wie die klassische
Gauly’sche Kriimmung einer Kurve, s. [O’Neill 1983]. Aus physi-
kalischer Sicht tritt dieses Tensorfeld auf, wenn man die relative
Bewegung auf unmittelbar benachbarten Geoditen betrachtet und die
Krifte berechnet, die Teilchen auf solchen Geoditen sich aufeinan-
der zu oder voneinander weg bewegen lédsst. Solche Krifte ,,quer zu
Bahnen freien Falls nennt man auch Gezeitenkrdfte.

Auf das Riemann’sche Kriimmungstensorfeld, in der Form wie es in
der Allgemeinen Relativititstheorie vorkommt, kommen wir in Ab-
schn. 6.4.7 zuriick und erldutern dessen Eigenschaften.
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6.4.4 Der Levi-Civita Zusammenhang

Auf Riemann’schen und semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeiten gibt es
einen besonderen Zusammenhang, der sich dadurch auszeichnet, dass
das zugehorige Torsionstensorfeld identisch verschwindet und dass er
auf die Metrik angewandt Null ergibt. Man bezeichnet ihn wie vorher
einfach mit dem Symbol D, man sollte aber im Gedéchtnis behalten,
dass ab hier dieser spezielle, nach Tullio Levi-Civita (1873-1941) be-
nannte Zusammenhang gemeint ist. Er ist wie folgt definiert

Levi-Civita Zusammenhang

Der Levi-Civita Zusammenhang ist auf einer Riemann’schen oder
semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, g) definiert,

D:XxX—X:V,Wr— Dy(W)

Er ist im ersten Argument (V) §(M )-linear, s. (6.54a) und (6.54b).
Im zweiten Argument (W) ist er R-linear, (6.55a), und erfiillt die
Leibniz-Regel (6.55b).

AuBer diesen, fiir jeden Zusammenhang zustidndigen Postulaten hat er
zwei weitere Eigenschaften, die ihn eindeutig festlegen: Die aus ihm
berechnete Torsion (6.59) ist identisch Null, d. h. es gilt

T=0, somit [V, W]=Dy(W)—Dw(V). (6.62)

AuBerdem erfiillt er die sog. Ricci-Bedingung: Fiir je drei Vektorfel-
der X, V und W gilt

X (VIW) = (Dx(V)|W) +(VIDx(W)) . (6.63)

Bemerkungen

1. Was wir hier zusammen gestellt haben ist der Inhalt eines zentralen
Theorems der Riemann’schen Geometrie: Die Forderungen (6.54a)—
(6.55b), ergidnzt um die Zusatzbedingungen (6.62) und (6.63), legen
den Zusammenhang eindeutig fest.

2. Der Levi-Civita Zusammenhang definiert eine Tensorderivation wie
wir sie in Abschn. 6.3 und speziell in der Definition 6.8 studiert
haben. Man kann daher die Ricci-Bedingung (6.63) wie folgt als Be-
dingung an die kovariante Ableitung der Metrik deuten: Wertet man
die Metrik auf zwei Vektorfeldern V und W aus, dann entsteht die
Funktion g(V, W), die man wie in (6.48) auch mit (V|W) bezeich-
net. Auf die kovariante Ableitung dieser Funktion nach X

Dx (g(V, W)) = Dx (VIW)

wende man die allgemeine Formel (6.40) an,
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Dx (VIW) =[Dx(@)](V, W)
+g(Dx(V), W) +g(V, Dx(W)) .

Auf der linken Seite steht die kovariante Ableitung einer Funktion,
im ersten Term der rechten Seite steht die Ableitung des (0, 2)-
Tensorfeldes g € ‘Ig(M ), wihrend im zweiten und dritten Sum-
manden der rechten Seite die Wirkung von Dy auf Vektorfelder
vorkommt. Auf Funktionen ist die Wirkung von Dy gleich der Wir-
kung des Vektorfeldes X auf diese Funktion, Dy (V|W) = X (V|W).
AuBlerdem sind

g (Dx(V), W)) = (Dx(V)|W) und
g(V, Dx(W)) =(V|Dx(W))

nur andere Schreibweisen fiir diese Funktionen. Die Forderung (6.63)
ist gleichwertig mit der Forderung, dass die kovariante Ableitung der
Metrik verschwinde,

(Dxg) =0 <=
X (VIW) = (Dx(V)IW) + (V|Dx(W)) . (6.64)

Die Ricci-Bedingung ist dquivalent zur Aussage, dass der Levi-
Civita Zusammenhang metrisch sei, d.h. die kovariante Ableitung
der Metrik identisch Null sei.

6.4.5 Eigenschaften des Levi-Civita Zusammenhangs

Fassen wir noch einmal in Worten die grundlegenden Eigenschaften des
Levi-Civita Zusammenhangs fest:

Der Levi-Civita Zusammenhang wird durch folgende Eigenschaften
vollstindig festgelegt:

(1) Dy (W) ist im Vektorfeld V §(M)-linear, d.h. es gelten die Re-
lationen (6.54a) und (6.54b);

(i) Im Vektorfeld W ist er R-linear, d.h. erfiillt (6.55a);

(iii) Er geniigt der Leibniz-Regel (6.55b);

(iv) Die zugehorige Torsion ist identisch Null, es gilt (6.62);

(v) Der Levi-Civita Zusammenhang ist metrisch, Dx(g) =0 oder,
was dazu dquivalent ist, er erfiillt die Ricci-Bedingung (6.64)

X (VIW) = (Dx(V)|W)+(V|Dx(W))
fiir alle Vektorfelder X, V und W.

Fiir viele Rechnungen ist eine Formel niitzlich, die aus diesen fiinf Ei-
genschaften folgt. Sie lautet folgendermafen:



336

Klassische Feldtheorie der Gravitation

Formel von Koszul

Fiir je drei beliebige Vektorfelder V, W und X und mit der ,,bracket*-
Notation, die wir schon in (6.48) bzw. (6.49) verwendet haben, gilt
2(Dy(W)|X) =V (W|X)+ W (X|V) = X (VW)
—(VI[W, X1) +(WI|[X, V]) +(XI[V, W]) .
(6.65)

Dabei ist [W, X] der Kommutator der Vektorfelder W und X, der
selbst ein Vektorfeld ist.

Beweis der Koszul-Formel: Man gruppiert die ersten drei Terme und,
davon getrennt, die letzten drei Terme auf der rechten Seite von (6.65)
zusammen und berechnet ihre Summe. Fiir die ersten drei gilt unter Ver-
wendung von (v)

V(WIX)+ W (X|V)— X (VIW)
= (Dy(W)|X) +(W|Dy (X)) + (Dw (X)|V)
+ (X[ Dw (V) = (Dx(V)IW) = (VIDx(W)) .

Die restlichen drei Terme werden unter Zuhilfenahme von (iv) umge-
formt, indem man die Kommutatoren gemif (6.62) durch Differenzen
von kovarianten Ableitungen ersetzt.

— (VIIW, X1) + (WILX, V) + (XI[V, W])
= — (VIDw(X)) +(VIDx(W)) +(W[Dx(V))
— (W|Dy (X)) +(X|Dy(W)) = (X|Dw(V)) .

Addiert man diese Zwischenresultate und beachtet die Symmetrie der
Metrik, dann heben sich alle Terme bis auf zwei paarweise weg. Es
bleiben lediglich

(Dy(W)IX) +(X|Dy(W)) =2(Dy(W)|X) ,
das ist aber die linke Seite der Relation (6.65).

Bemerkungen

1. Die Koszul-Formel (6.65) ist hilfreich, wenn man nachweisen will,
dass der Levi-Civita Zusammenhang existiert und eindeutig festliegt.
Die Eindeutigkeit ist schnell gezeigt: Nimmt man an, es gibe zwei
Zusammenhinge D’ # D, die die Formel (6.65) fiir alle Vektorfel-
der V, W und X erfiillen. Da die Metrik nicht ausgeartet ist, folgt
aus (6.65), dass fiir alle V und W auch D’V(W) = Dy (W) sein muss.
Die Existenz ist etwas aufwindiger zu zeigen: Man bezeichne die
rechte Seite der Koszul-Formel mit w(V, W, X). Hilt man V und
W fest, so ist X — w(V, W, X) eine Einsform. Da die Riume
X(M) und X*(M) isomorph sind, gibt es ein eindeutig festge-
legtes Vektorfeld Y derart, dass fiir alle X € X(M) die Gleichung
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2(Y|X) =w(V, W, X) gilt. Dieses so konstruierte Vektorfeld Y kann
man ohne Weiteres und mutig ¥ = Dy (W) nennen. Wenn man jetzt
die fiinf Axiome (i)—(v) bestitigt, dann ist die Existenz nachgewie-
sen. (Man fiihre dies aus!)

2. Aus der Koszul-Formel leitet man in wenigen Schritten eine wich-
tige Formel fiir die Christoffel-Symbole her. Dazu setzt man anstelle
der drei beliebigen Vektorfelder die Basisfelder V =4, W =9, und
X =0, ein und erhilt

2(Da,, (8,)]9p) = 3,8up + Bv&up — Dp&uuv -
Hierbei hat man die Kartendarstellung (6.35a) der Metrik

(0s107) = 8(0s, 07) = gor

verwendet und ausgenutzt, dass die Basisfelder untereinander vertau-
schen. Mit der Definition (6.56) der Christoffel-Symbole ist die linke
Seite gleich

2(Dy, (3,)|0y) =2T;,gxp (iiber T summiert) .

Diese Gleichung multipliziert man mit dem Inversen g”° des metri-
schen Tensors und summiert {iber p. Dann entsteht die Formel

1
ngzigap {augvp+avgup_apguv} . (6.66)

Die Christoffel-Symbole sind also Funktionen der ersten Ableitun-
gen der Metrik und enthalten deren Inverse. Auf einer flachen Raumzeit,
d.h. einer Mannigfaltigkeit mit konstanter Metrik, sind sie identisch
Null.

3. An der Formel (6.66) ist die Symmetrie in den beiden unteren In-
dizes p und v der Christoffel-Symbole offensichtlich, I'j, = I'7,.
Man muss dabei beachten, dass der Koordinatenausdruck (6.66)
sich auf die Basisfelder 0, bezieht, die untereinander vertauschen,
[0y, 0v] =0. Es gibt andere Moglichkeiten, eine lokale Basis zu
wihlen, z. B. ein sog. Vielbein, das ist ein auf Geodédten mitbewegtes
Orthonormalsystem, auch repére mobile genannt, dessen Elemente
nicht vertauschen.

4. Man sagt, das Vektorfeld V sei parallel, wenn seine kovariante Ab-
leitung Dx (V) fiir alle X € X(M) gleich Null ist. Auf Basisfelder
0, angewandt bedeutet dies, dass die Christoffel-Symbole messen,
inwieweit diese nicht parallel sind.

Beispiel 6.9 Zylinderkoordinaten im 3

Verwendet man im (flachen) R? krummlinige Koordinaten, dann gibt es
auch hier schon nichtverschwindende Christoffel-Symbole. Dieses Bei-
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spiel behandelt die Zylinderkoordinaten

1_ 2 _ 3_
y=r, y=¢, y=z,
deren Zusammenhang mit den kartesischen durch

x! =rcos¢, x2=rsin¢, x3=Z

gegeben ist. Fiir die Basisfelder gilt

dy1 =CoS @O, +singd,,

Byz =r (— sing 0,1 +cos ¢ 8x2) ,
8y3 =0,3.
In der neuen Basis ist der metrische Tensor
gli=g (8y1, 8y|) =cos’p g (0,1, 0,1) +sin’p g (8,2, 9,2)

+2sin ¢ cos ¢g (8x1, 3x2) =cos’p+sin*p=1,

2
82 =r",

g=1
und g;; = 0 fiir i # j. Der metrische Tensor und sein Inverser sind
g =diag(1,7%, 1), g¥ =diag(1,1/r%,1).

Setzt man diese Formeln in den Ausdruck (6.66) ein, dann sind die
nichtverschwindenden Christoffel-Symbole die folgenden

1
L 1 _
Flz—;—rzla Iyy=—r.

Als kovariante Ableitungen von Basisfeldern, die nicht gleich Null sind,
bleiben

Dy, (0p) = —rdr , Dy, (9;) = —sing 9,1 +cos ¢ d,2 = Dy, (p) -

Das Basisfeld d; = 0,5 ist natiirlich parallel. Aulerdem erwartet man,
dass die kovarianten Ableitungen Djy_(9,) und Dj_(94) gleich Null sind,
da die Basisfelder 9, und 94 sich nicht dndern, wenn man in der Rich-
tung von 9, verschiebt.

6.4.6 Geodaten auf semi-Riemann’schen Raumzeiten

In Abschn. 6.4.2 und Abschn. 6.4.4 haben wir gelernt, dass lineare Zu-
sammenhinge unter Anderem dazu dienen, Vektoren aus verschiedenen
Tangentialrdumen zu vergleichen. Besonders interessant ist es dabei
festzustellen, wann diese parallel sind. Hieran schlieB3t sich eine Defi-
nition an, die wir in der vierten der Bemerkungen im vorigen Abschnitt
vorweggenommen haben: Ein Vektorfeld V heiflt parallel, wenn die ko-
variante Ableitung Dx (V) fiir alle X € X(M) verschwindet.

Es sei a: 1 — M eine glatte Kurve auf der Raumzeit (M, g),
v € I C R; der Kurvenparameter. Dann ist o(t) wie in Abb.6.9 skiz-
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ziert eine eindimensionale Mannigfaltigkeit und Untermannigfaltigkeit
von M. Der Levi-Civita Zusammenhang, der ja auf M definiert ist, in-
duziert die kovariante Ableitung eines beliebigen Vektorfeldes Z € X (a)
auf o nach — beispielsweise — dem Tangentialvektorfeld ¢&, Z = Dg(Z).

In einer lokalen Karte kann man sowohl Z als auch & wie gewohnt
zerlegen,

Z=7"9,, &=a’0, .

Die Koeffizienten a®, 0 =0, 1, ... , n — 1, sind Funktionen, die man aus
der Zusammensetzung a® =d (¢” oa)/d 7 der Kurve « (die von I C R,
nach M geht) und der Koordinatenfunktion ¢ (die von M nach R"
geht) zu berechnen hat. Um nun Z = Dg(Z) zu berechnen, verwendet
man im Wesentlichen eine Variante der Formel (6.57b). Es ist

. dzr "

Z == ?8M+Z Da(au) .
Der zweite Term wird umgeformt, wobei man die §(M )-Linearitit von
D ausnutzt und die Definition (6.56) der Christoffel-Symbole einsetzt:

Dd(au) = D(ao3a)(8ﬂ) = aoDan (8ﬂ) = a”l“aruaf .

Nimmt man im zweiten Term noch eine Umbenennung der Summa-
tionsindizes vor und setzt a® = d (¢p” o) /d 7 ein, so folgt

o (dzr L d(gP
z={ + el O“)z“}au. (6.67)

dr P dr

Man sagt, das Vektorfeld Z sei entlang der Kurve a parallel, wenn dort
tiberall Z =0 ist.

Als Spezialfall kann man das Tangentialvektorfeld der gegebenen
Kurve betrachten, d.h. Z = &. Dessen Ableitung Z = & ist dann das
Beschleunigungsfeld. Mit dieser Uberlegung wird klar, wie man in
diesem geometrischen Rahmen Geoditen zu definieren hat. Geoditen
sind — mechanisch-physikalisch interpretiert — Kurven freien Fallens,
also Bahnen ohne Beschleunigung. Geometrisch gesehen sind Geodi-
ten Kurven extremaler Linge. Dass es hier einen engen Zusammenhang
gibt, wissen wir aus der Mechanik.

Definition 6.13 Geodaiten

Eine Geodite ist eine Kurve y : I — M, deren Tangentialvektorfeld
y parallel ist. In lokalen Karten ausgedriickt, geniigt sie den Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung

d? d(¢’oy)d(¢°oy)
w i —
a2 (o)t — 0 i

uw=0,1,... ,n—1.

0, (6.68)

N

Abb.6.9. Eine glatte Kurve o auf M
und Elemente ihrer (eindimensionalen)
Tangentialriume. Die Kurve ist selbst
eine eindimensionale Mannigfaltigkeit
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Bemerkungen

1. Im zweiten Term von (6.68) stehen eigentlich die Ableitungen der
Funktionen (¢” oy)(t) = ¢”(¥(1)), die auf R” definiert sind und
wo ¢ = (¢¥, ..., 9" D) die Kartenabbildung auf U C M ist. Da
diese Schreibweise kompliziert ist, kiirzt man sie einfach ab, indem
man ¢ (y(1)) = y°(t) setzt. Die Geoditengleichungen (6.68) neh-
men dann die einfach zu merkende Form an

F+TE 595 =0. (6.63a)

Der Punkt steht dabei fiir die Ableitung nach .

2. Betrachten wir ein massives Testteilchen, dessen Masse so klein ist,
dass es die Geometrie der gegebenen Raumzeit (M, g) praktisch
nicht #ndert. Das Aquivalenzprinzip sagt aus, dass in jedem Punkt
x € M die Bewegungsgleichung fiir freies Fallen dieselbe ist wie im
flachen Raum, d. h.

d2ym

dr?2
Abgesehen von einem Faktor ¢, den wir hier gleich 1 setzen, ist t
die Bogenlinge, fiir die dr? = guvdy*dy” gilt, oder

dy*dyY !

Suv dr dr
Man iiberzeugt sich anhand einer Rechnung (die wir hier iiber-
springen), dass die Bedingung (6.70a) mit den Differentialgleichun-
gen (6.68a) vertriglich ist.

3. Fiir ein masseloses Teilchen muss die Bewegungsgleichung genauso
aussehen wie in (6.69). Da ein solches Teilchen aber nie ein Ru-
hesystem findet und es infolge dessen auch keine Eigenzeit besitzt,
kann die Bedingung (6.70a) nicht mehr gelten. Statt dessen ersetzt
man t durch einen Parameter A, der derart gewéhlt ist, dass mit
d?y*/dA? =0 die Bedingung

dy*dy® 0
S dx
erfiillt ist. Mit anderen Worten, die Bewegungsgleichungen fiir ein
massives Testteilchen und die fiir ein masseloses Testteilchen sind
dieselben. Es dndert sich lediglich die Anfangsbedingung an diese
Gleichungen, die das eine Mal durch (6.70a), das andere Mal
durch (6.70b) gegeben ist.

4. Das Aquivalenzprinzip wird in der semi-Riemann’schen Geometrie
auf die folgende Weise erfiillt. In einem festen Punkt x e U C M
ordnet man jedem Tangentialvektor v € T, M diejenige Geodite zu,
die durch x geht und die Anfangsgeschwindigkeit v hat,

expy : TxM — M : vi— expy(v) = pp(1) . (6.71)

(6.69)

(6.70a)

(6.70b)
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Diese Abbildung wird Exponentialabbildung genannt. Betrachtet
man die Geodite zur Anfangsgeschwindigkeit v, so zeigt man, dass

expx (v) = Yy (1) = v (7)
ist. Dies bedeutet, dass die Exponentialabbildung Geraden durch den
Ursprung von T M in Geoditen auf M iiberfiihrt’, (s. Abb.6.10).
Wenn {e,} eine Orthonormalbasis auf 7, M ist, d.h. wenn (eﬂ|e,,) =
Nuv ist, und wenn exp_l(x) = ¢*(x)e,, so kann man folgendes
zeigen: Die Funktionen (goo, ... ,go”_l) bilden eine Karte fiir die
Umgebung U von x, in der

guv(X) =Ny, ng(x) =0 (6.72)

gilt. Eine solche Karte, solche speziellen Koordinaten heilen Gauf3’-
sche oder Normalkoordinaten. (Den Beweis dieser Aussage findet
man z.B. in [O’Neill 1983].)

Dieses Ergebnis ist intuitiv verstidndlich, denn entlang jeder Geodé-
ten hat die kriftefreie Bewegungsgleichung die einfache Form (6.69).
Der Vergleich mit (6.68a) zeigt, dass die Christoffel-Symbole in die-
sen speziellen Koordinaten und am Punkt x verschwinden. Seine
besondere Bedeutung liegt darin, dass das Aquivalenzprinzip hier
seinen prazisesten Ausdruck findet.

An jedem Punkt der semi-Riemann’schen Mannigfaltigkeit (M, g)
gibt es ein Koordinatensystem, an dem der metrische Tensor die Form
der flachen Metrik hat, g,,,(x) =0y, und an dem die Christoffel-
Symbole gleich Null sind, I'7,(x) = 0.

6.4.7 Weitere Eigenschaften des Kriimmungstensors

Das Riemann’sche Kriimmungs-Tensorfeld, das nach der Definition
(6.60) aufgebaut wird, mit D dem Levi-Civita Zusammenhang, hat eine
Reihe von Symmetrieeigenschaften, die wir hier zusammen stellen. Es
geniigt dabei zumeist, eine Umgebung des Punktes x € M zu betrach-
ten. Deshalb bedeuten kleine Buchstaben x, y, v usw. in den folgenden
Relationen Tangentialvektoren aus dem Raum 7,M, wihrend grofle
Buchstaben nach wie vor ganze Vektorfelder bezeichnen. Im Einzelnen
gilt

Symmetrieeigenschaften des Riemann-Tensorfeldes

Rxy = —Ryx, (6.73a)
(Ryyv|w) = — (Reywlv) (6.73b)
Ryyz+Ryx+R;y=0, (6.73¢)
(Reyv|w) = (Rywxly) | (6.73d)
(DzR) (X, Y)+ (DxR) (Y, Z) + (DyR) (Z, X) =0. (6.73¢)

Abb. 6.10. Geoditen durch den Punkt
x € M, die einen Sternbereich bilden,
und die Anfangsgeschwindigkeiten im
Tangentialraum 7y M bei x. Wihlt man
in diesem ein Basissystem, so bilden
die zugehorigen Geoditen ein Normal-
system

5 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fiir gewohnliche Differentialgleichungen
stellt sicher, dass diese Abbildung in ei-
nem Sternbereich der in Abb. 6.10 skiz-
zierten Art ein Diffeomorphismus ist.
Die Umkehrung der Exponentialabbil-
dung existiert also und fiihrt Geoditen
durch x in Geraden durch den Ursprung
von T\ M iiber.
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6 Man muss dabei die Stellung der In-
dizes beachten. Man kann auch eine
andere Definition der Koeffizienten ver-
wenden, wie dies in einigen Biichern
iiber Allgemeine Relativititstheorie ge-
schieht.

Die erste dieser Relationen ist aus der allgemeinen Definition (6.60)
offensichtlich. Die restlichen sind spezifisch fiir den Levi-Civita Zusam-
menhang, sie machen Gebrauch von der Ricci-Bedingung (6.63) bzw.
(6.64) und von der Aussage, dass die Torsion verschwindet, (6.62). Die
Beweise fiir die Relationen (6.73a) — (6.73¢) in dieser schonen, koordi-
natenfreien Form findet man z.B. bei [O’Neill 1983].

Die Relationen (6.73c) und (6.73¢e) heillen erste und zweite Bianchi-
Identitdt, respektive.

Man kann dieselben Symmetrierelationen aber auch aus einer Koor-
dinatendarstellung des Kriimmungs-Tensorfeldes herleiten. Dazu werten
wir die Definition (6.60) (mit D dem Levi-Civita Zusammenhang!) auf
drei Basisfeldern aus und setzen®

Rj,5,(3p) = R}, 07 . (6.74)

Die rechte Seite definiert die Koeffizienten von R, die linke Seite
kann man mittels (6.56) wie folgt ausrechnen: Unter Beachtung von
[0, 9y] =0 und mit Verwendung von (6.57a) (mit X% = 8%) ist
Ry,5,(3p) = Dy, (D, (p)) — Dy, (Dy, (3,))
=0, L5005 + Iy, 1 0r — (1 <> v)

o po Tt
= {0y, + T Iy — ()} o . (6.75)

Daraus folgt durch Vergleich mit der Definition (6.74)

Der Riemann’sche Kriimmungstensor in Koordinaten:

R;szBMFJP—BVFJKJ—FFJUFZ)—FJOFEP. (6.76)

Bemerkung

Wihrend die Christoffel-Symbole nur von der inversen Metrik und den
ersten Ableitungen der Metrik abhingen, zeigt die Formel (6.76), dass
der Riemann’sche Kriimmungstensor von den ersten und zweiten Ablei-
tungen der Metrik bestimmt wird. Das Aquivalenzprinzip sagt, dass die
ersten Ableitungen der Metrik in Gauf’schen Koordinaten im Punkt x
verschwinden, es sagt aber nicht aus, dass auch jede Kriimmung ver-
schwindet! Physikalischer ausgedriickt heifit dies, dass die Bewegung
eines Testteilchens entlang einer Geoditen lokal wie freies Fallen im
flachen Raum aussieht, benachbarte Geoditen sind aber i. Allg. nicht
parallel, sondern ziehen sich an oder stoflen sich ab.

Diesen Unterabschnitt beschlieBen wir mit einer Bestimmung der
Zahl unabhingiger Eintrige des (1, 3)-Tensors R; , anhand seiner
Symmetrieeigenschaften. Eine Moglichkeit dies zu tun, wire die eben
erhaltene Formel (6.76) in der Form g, R} o = Rjpuv unter Verwen-
dung der Koordinatenformel (6.66) durch erste und zweite Ableitungen
der Metrik allein auszudriicken. An dem so erhaltenen Ausdruck fiir



6.4 Paralleltransport und Zusammenhang

R;.puv liest man die Symmetrien in den Indizes ab. (Dies ist eine
lehrreiche Ubungsaufgabe!) Hier benutzen wir statt dessen die Symme-
trieeigenschaften in der Form (6.73a)—(6.73e).

Mit Hilfe der Koordinatenformel (6.74) lassen sich Ausdriicke wie
R, (z) ausrechnen und nach den Komponenten der drei Tangentialvek-
toren entwickeln. Es ist z. B.

(nyz|w) = RO
wobei der erste Index an R mit dem metrischen Tensor nach unten ge-
zogen wurde. Die erste Relation (6.73a) sagt aus, dass der (0, 4)-Tensor
Ropuy unter p < v antisymmetrisch ist. Die Relation (6.73d) sagt aber,
dass sich nichts dndert, wenn man das Paar (u, v) mit dem Paar (o, p)
vertauscht. Somit ist Ry, auch unter o <> p antisymmetrisch. Dies ist
auch die Aussage von (6.73b). Man notiert diese Antisymmetrien oft
mit eckigen Klammern,

v v o
xty Pwe = Rap,uvay Pw?,

Rioplipv -
Die erste Bianchi-Identitét (6.73c), in Koordinaten ausgeschrieben, gibt

RT (pruyv +xPyrz + yPZMxV)

Py
=z"xy’ (R;MV TRy +R5pﬂ) =0.
Da dies fiir alle Tangentialvektoren bzw. Vektorfelder gilt, ist die
Summe tiiber die zyklischen Permutationen der Indizes (p, i, v) von

R? ,, und ebenso von R, gleich Null,

PV
T T T _
Rpuv+Ruvp+Rva—0 bzw.

Rrpp,v + Rr,u,v,o + Rrvpu =0. (6.77)

Jetzt kann man wie folgt abzdhlen: In Dimension n bedeutet die
Antisymmetrie [, v] in den Indizes p und v aus dem Wertevorrat
O,1,...,n—1), dass

(Z) unabhingige Komponenten

vorliegen. Dieselbe Aussage gilt fiir die Antisymmetrie [z, p]. Ein vier-
fach indizierter Tensor Rjspj,y; mit diesen Antisymmetrien hat somit

zunichst (;)2 unabhingige Komponenten. Hiervon ist aber noch die
Anzahl der Bedingungen (6.77) abzuziehen. Fiir ein festes t gibt es
(g) Moglichkeiten das Tripel (p, u, v) zu wihlen. Insgesamt, d.h. fiir
t=0,...,n—1, sind in (6.77)

n
n
3
Bedingungen enthalten. Zieht man die Zahl der Nebenbedingungen von

der Zahl unabhingiger Komponenten ab, so ergibt sich die Anzahl Ng
unabhéngiger Eintrige des Riemann’schen Kriimmungstensors

n\? n I 5 5
NR:<2) —n<3)zﬁn n“—1). (6.78)
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Dies ist ein interessantes Resultat:

e In Dimension n =1 ist R=0, es gibt keinen Riemann’schen Kriim-
mungstensor.
Dies mag zuniichst iiberraschen. Einer Kurve z.B. in der Ebene R?
schreibt man sehr wohl eine Kriimmung zu. Fiir den Riemann’schen
Kriimmungstensor gilt aber Ri11; =0, weil er sich nicht auf einen
einbettenden Raum (also etwa den R?) bezieht, sondern eine innere
Eigenschaft der eindimensionalen Mannigfaltigkeit M beschreiben
soll. Dort bemerkt man aber nichts von einer Kriimmung, solange es
den einbettenden Raum nicht gibt oder man ihn nicht wahrnimmt.

e In Dimension n =2 hitte ein (0, 4)-Tensor ohne Symmetrien und
ohne Nebenbedingungen 16 Komponenten, der Riemann’sche hat
gemil (6.78) aber nur eine einzige unabhingige Komponente Ri217.

e In Dimension n =3, also bei zwei Raumdimensionen und einer
Zeitachse, hitte ein beliebiger (0, 4)-Tensor 81 Komponenten, der
Riemann’sche hat nur 9-8/12 = 6 Komponenten.

e In einer Lorentz-Mannigfaltigkeit (s. Abschn.6.4.1) hat ein unein-
geschrinkter Tensor vom Typus (0, 4) schon 256 Komponenten, der
Riemann’sche Kriimmungstensor hat 16-15/12 = 20 Komponenten.

Der Riemann’sche Kriimmungstensor ,,bliiht“ mit wachsender Dimen-
sion ,,auf” und man wird nicht tiberrascht sein, wenn man erfihrt, dass
Allgemeine Relativititstheorie in 3 =2+ 1 bzw. in 4 =34 1 Dimensio-
nen recht verschiedene Figenschaften aufweisen.

6.5 Die Einstein’schen Gleichungen

Nach dieser langen Reise durch semi-Riemann’sche Geometrie fiir mog-
liche Raumzeiten und mit der Kenntnis des Energie-Impulstensors fiir
Materie und nichtgravitative Felder aus Abschn.6.2 sind wir gut da-
fiir geriistet, die in Abschn.6.1.4 aufgestellten Vermutungen und das
dort formulierte Programm konkret zu machen und in eine Theorie
der Gravitation umzusetzen. Wie dort besprochen, wihlen wir dasje-
nige Tensorfeld als Quellterme fiir die Gravitation, das Energie- und
Impulsinhalt von Materie und nichtgravitativen Feldern beschreibt. Die-
ses Tensorfeld, so wie wir es in Abschn. 6.2 iiber dem flachen Raum
aufgebaut haben, ist vom Typus (2, 0) oder, damit gleichwertig, vom
Typus (0, 2), es ist symmetrisch und erfiillt eine Divergenzbedingung.
Darauf muss man die geometrischen Bestimmungsstiicke der Theorie
abstimmen.

6.5.1 Energie-Impuls-Tensorfeld in gekriimmter Raumzeit

Das Tensorfeld T fiir Energie und Impuls wird mit folgenden Modifika-
tionen der Ausdriicke aus Abschn. 6.2 iibernommen. Die flache Metrik



Nuv ist iiberall durch den metrischen Tensor g,,(x), alle gewohnli-
chen Ableitungen sind durch kovariante zu ersetzen. Das Tensorfeld
Te T(z)(M ) ist nach wie vor symmetrisch, d.h. fiir seine Koeffizienten
gilt T*Y = T'*. Die Bedingung der Divergenzfreiheit, hat in Kompo-
nenten die Form

TH(x).,, =0=T""(x)., . (6.79a)

Koordinatenfrei kann man dies mit Hilfe der Kontraktion (s. Ab-
schn. 6.3.3) folgendermaBlen schreiben. Man bildet zunichst D(T) € S%
(was vom Typus (2, 1) ist, da nur D, aber nicht Dy wirkt!) und kon-
trahiert dann mit C} oder C% (was wegen der Symmetrie des Tensors
dasselbe ist),

divT = C] (DT) = C3 (DT) . (6.79b)

Man macht sich leicht klar, dass das Ergebnis ein Vektorfeld ist,
divT € X(M). Das Tensorfeld T hat die Komponenten 7", DT hat
die Komponenten 7", ist also vom Typus (2, 1). Erst nach der Kon-
traktion iiber einen oberen und einen unteren Index wird daraus ein
Tensorfeld mit Typus (1, 0), d. h. ein Vektorfeld.

Ganz dhnliche Formeln gelten fiir Tensorfelder B vom Typus (0, 2).
Hier ist DB € Tg und div A = C13(DB) ist vom Typus (0, 1), d. h. eine
Einsform, deren Komponenten

(divB), = g"" B0 = B', , (6.79¢)

lauten. Ein Beispiel ist die Metrik g € Sg, deren kovariante Ableitung
Dy (g) fiir alle V verschwindet,

(dng)A = glwg,u.k 24 =0.

Als weiteres Beispiel kann man die Maxwell’schen Gleichungen auf ei-
ner gekriimmten Raumzeit studieren, siche z.B. [Straumann 1981].

6.5.2 Ricci-Tensor, Krimmungsskalar und Einstein-Tensor

Aus dem Riemann’schen Kriimmungstensor R € ‘I% (M) gewinnt man
durch Kontraktion des oberen mit dem zweiten unteren Index ein sym-
metrisches Tensorfeld RRiccl) ¢ ‘Zg(M ),

Definition 6.14 Das Ricci-Tensorfeld

R®ice) .— ¢l (R) (6.80a)
dessen Komponenten durch
RRD =R, (6.80b)

gegeben sind. In lokalen Koordinaten lautet er

R = 85T, — g+ T e = To, T (6.80c)

vt ot opnt vt

6.5 Die Einstein’schen Gleichungen
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Die Kartendarstellung (6.80c) folgt aus der Koordinatendarstellung
(6.76) des Riemann’schen Kriimmungstensors.

Kontrahiert man das Ricci-Tensorfeld noch einmal, so entsteht eine
Funktion,

Definition 6.15 Der Kriimmungsskalar

Sem (e (R(Ri“i)) cFM), (6.812)

die in Komponenten der Metrik und des Ricci-Tensors ausgedriickt
werden kann,

S=g" () RPD(x) . (6.81b)

Bemerkungen

1. Der Ricci-Tensor ist symmetrisch. Dies sieht man anhand folgender
Rechnung

Ricci Ricci
RE,L vlCCI) — gar Rruav — gor R(rvr,u — R5M1cc1) )

Dabei haben wir die Paare (7, 1) und (o, v) vertauscht, wobei die
Eigenschaft (6.73d) die Invarianz des Riemann-Tensors sichert.

2. Es existiert nur eine unabhingige Kontraktion des oberen mit ei-
nem der unteren Indizes des Kriimmungstensors. Jede andere als die
in Definition 6.14 gewdhlte Kontraktion liefert dasselbe Tensorfeld,
modulo ein Vorzeichen.

Wir beweisen jetzt eine einfache, aber wichtige Beziehung zwischen
der totalen Ableitung des Kriimmungsskalars und der Divergenz des
Ricci-Tensors. Die zweite Bianchi-Identitdt (6.73e) mit Basis-Feldern
Z =20, X=0,, Y =0, ausgewertet ergibt

o log o —
RTMV§P+RTVP§M+RTPM§V =0.

Setzt man jetzt o = p, summiert iiber diesen Index von 0 bis n —1,

R° +R° + R =0,

Uy ;o o ;1 oW ;v

und kontrahiert mit g™,

gt,u {RO' + R(T

UV ;0o o ;1

+ R, ] =0. (6.82)

so tritt im ersten der drei Terme eine Kontraktion des Riemann-Tensors
auf,

gru R(ryp,v — ga)»gru R)Lrp,v — _ga)»gru Rrkuv

—_ gax ( R(Ricci)) —_ ( R(Ricci))
Av

(e

v



Mit der kovarianten Ableitung nach o versehen, steht im ersten Term
daher

_ ( R(Ricci))" __ (div R(Ricci))
Vo v
Der zweite Term gibt dasselbe Resultat
gFRY, = — (div R(Ricci)) ’
’ v
wihrend der dritte Term,
gTMRgau;v = S;” ’

die kovariante Ableitung des Kriimmungsskalars ergibt. Da § eine
Funktion ist, ist allerdings die kovariante gleich der gewohnlichen parti-
ellen Ableitung, S., = S,,. Mit dieser Rechnung hat man zwei wichtige
Aussagen bewiesen. Multipliziert man die eben erhaltene Relation zwi-
schen den partiellen Ableitungen von S und der Divergenz des Ricci-
Tensors mit dx”, dann besagt sie, dass die duere Ableitung des Kriim-
mungsskalars gleich zwei Mal der Divergenz des Ricci-Tensors ist:

dS = 2 div R®iced | (6.83)

Alternativ, aber dquivalent hierzu ist die Aussage, dass das

Definition 6.16 Einstein-Tensorfeld

a1
G := RRice) _ 58S (6.84)

symmetrisch und divergenzfrei ist. In der Tat, es ist

(diV(gS))M =g (gO'/LS);t =87 gouS:t -

Im letzten Schritt dieser Gleichungen haben wir ausgenutzt, dass der
Zusammenhang metrisch ist, d. h. dass g, ;; =0 ist.

Das Einstein-Tensorfeld (6.84) hat dieselben Eigenschaften wie das
Energie-Impuls-Tensorfeld der Materie und nichtgravitativen Felder: Es
ist symmetrisch und seine Divergenz ist gleich Null. Andererseits ent-
hélt das Einstein-Tensorfeld G dieselbe geometrische Information wie
das Ricci-Tensorfeld. Es liegt nahe, diese beiden Tensorfelder in einer
Grundgleichung in Beziehung zu setzen.

6.5.3 Die Grundgleichungen

Die gesuchten Gleichungen, die das Energie-Impulstensorfeld als Quell-
term, das Ricci- bzw. das Einstein-Tensorfeld als Beschreibung der

6.5 Die Einstein’schen Gleichungen

347



348

Klassische Feldtheorie der Gravitation

Geometrie der Raumzeit zusammen bringen, miissen im Grenzfall fast
flacher Metrik die Newton’sche Mechanik enthalten, z. B. in der Form
der Poisson-Gleichung,

A®PN =47Go, (6.85)

wo @y das Newton’sche Potential, ¢ die Massendichte der vorhandenen
Materie und G die Newton’sche Konstante bezeichnen. Nehmen wir an,
dass der metrische Tensor nur wenig von der flachen Minkowski-Metrik
abweicht,

Guv(X) =Ny +hyy(x) mit || <1, (6.86)

und, der Einfachheit halber, dass statische Verhiltnisse vorliegen.

Fiir ein bewegtes, massives Teilchen gilt die Geoditengleichung
(6.68a) fiir u =0, 1, 2, 3. Fiir ein langsam sich bewegendes Teilchen gilt
(wir setzen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1)

dx0 dx! dx0

— 1 d —_—

drt un drt < drt

i=1,2,3.

Man kann daher die ersten Ableitungen d x’/d v gegeniiber d x°/d t ver-
nachldssigen. Die zweiten Ableitungen werden nicht vernachlédssigbar
sein, lassen sich aber aus der Geoditengleichung (6.68a) niherungs-
weise berechnen. Es ist (mit ¢ = 1)

d2x! N d2x! B ; dxttdx” ;

2~ dt2 T Mde de T
Das einzige, hier auftretende Christoffel-Symbol berechnet man in
der Niherung (6.86) in erster Ordnung in den A, und mit 7., =
diag(1, —1, —1, —1):

i Ly
F()o = Eg P {2805'0,0 - a,ogOO}
1.
~ 5’7”) {200h0,(x) — 8,h00}
1
= EaihOO(x) — dphoi (x) .

Bei stationdren Verhiltnissen ist der zweite Term auf der rechten Seite
gleich Null. Fiir die Beschleunigung folgt somit
d2 xi
dz?

Damit ist der Zusammenhang zwischen dem Newton’schen Poten-
tial &y und der Metrik im Newton’schen Grenzfall gefunden,

. 1 .
~ —F60= —Evihoo = =—V,'Q§N .

2
goo(x) = 14+2dny=1+ C—2¢N . (6.87a)



Fiir den Ricci-Tensor (6.80c) andererseits gilt im selben statischen
Grenzfall schwacher Felder (hier und weiterhin mit ¢ = 1)

3
icci : 1 1
(Ricci) i
R ~ E 0ilg==Ahgy==A =Ady.
00 if00 =75 00 ) 800 N

i=1

Alle anderen Komponenten von R®i) sind vernachlissigbar klein. Fiir
A®y kann man die Poisson-Gleichung (6.85) einsetzen.

Der Energie-Impuls-Tensor vereinfacht sich bei schwachen, statio-
ndren Feldern und fiir nichtrelativistisch bewegte Materie insofern, als
im Wesentlichen nur 7pp von Null verschieden ist. Mit den Ergebnissen
aus Abschn. 6.2 (wo dort auch ¢ =1 gesetzt wird) ist

Too~o, |Tw|<Too fiir (u,v)#(0,0),

so dass fiir den Zusammenhang zwischen Ricci- und Energie-Impuls-
Tensor folgt

RV ~ Ady ~47G Ty . (6.87b)

Das wesentliche Postulat der Allgemeinen Relativititstheorie ist das
folgende: man setzt das Einstein-Tensorfeld (6.84) proportional zum
Energie-Impuls Tensorfeld T,

G=aT, (6.88a)

und benutzt die eben gemachten Abschidtzungen des Newton’schen
Grenzfalls um die Konstante « fest zu legen. Beide Tensorfelder sind
symmetrisch und divergenzfrei,

diVG:O, diVT:O’
oder, gemil (6.79¢) in lokalen Koordinaten ausgedriickt,
GV}L;V: R(RlCCl)V}L;V_ES;)\ :0’ TV)L;V:()-

Die postulierte Gleichung (6.88a) ist allgemein kovariant. Bildet man
nun die Kontraktion beider Seiten des Ansatzes (6.88a) und beachtet,
dass die Kontraktion des metrischen Tensors gleich 4 ist,

C (g) (lokal = g""(x)guv(x)) =4,
dann folgt

CG)=C (R““CC”) — %S C(g=S5-25S=aC(T) .

Da der Kriimmungsskalar § = —aC(T) = —a Sp(T) ist, folgt fiir den
Ricci-Tensor mit der Bezeichnung g""T,,, = Sp(T)

e 1
RERiced) _ (T,w -3 Sp(T)g,w> . (6.88b)

6.5 Die Einstein’schen Gleichungen
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Im oben diskutierten Grenzfall ist hiervon nur die 00-Komponente we-
sentlich von Null verschieden und es ist

1 1
Too = 7800 (Sp(T)) > = Too - (6.88¢)

Vergleicht man (6.88c¢), (6.88b) und (6.87b), dann folgt, dass o« = 87G
sein muss. Aus dem Postulat (6.88a) und aus diesen Uberlegungen fol-
gen

Die Einstein’schen Gleichungen:

in koordinatenfreier Form

1
GI=RBiccH= 58S=87GT, (6.89)

in lokalen Koordinaten ausgedriickt

1
Gy = RV — 88 =87G Ty . (6.90)

1.

N

W

Bemerkungen

Geht man noch einmal die Formeln (6.66) fiir die Christoffel-
Symbole und (6.76) fiir den Riemann-Tensor durch, die zum Ricci-
bzw. dem Einstein-Tensor in lokalen Koordinaten gefiihrt haben,
Gleichung (6.80c), dann sieht man, dass die Einstein’schen Glei-
chungen (6.90) von der Metrik, ihren ersten und ihren zweiten
Ableitungen abhidngen. Wenn die Metrik tatsichlich das physikalisch
relevante Feld ist, dann passt diese Aussage gut in den gewohnten
Rahmen der Physik, in dem die Bewegungsgleichungen generell Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung sind.

Wir haben schon mehrfach betont, dass das Energie-Impuls Ten-
sorfeld, das als Quellterm der Einstein’schen Gleichungen auftritt,
nicht nur die gewohnliche Materie des Universums, sondern auch
alle nichtgravitativen Felder enthélt. So gehort der Beitrag eines
Maxwell’schen Feldes zu Energie und Impuls genauso dazu wie der
Beitrag von massiven, im Weltraum sich bewegenden Objekten.

. Fragt man nach der Eindeutigkeit der Einstein’schen Gleichungen,

dann bekommt man eine merkwiirdige Antwort. Fiir einen Ansatz
der Form A =a'T, wo A € ‘Zg(M ) nur von g und deren ersten und
zweiten Ableitungen abhéngen und divergenzfrei sein soll, kann man
beweisen, dass A die Form

A=G+ Ag, A eine reelle Konstante, (6.91)

haben muss, wo G das Einstein’sche Tensorfeld (6.84) ist. Die Glei-
chungen (6.89) werden abgeéndert,

G+Ag=aT. (6.92)



Die Konstante A, die hier moglicherweise auftritt, wird kosmo-
logische Konstante genannt. Natiirlich muss die Proportionalitits-
konstante o’ neu bestimmt werden, denn nur im Fall A =0 folgt
wie oben o' =87 G. Analysiert man die modifizierten Gleichun-
gen (6.92) im selben statischen und Newton’schen Grenzfall wie
oben, dann folgt fiir das Newton’sche Potential

1
ADPN =4nGo — EA . (6.93a)

Eine kosmologische Konstante A, die nicht gleich Null ist, entspricht
einer homogenen, statischen Massendichte im Universum
A

Ot =g - (6.93b)

Eine solche ,,Hintergrunddichte* muss sich experimentell bemerkbar
machen und es wird den Leser, die Leserin nicht iiberraschen, dass
die kosmologische Konstante immer wieder Gegenstand der aktuel-
len Forschung ist. Als Bemerkung in der Bemerkung sei noch darauf
hingewiesen, dass die flache Metrik g,,, = 1y, nur Losung der Ein-
stein’schen Gleichungen ist, wenn A =0 ist.

. Man konnte fragen, ob man bei Verwendung des Ricci-Tensorfeldes,
das ja als Kontraktion der Riemann’schen Kriimmung gebildet wird,
schon etwas Information iiber die Geometrie der Raumzeit ver-
schenkt hat, es womdglich noch stirkere Gleichungen zwischen
Geometrie und Materie als (6.89) gibt. Darauf kann ich nur un-
vollstindig und etwas indirekt mit der nun folgenden Bemerkung
antworten.

. Die Theorie der Gravitation, wie sie in (6.89) bzw. (6.90) enthal-
ten ist, liegt im gewohnten Rahmen einer klassischen Feldtheorie.
Nehmen wir an, die Materie, genauer die echte (massive) Materie
und das Maxwell-Feld (und moglicherweise andere Strahlungsfelder)
werde durch eine Lagrangedichte

L (Y, DY, g)

beschrieben, worin ¥ symbolisch fiir alle nichtgravitativen Felder
steht, D die mit dem Levi-Civita Zusammenhang gebildete kovari-
ante Ableitung und g die Metrik sind. Fiir das Maxwell-Feld gilt
z.B.

1
Lym = _EFquarguagw

Was die Gravitation angeht, so ist der Kriimmungsskalar aus all-
gemeinen Erwégungen ein natiirlicher Kandidat fiir eine Lagrange-
dichte. Aufgrund dieser Uberlegungen bildet man die Wirkung

//// {_WSJ“CW Dy, g)} (6.94)

6.5 Die Einstein’schen Gleichungen
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7 Eine anschauliche und wenig techni-
sche Diskussion findet man in [Rindler
1977]. In Abschn. 7.6 dieses Buches
wird die allgemeine Form der Metrik
fiir statische Felder bestimmt.

wo U ein Teilgebiet in M ist und o fiir das Volumenelement auf
M steht. Variiert man sowohl nach den Feldern i als auch nach
der Metrik g im Sinne des Hamilton’schen Extremalprinzips Ab-
schn.3.2, so gibt die Variation der Wirkung nicht nur die Bewe-
gungsgleichungen fiir die {-Felder auf der gekriimmten Raumzeit,
sondern auch die Einstein’schen Gleichungen. Die Grofie (6.94)
heilit Hilbert-Wirkung.

6. Ein direkter Vergleich der Maxwell-Theorie und der Allgemeinen
Relativititstheorie zeigt folgende interessante Analogie: Die Eichin-
varianz der Maxwell-Theorie in Wechselwirkung mit geladener Ma-
terie ist nur dann garantiert, wenn die elektromagnetische Strom-
dichte erhalten ist, s. Abschn. 3.4.2. Man zeigt, dass die Invarianz der
Hilbert-Wirkung unter allgemeinen Diffeomorphismen ¢ € Diff (M)
nur dann gilt, wenn das Energie-Impuls Tensorfeld erhalten ist, lokal
also die Gleichung 7). =0 erfiillt. Ebenso wie in der Elektrody-
namik sowohl die Maxwell-Felder A, als auch die Teilchenfelder
Y bei Eichtransformationen verdndert werden, wirkt ein Diffeomor-
phismus

{g. v} [?g=0"@. *v =¢* ¥} (6.95)

sowohl auf die Metrik als auch alle iibrigen Felder.

Die Gruppe der Diffeomorphismen Diff (M) auf der Raumzeit M
iibernimmt in der Allgemeinen Relativitdtstheorie die Rolle der Eich-
gruppe der Elektrodynamik.

7. Gleichung (6.88b) mit @« = 87G macht noch die folgende Aussage:
Wenn gar keine Materie und kein nichtgravitatives Feld vorhanden
sind, ist T =0. Im Vakuum nehmen die Einstein’schen Gleichungen
die einfachere Form

RRD =0 (6.96)

an. Dies sind die Gleichungen, die man l6sen muss, wenn man bei-
spielsweise das Gravitationsfeld auBerhalb einer punktférmigen Masse
bestimmen will.

6.6 Gravitationsfeld einer kugelsymmetrischen
Massenverteilung

Als Abschluss dieses Kapitels wird hier eine statische Losung der
Einstein’schen Gleichungen (6.96) im Vakuum diskutiert, die das Gra-
vitationsfeld im AufBenraum einer kugelsymmetrischen Massenvertei-
lung beschreibt’. Sphirische Symmetrie bedeutet, dass die Metrik unter
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(t, x) — (t, Rx) mit R € SO(3) invariant sein soll. Die Mannigfaltigkeit,
mit der die Raumzeit beschrieben werden soll, muss die Struktur

R, x RT x §? (6.97)
haben, wo $? die Einheitskugel im R3 ist und die Metrik
d2? = dd ® d +sin’ 0dop ® do (6.98)

trigt. Die Achse R, beschreibt den Raum der sog. Schwarzschild-Zeit,
R* den Raum des Schwarzschild-Radius’.

6.6.1 Die Schwarzschild-Metrik
Als Basis von Einsformen setzt man die folgende an:
X =e"Ddr, o' ="Ddr, 0’ =rdf, » =rsinfdg. (6.99)

Dabei sind a(r) und b(r) zwei zunichst noch unbestimmte Funktionen
von r allein, die man aus (6.96) bestimmt. (Sie diirfen nicht von ¢ ab-
hingen, da die Losung statisch sein soll; eine Abhéngigkeit von 6 und
¢ wiirde die Kugelsymmetrie zerstoren!)

Die Metrik, ausgedriickt durch diese Einsformen, nimmt die Gestalt

g=nwo'®e”, (nw=dagl,-1,-1,-1)) (6.100)

an. An der Basis (6.99) ist besonders bemerkenswert, dass sie ein
repere mobile, ein bewegliches Bezugssystem ist, das orthonormiert und
der Schwarzschild-Raumzeit optimal angepasst ist. Der weitere Gang
der Rechnung ist klar vorgezeichnet, wenn auch im Einzelnen etwas
miihsam, siehe z.B. [Rindler 1977], [Straumann 1981]. Man berechnet
die Komponenten des Riemann’schen Kriimmungstensors in dieser Ba-
sis, daraus durch Kontraktion die Komponenten des Ricci-Tensors und
schlieBlich den Kriimmungsskalar. Aus Ricci-Tensor und Kriimmungs-
skalar folgt der Einstein-Tensor (6.84),

20 1 1
Go=c2 (2 -2+,
00 © < r r2)+r2

2d 1 1
Gu=c2(Li)-= (6.101)
r I"2 }"2
a —

b/
=)

Alle hier nicht aufgefiihrten Komponenten sind gleich Null.

Die Einstein’schen Gleichungen (6.90) im Vakuum liefern die Be-
stimmungsgleichungen fiir die Funktionen a und b. So folgt aus Goo +
G =0 die Gleichung a’ +b' =0, die sofort zu

b(r) = —al(r) (6.102a)

G22 — G33 — e—2b <a/2 _a/b/+a//+
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integriert werden kann. Es tritt dabei keine Integrationskonstante auf, da

die Metrik fiir r — oo in die Minkowski-Metrik n iibergeht, somit also

lim a(r) = lim b(r) =0 (6.102b)
oo r—>o0

r—

gelten muss. Aus der Gleichung Gog = 0 allein ldsst sich b(r) bestim-
men. Es ist

20 1 1
Goo=0=c¢ 2 (T _ r_2) + = (6.102c)
oder, nach Multiplikation mit r2,
d
=(1-20r) e == (re ). (6.102d)
r

Daraus folgt re 2t —r —2m, mit 2m als einer hier noch unbestimmten

Integrationskonstanten. Als Ergebnis folgt
2m

e 200 — ot2a() — _ 2T (6.102¢)
r

und die Metrik (6.100) wird zur

2m dr ® dr
- <d9®d9+sin29d¢® d¢) : (6.103)

Bemerkungen

1. Die Integrationskonstante m ldsst sich aus dem Newton’schen Grenz-
fall durch die Gesamtmasse M der lokalisierten, kugelsymmetri-
schen Massenverteilung ausdriicken. Wenn wir die Lichtgeschwin-
digkeit fiir einen Moment wieder explizit aufnehmen, so gilt

2 2 GM
goo =1+ Sdy=1-2—"—.
c ¢t r
Damit wird 2m, das die Dimension einer Linge hat, festgelegt zu
GM
rg:=2m = 2—2 . (6.104)
c

Dieser Radius rs wird Schwarzschild-Radius genannt.

Das Beispiel der Sonne illustriert die relative GroBenordnung des
Schwarzschild-Radius’ im Vergleich mit dem materiellen Radius der
Sonne. Mit M = 1,989-10% kg und mit G aus (6.1) folgt

r$® =2,952km,

N

eine Zahl, die sehr klein gegeniiber Re = 6,960 - 10° km ist.
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Fiir die Erde kommt mit Mg = 5,9742-10** kg ein Schwarzschild-
Radius von ré@ = 0,887 cm heraus!

3. In der Metrik (6.103) weicht nur die (z, r)-Untermannigfaltigkeit von
der flachen Metrik ab, der S2-Anteil bleibt unbeeinflusst. Man wird
die Besonderheiten dieser Raumzeit daher durch das Studium von
radialen Geodidten am klarsten sichtbar machen.

4. Der Radius r =rg in der Schwarzschild-Raumzeit, dem man sich
von auBlen nihert, spielt eine besondere Rolle. Die Koordinaten-
darstellung (6.103) der Metrik verliert ihre Giiltigkeit, obwohl ein
Blick auf den Einstein-Tensor (6.101) (und ebenso auf die Eintrige
des Kriimmungstensors) zeigt, dass bei r =rg keine Singularitét
auftritt, diese geometrischen Groflen also endlich bleiben. Mathema-
tisch interpretiert ist der Schwarzschild-Radius nicht mehr als eine
Koordinatensingularitidt — physikalisch interpretiert hat der Radius
rs =2m aber eine wichtige Bedeutung als Ereignishorizont. Man
kann sich dem Schwarzschildradius von auflen nihern, die lokale
Darstellung (6.103) verliert aber ihre Giiltigkeit, wenn man r zu
Werten kleiner als rg fortsetzt.

6.6.2 Zwei beobachtbare Effekte

Die Losung (6.103) beschreibt das Gravitationsfeld im Auflenraum einer
lokalisierten, kugelsymmetrischen Massenverteilung. Wenn deren Ra-
dius R groBer als der Schwarzschild Radius rg ist, haben wir damit
ein Modell fiir das Feld unserer Sonne, ist der Radius dagegen kleiner
als rg, dann ist die Massenverteilung weder sichtbar noch sonst irgend-
wie auf physikalische Weise erreichbar. Im zweiten Fall haben wir ein
Modell fiir ein Schwarzes Loch vorliegen. Im ersten Fall ergeben sich
allgemeinrelativistische Effekte bereits in unserem Sonnensystem. Um
diese geht es in diesem Abschnitt.

a) Periheldrehung eines Planeten

Wir studieren die Geoditengleichung (6.68a) eines massiven Probekor-
pers im Feld einer lokalisierten, kugelsymmetrischen Massenverteilung,
d.h. im Auflenraum der Schwarzschild-Metrik (6.103). Mit orthogona-
len Koordinaten

W=t, yl=r, y=0, y=9¢ (6.105a)
lautet sie
y‘“+r;;y”y'ﬂ=o.

Diese Gleichung multipliziert man mit gj,, summiert iiber p, hilt
aber den Index A fest. Dann entsteht mit der Formel (6.66) fiir die
Christoffel-Symbole und mit

g — diag ((1 —2m/r), —(1=2m/r)~", =%, —r? sin? 9) (6.105b)
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8 Diese lassen sich physikalisch als
Energie pro Masseneinheit im Unendli-
chen, bzw. als Drehimpuls pro Massen-
einheit interpretieren.

1
A, L e PRt
gy +2 |:XM: gy y +XV:3ugMy y i|

1
=3 D (3r8pp) 737, O festl) . (6.106a)
P

Der Punkt bedeutet die Ableitung nach s. Die beiden Summanden in
eckigen Klammern sind gleich und lassen sich mit der Kettenregel fiir
die Differentiation nach dieser Variablen zusammen fassen zu

1 [ ] _(d -

5 = dng Yo
so dass die ganze linke Seite von (6.106a) die Ableitung von g;;d y*/ds
nach s ist. Damit wird (6.106a) zu

3 2
d dy)‘ 1 agpp dyp
_ == = —_ ,A=0,1,2,3.
ds (gM ds ) 2%( ay* ds
(6.106b)

Diese Gleichung beschreibt Bahnen freien Falls eines Probekorpers
(leichter Planet) im Feld der vorgegebenen Massenverteilung (Sonne) —
natiirlich unter der Annahme, dass seine eigene Masse dieses Feld nur
unwesentlich stort.

Kommt hier die Kepler-Bewegung oder etwas damit nahe Verwand-
tes heraus?

Fir A =0, wo y0 =1 ist, und fiir A = 3, wo y3 = ¢ ist, ergeben sich
aus (6.106b) zwei Erhaltungssitze, da die rechten Seiten verschwinden
(keine Komponente des metrischen Tensors hidngt von ¢ oder von ¢ ab!),

d dt 2 .
S e0l)=0=(1-")i=E = const. (6.1072)
ds ds r
d d .
- 833—¢ =0= r*sin’6 ¢ = sin? 6L = const. (6.107b)
ds ds

Die Gleichung (6.106b) mit A =2 ergibt die Differentialgleichung
d do .
— (r*=—= ) =r*sin6cos6 ¢* . (6.107¢)
ds ds

Wihlt man die rdumlichen Polarkoordinaten so, dass der Planet mit
0 = /2 und mit der Anfangsgeschwindigkeit 6 = O startet, so verbleibt
er fiir alle Zeiten in dieser Aquatorialebene. O.B.d.A. kann man somit
0 = /2 wihlen. Die Bewegung wird durch die in (6.107a) und (6.107b)
definierten Konstanten E und L charakterisiert®. Es bleibt noch die
Differentialgleichung (6.106b) fiir A = 1, d. h. fiir die Variable r aufzu-
stellen.Die linke Seite dieser Differentialgleichung ist

d -1 . 1 . 2m 1 2
- r)=- r+— e,
ds \1—2m/r 1=2m/r 2 (1-2m/r)?
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ihre rechte Seite ergibt
2

a m., m/r
_Z(gpp> :_2[2+% —r¢?
r 2m/r)
m E? m/rt  , L?
== + Fe=—.
r2(1=2m/r?  (1-2m/r)* 1
Setzt man die beiden Ausdriicke gleich und multipliziert die ganze Glei-
chung mit 27, so entsteht
2m  E* | 2F 2m 3 212
T2 2" LI R e M
r2 (1-2m/r) 1-2m/r  r* (1-2m/r) r
Dies ist aber nichts Anderes als die Zeitableitung einer konstanten
Funktion
E2 ’:.2 L2
1-2m/r B 1-2m/r 2
Die Konstante C lésst sich angeben, wenn man feststellt, dass der Aus-
druck auf der linken Seite von (6.107d) gleich

2m 1 .
§ : S _ 2 22 252
glwy y <1 )t 1—2m/rr Tt

d.h. glelch dem invarianten Quadrat der Vierergeschwindigkeit ist. Die-
ses haben wir stets auf ¢ normiert, so dass (mit der Wahl natiirlicher
Einheiten ¢ = 1) die Konstante C = 1 sein muss.

Auf diese Weise hat man eine Bewegungsgleichung der Form

.2 2 . 2m L2
PLUr=E mit UG) = <1 _ 7) (1 +r—2> (6.108)

erhalten, die schon sehr nahe am Kepler-Problem liegt. Um dies ein-
zusehen, kehren wir noch einmal zum urspriinglichen Kepler-Problem
der klassischen, nichtrelativistischen Mechanik zuriick, Band 1, Ab-
schn. 1.7.2. Dort 16st man die Bewegungsgleichung nicht fiir () und
¢(t) (die ebenen Polarkoordinaten), sondern fiir den Radius als Funk-
tion des Azimuths, r(¢). AuBerdem ist es hilfreich, voriibergehend die
reziproke Funktion o(¢) = 1/r(¢) zu verwenden. Im Einzelnen gilt dann

F=0.

=C. (6.107d)

= LA Y Y. 6.109

r=r(¢), r=£—$, V—r¢—"lu_2, (6.109a)

o() = : =301, (6.109b)
(¢’ ~do r? '

Aus dem Energiesatz und aus dem Drehimpulssatz folgt die Differential-
gleichung

12 g2
0/2+<0——) = mit (6.110a)
> .
p

A =GmoM , (6.110b)
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und wo u = moM/(mo+ M) die reduzierte Masse ist. Wenn die Masse
mq des Probekorpers (Planeten) im Vergleich zur Masse M klein ist, so
ist

PR 7S (7] o
GM+my)  GM m

wo (£/u)> = L? gesetzt und die Formel (6.104) fiir den halben
Schwarzschild-Radius eingesetzt ist. Man differenziert jetzt die Diffe-

rentialgleichung (6.110a) noch einmal nach ¢ und erhilt zwei Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung

o' (¢)=0, 6.111a)

o () +olg) =+ = =T
P WL

die alternativ anzuwenden sind. Die erste von ihnen beschreibt Kreis-
bahnen, die zweite hat die bekannte Losung

, (6.110c)

(6.111b)

O g — L
o (qb)_;(l—i—scosqﬁ), (6.111¢)

in der die Polarkoordinaten so gewéhlt sind, dass das Perihel bei ¢ =0
liegt. Die Exzentrizitdt ist wie iiblich mit ¢ bezeichnet.

Kehrt man zur Berechnung der Geoditenbewegung (6.108) zuriick,
setzt die Formel 7 = 'L /r? ein und fiihrt auch dort die Definitionen und
Formeln (6.109a) und (6.109b) ein, so folgt die Differentialgleichung

2 2 E’—1  2m 3

o' (p)+0o°(¢) = T+FG(¢)+ZmO () . (6.112)
Man leitet auch hier noch einmal nach ¢ ab und erhilt die alternativen
Differentialgleichungen

o'(¢)=0, (6.113a)
o (§) +0o(¢) = % +3mo2(¢). (6.113b)

Die erste dieser Gleichungen gehort zu den Kreisbahnen. Was die
zweite angeht, so ist sie ohne den zweiten Summanden auf der rech-
ten Seite identisch mit der Kepler’schen (6.111b), wenn man m = GM
aus (6.104) einsetzt, und L = £/mg als Drehimpuls pro Masseneinheit
identifiziert.

Der Zusatzterm 3m02(¢) in (6.113b) ist in unserem Planetensystem
ein kleiner Storterm. Im Fall des Planeten Merkur schitzt man dies ab,
indem man fiir 3mo? die ungestorte Losung (6.111c) einsetzt und p
in (6.110c) durch die groe Halbachse a und die Exzentrizitit ¢ aus-
driickt. Es ist p = a(1 —&?) und somit
2 _3m 3m

mo_ == 6.114
m/LD "~ p at—e T R
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Setzt man m = rée)/ 2 =1,476 km und die Bahndaten von Merkur ein,
a=>5,79-10" km und & = 0,2056 [Meyers Handbuch Weltall], so ist
dieses Verhiltnis 8-1078. Dies bedeutet, dass man die Anderung der
Keplerbahnen in erster Ordnung Storungsrechnung bestimmen kann.
Die Idee ist folgende. Man schreibt die gesuchte Losung von (6.113b)
als Summe aus der urspriinglichen Kepler-Losung (6.111c) und einem
Zusatz §(¢),

o(¢) =0 (P)+58(¢), mit oV (p) = % (1+ecosg) ,

setzt dies in (6.113b) ein, vernachlissigt dort aber die Terme 6mo 0§
und 3m8?. Dann erfiillt die Funktion § die geniherte Differentialglei-
chung

. 3m3
5" () +8(h) = [1+2€cos¢+e cos ¢]

3
=— [1 +2¢ cosqﬁ—l—e2 cos? ¢] . (6.115a)
p

Man mdochte erreichen, dass auch die korrigierte Losung von (6.115a)
ihr Ausgangsperihel bei ¢ =0 hat, d.h. dass die erste Ableitung &' (¢)
bei ¢ =0 verschwindet. Die Losung von (6.115a), die diese Forderung
erfiillt, ist

S8(¢p) = [1 +e¢psing + 18 — éa cos(2¢>):| (6.115b)

Thre ersten und zweiten Ableitungen sind
1
8 (p) = |:e sin ¢ + ¢ cos ¢ + 8 sm(2¢)]
P

8 (¢) = o |:28008¢—8¢Sln¢)+28 cos(2¢)]

Berechnet man jetzt das erste, auf das Ausgangsperihel folgende Peri-
hel, so sucht man die Nullstelle der ersten Ableitung bei ¢ =2 + Ag,

15 (V@ +59)

€ . 3m £ . !
:—{—s1n¢—|——<s1n¢+¢cos¢+—s1n(2¢))} =0.
p p 3 P=2m+Ad

Da 3m/p sehr klein ist, ist auch A¢ < 2m. Die eben erhaltene Glei-
chung gibt daher in sehr guter Niherung

6mrm

3
A >~ —m27r =

- =2mp. 6.116
» a(l =) 7 ( )
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9 Eine ausfiihrliche Diskussion dieses
wichtigen Effekts und seiner experim-
tentellen Bestimmung findet man z.B.
bei [Weinberg 1972]

Setzt man die Daten des Merkur ein, dann ergibt sich eine Periheldre-
hung nach einem Umlauf von

Ap™ =5,0265-1077 radian . (6.117a)

Merkur hat eine Umlaufszeit von 87,969 d (Tage). Im Laufe eines Jahr-
hunderts wandert sein Perihel daher um den Betrag

=2,08-10"*rad - Jahrh.™!
87.969d ,08-10" " rad - Jahr

A9

=43" . Jahrh.7! . (6.117b)

Die beobachtete Periheldrehung des Merkur betrigt etwa 574 Bogense-
kunden pro Jahrhundert, siehe z.B. [Boccaletti-Pucacco 2001]. Astro-
nomische Rechnungen, die den Einfluss der anderen Planeten auf die
urspriingliche Kepler-Ellipse des Merkur beriicksichtigen, ergeben da-
von einen Teilbetrag von 531”. Der Differenzbetrag von ~ 43" pro
Jahrhundert stimmt mit dem Ergebnis (6.117b) der Allgemeinen Rela-

tivititstheorie perfekt iiberein”.

Bemerkungen

1. Als vielleicht wichtigstes Ergebnis hat man gelernt, dass die Plane-
tenbewegung in der Allgemeinen Relativititstheorie Bewegung liangs
Geoditen, d.h. Bewegung freien Fallens im Gravitationsfeld einer
grolen zentralen Masse ist. Die Bewegungsgleichungen sind denen
des Kepler-Problems auf dem flachen Raum in der beschriebenen
Niherung zwar nahe verwandt, sind aber nicht identisch damit.

2. An Stelle der Geoditengleichung (6.106a) oder (6.106b) kann man
eine echte Aufgabenstellung der Mechanik l6sen, die zum selben Er-
gebnis fiihrt. Diese folgt, wenn man sich in Erinnerung ruft, dass die
Geoditengleichungen (6.68a) als Euler-Lagrange Gleichungen zur
Langrangefunktion

1 o
£ =283y’ = 5(;2 (6.118)

gelesen werden konnen (s. Band 1, Abschn. 5.7). Mit den Koordina-
ten (6.105a), der Schwarzschild-Metrik (6.103) und mit ¢ =1 ist

2m\ ., 2 2 (20 .2 e
2£_<1—7>r T (9 +sin 9¢) . (6.119)

Die Euler-Lagrange Gleichung in den Variablen 6 und 6 ist iden-
tisch mit der Gleichung (6.107c). Wie weiter oben gezeigt kann man
0.B.d.A. die Koordinaten so wihlen, dass 6 = /2 und 6 =0 sind
und bleiben. Dabei vereinfacht sich die Lagrangefunktion zu

2m . 2 .
2£=<1——m>z2 SRR

— — 6.119b
r 1-2m/r ( 70)
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In dieser Lagrangefunktion sind die Variablen ¢ und ¢ zyklisch, es fol-
gen daher sofort die beiden Erhaltungssitze
oL oL 2m

—_ - = 2— 7 - —_
8¢_r¢_L, ¥ _t<1 r>_E’ (6.120)

die schon aus (6.107b) bzw. (6.107a) bekannt sind.

b) Nullgeoditen und Lichtablenkung

Mit der in der eben gemachten, zweiten Bemerkung kann man auch
die Berechnung von Nullgeoditen auf ein mechanisches Problem zu-
riick fiihren. Einziger Unterschied zum vorhergehenden Fall ist, dass
jetzt £ =0 gesetzt werden muss. Wéhlt man wieder die Polarkoordina-
ten so, dass 6 = /2 und 6 = 0 sind und setzt man die Erhaltungssitze
(6.120) im Analogon zu (6.119b) ein, so folgt

E2 ’:.2 L2
— —— =0, oder
(1=2m/r) 1-2m/r r?
L? 2
P <1—Tm)=E2. (6.121)

Auch in diesem Fall verwendet man am Besten die Darstellung r(¢) des
Radius’ als Funktion des Azimuths,
F=r £
r 27
womit (6.121) in das Analogon zu (6.112) iibergeht,
1

o2 (@) +0%(9) = 15 +2ma (@), (b = %) : (6.122a)

Differenziert man einmal nach ¢, so bekommt man alternativ zwei Glei-
chungen

o' (¢)=0 oder (6.122b)
o (@) +o(¢) =3ma’(¢) . (6.122¢)

In der zweiten dieser Differentialgleichungen ist der Term auf der rech-
ten Seite im Fall der Streuung von Licht an der Sonne sehr klein.
Vergleicht man 3m02(¢) mit o(¢) bei einem Lichtstrahl, der die Sonne
an ihrem Rand streift, dann ist

3ma?(¢) _3m < 3r§®)
o ~r 2R

Ohne diesen Term lautet die Losung, die mit ¢ = 0 beginnt, die (6.122a)
und (6.122c) erfiillt und die den StoBparameter b hat,

~1-107.

Q) = %sinq&.
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Abb. 6.11. Ein Lichtstrahl wird von ei-
ner massiven Kugel abgelenkt. Hier ist
ein Strahl gezeigt, der die Oberfliche
streift

Dies ist die gestrichelte Linie in Abb.6.11. Die Abweichung §(¢) von
dieser ungestorten Losung erfiillt die Differentialgleichung

" 3m 2
§'(9)+0@) =5 (1-cos”9) .
deren Losung zur selben Anfangsbedingung
3m 1
ﬁ 1+ g COS(2¢)

ist. Die gesamte Losung ist damit ndherungsweise gleich
o(@) = (@) +5@)

1 . b+ 3m

= —sin —

b 2b2

Jetzt kann man die Ablenkung eines aus dem Unendlichen kommenden

Lichtstrahls an der Sonne berechnen, der ohne Stérung geradlinig ver-

laufen wiirde und den StoBparameter b hitte. Mit » — oo, d.h. o — 0,
ist sin¢ >~ ¢ und cos(2¢) ~ 1, und somit

1 3m 4~ 2m

8(¢) =

(1 + % cos(2¢)> . (6.123)

Die gesamte Ablenkung des Lichts zwischen —oo und 400 ist
dm
A =2¢00 5 (6.124b)

Setzt man hier 2m = ré@ und den StoBparameter gleich dem Sonnen-

radius, b = Rp, so findet man A =~ 1,7”. Auch diese Vorhersage ist
in guter Ubereinstimmung mit Messungen der Lichtablenkung an der
Sonne (siehe z. B. [Will 2005]).

6.6.3 Schwarzschild-Radius als Ereignishorizont

Nahert man sich dem Schwarzschild-Radius (6.104) von auf3en, so be-
stitigt man zunichst, dass alle Komponenten des Riemann’schen Kriim-
mungstensors endlich bleiben. Wir haben diesen Tensor hier nicht ex-
plizit berechnet, man sieht dieses Verhalten aber auch an den in (6.101)
angegebenen Komponenten des Einstein-Tensors. Physikalisch bedeutet
dies, dass die Gezeitenkrifte bei r = rg vollkommen endlich bleiben.



6.6 Gravitationsfeld einer kugelsymmetrischen Massenverteilung

Einem durch diesen Radius dringenden Beobachter wird hier vermut-
lich nichts Aufregendes passieren. Mathematisch ausgedriickt, kann es
sich hier ,,nur* um eine Koordinatensingularitdt handeln. Aber was ge-
schieht denn wirklich? Um diese Frage zu beantworten, berechnet man
die Geodite eines massiven, radial auf den Ursprung hin fallenden Teil-
chens und studiert diese sowohl in einem mitbewegten Bezugssytem als
auch aus der Sicht eines relativ zum Ursprung (dem Zentrum der Mas-
senverteilung) ruhenden Beobachters.

Bei radialer Bewegung ist L =0, d.h. es ist die Differentialglei-
chung (6.108) mit U(r) = (1 —2m/r) zur Anfangsbedingung (r = R, i =
0) zu 16sen. Aus der Anfangsbedingung, 7+ = 0, bestimmt man den Ener-
gieparameter E mittels (6.108), E> =1 —2m/R, und erhilt damit eine
modifizierte Form der Bewegungsgleichung, (7 ist die Ableitung von r
nach der Eigenzeit s),

P 14 oder 2=2m (1—1) : (6.125)

r r R
Bedeutet s die Eigenzeit des fallenden Beobachters, dann folgt aus der
zweiten Gleichung die Differentialgleichung

2m 2m\ " V?
ds=|—— 3 dr, (6.125a)
r

somit eine Differentialgleichung mit trennbaren Veridnderlichen, die man
formal als Quadratur schreiben kann,

1
s:/ N TIGE TR

Die Losung, die die angegebene Anfangsbedingung erfiillt, ist eine Zy-
kloide, die wir mittels eines Parameters n parametrisieren, der seine
Werte im Intervall [0, 7] annimmt,

(6.125b)

1
r= ER(1+COS n , (6.126a)
R3
s = 8—(77+sinn), mit 0< <. (6.126b)
m

Dies bestitigt man wie folgt: Man berechnet dr und ds aus (6.126a)
bzw. (6.126b) und daraus

dr sin 7

“ds  JR/2m) (1+cosy)

Die Anfangsbedingung ist offensichtlich erfiillt. Berechnet man noch

r,z_z_m_z_msinzn—z—zcosn _ 2m

r R 1+2cosn+cos?n R

so sieht man, dass die Differentialgleichung (6.125) erfiillt ist.
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Der freie Fall
beginnt bei n =0 : (r:R, s:O),

1 = . — _n | R
er endet bei n =1 : (r_O, 3_7‘/%) .

Der frei fallende Beobachter erreicht den Ursprung r = 0 nach einer
endlichen Eigenzeit. Beim Durchgang durch den Schwarzschild-Radius
r =rs = 2m berechnet man seine Eigenzeit aus (6.126b) mit

(4m - R>
1S = arccos .

R

Ganz anders sieht dieselbe Bewegung fiir einen ruhenden Beobachter
By aus, also einen, der am Startpunkt r = R verharrt und somit ,,zu
Hause* bleibt, wihrend der auf der Geoditen Reisende sich in die Sin-
gularitit bei r = 0 stiirzt. Seine Koordinatenzeit sei mit ¢ bezeichnet. Mit
der Kettenregel folgt

. drt. dr E

F=—f=——.
dt dt1-2m/r

Es erweist sich als hilfreich, folgende Hilfsvariable zu definieren:

(6.127)

-2
F*i=r+2mn (r m) . (6.128)
2m
Man berechnet deren Ableitung nach der Koordinatenzeit ¢,
dr* dr 1 . dr*
=———— woraus r=F
dt dt 1—2m/r dr

folgt. Setzt man dies in (6.125) ein, so folgt eine Beziehung, die fiir die
Diskussion schon ausreicht,

dr*\> 2m )
E =—+E"—1.
dt r

Liasst man r von oben nach 2m streben, so ist die rechte Seite dieser
Bezichung genihert gleich E2. An (6.128) sieht man, dass in diesem
Grenzfall r* nach minus Unendlich strebt, r* — —o0, dass dessen Ab-
leitung nach der Koordinatnezeit aber nach —1 strebt, dr*/d¢ ~ —1.
Daraus folgt gendhert r* >~ —t+ ¢, mit ¢ einer Konstanten. Setzt man
die Definition (6.127) wieder ein, so folgt

r—=2m
2m{1+ln( >}:—t—|—c
2m

und hieraus schlieBlich die Niherungslosung

r(f) ~ 2m +const. e /M (6.129)

Da Resultat (6.129) sagt aus, dass der Schwarzschild-Radius, vom zu
Hause gebliebenen Beobachter gesehen, erst nach unendlich langer Zeit
erreicht wird.



Schaut man sich noch die Bewegungsgleichung fiir radial fallende
masselose Teilchen an, so gibt (6.121) mit L = 0 zusammen mit (6.127)
die Beziehung

dr _ (1 _ Z_m) , (6.130)

Dies bedeutet, dass die lokalen Lichtkegel sich bei Anndherung an den
Schwarzschild-Radius immer mehr verengen. Der ruhende Beobachter
wird also schon bald keine Signale mehr vom frei fallenden Beobachter
empfangen. Er hat auch keinerlei Moglichkeit zu sehen, was jenseits des
Horizonts, bei r < rg geschieht.

6.7 Schlussbemerkungen

1. Mit der Periheldrehung und der Lichtablenkung, die wir aus der
statischen Schwarzschild-Metrik berechnet haben, lernt man zwei
klassische Tests der Allgemeinen Relativitétstheorie kennen, die zu
den historisch ersten groBen Erfolgen dieser Theorie der Gravita-
tion gehoren. Beide Effekte beziehen sich auf eine Situation, in der
das Gravitationsfeld schwach ist in dem Sinne, dass die wirkliche
Raumzeit nur wenig von einem flachen Raum abweicht, und wo es
statisch vorgegeben, also nicht zeitlich verdnderlich ist. Heute gibt es
eine ganze Reihe weiterer Tests, die auch Systeme mit starken Gra-
vitationsfeldern und mit zeitabhiingigen Feldern einschlieBen. Eine
aktuelle und vollstindige Zusammenfassung findet man z. B. in [Will
2005].

2. Die Diskussion der Schwarzschild-Metrik im vorhergehenden Ab-

schnitt ist unvollstindig, weil sie in der gegebenen Form (6.103)
nicht fiir Radien r < rg gilt.
Eine Fortsetzung auf Werte unterhalb des Schwarzschild-Radius’
— also geometrisch gesprochen, ein Kartenwechsel — ist durchaus
moglich, sie zeigt aber, dass dabei die Rollen der Zeit- und der Ra-
diusvariablen vertauscht werden und dass somit aus einer statischen
Losung eine nichtstatische wird. Zugleich gibt diese Fortsetzung ein
Modell an die Hand, mit dem man ein Schwarzes Loch beschrei-
ben kann, das ist eine kugelsymmetrische Massenverteilung, die so
dicht ist, dass ihr Schwarzschild-Radius grofer als ihr geometrischer
Radius ist.

3. Es gibt weitere, wenn auch wenige, analytische Losungen der Ein-
stein’schen Gleichungen, darunter solche, die rotierende Schwarze
Locher beschreiben. Solche und andere explizite Losungen sind fiir
Modelle bedeutsam, mit denen man (klassische) Kosmologien im
Rahmen der Einstein’schen Gleichungen beschreiben mochte. Be-
sonders interessant ist das Studium der Singularitdten von Losungen

6.7 Schlussbemerkungen
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und ihres moglichen Zusammenhangs mit Quanteneigenschaften des
Gravitationsfeldes.

4. Ein wichtiger Zweig der Allgemeinen Relativititstheorie ist die Ana-
lyse und der mogliche experimentelle Nachweis von Gravitations-
wellen. Besonders interessant sind dabei der Quervergleich zu den
elektromagnetischen Wellen, die Ahnlichkeiten und ihre charakteris-
tischen Unterschiede.

Mit diesen Anmerkungen verlasse ich das faszinierende Gebiet der Gra-
vitationstheorie als klassische Feldtheorie und verweise auf die vielen,
ausgezeichneten Monografien, die es hierzu gibt. Mit dem Wissen die-
ses Kapitels, und insbesondere der Kenntnis der geometrischen Grund-
lagen der Allgemeinen Relativititstheorie, so hoffe ich, sind der Leser
und die Leserin fiir das Studium einer dieser Monografien bestens vor-
bereitet.



Historische Anmerkungen.:
Vier Schritte der Vereinigung

. Electricity is universally allowed to be a very entertaining and
surprising phenomenon, but it has frequently been lamented that
it has never yet, with much certainty, been applied to any very
useful purpose.

The same reflexion has often been made, no doubt, as to music. It
is a charming resource, in an idle hour, to the rich and luxurious
part of the world. But say the sour and the wordly, what is its use
to the rest of mankind? . ..

Music has indeed ever been the delight of accomplished princes,
and the most elegant amusements of polite courts: but at present
it is so combined with things sacred and important, as well as
with our pleasures, that mankind seems wholly unable to subsist
without it.

Dieses Zitat, das dem Vorwort zu Charles Burneys ,,Carl Burney’s,
der Musik Doctors, Tagebuch einer musikalischen Reise 1772-1773%
(Charles Burney, englischer Musikologe, 1726-1824) entnommen ist,
weist auf zweierlei Dinge hin: zum einen darauf, welch grofe Bedeu-
tung die Musik im 18. Jahrhundert fiir alle und jedermann hatte, vom
hofischen Leben bis zur bduerlichen Arbeit auf den Feldern — wer hier-
von einen lebendigen Eindruck gewinnen will, dem empfehle ich lebhaft
das genannte Tagebuch in der zeitgendssischen, um viele Anmerkungen
und Einschiibe bereicherten Ubersetzung von C.D. Ebeling! — zum an-
deren auf den Stand der Kenntnis der Elektrizitit und des Magnetismus
gegen Ende des Jahrhunderts der Aufkldarung: Einfache Phinomene der
Elektrostatik und der Wirkung stationédrer Strome (aus den Volta’schen
Batterien) waren bekannt und wurden als kuriose Effekte ohne jede
praktische Bedeutung fiir das tdgliche Leben wahrgenommen. Einzige
Ausnahme waren die von Benjamin Franklin erfundenen Blitzableiter,
von deren Nutzen aufgeklirte Menschen wie Herr Burney iiberzeugt
waren. Benjamin Franklin (1706-1790) war ein amerikanischer Staats-
mann und Schriftsteller, der naturwissenschaftliche Studien trieb.

Dem Magnetismus andererseits, der in Form von natiirlichem ma-
gnetischen Material bekannt war (die Namensgebung verweist auf Ma-
gnesia, eine Landschaft in Thessalien), wurde heilende Kraft zuge-
schrieben — wenn auch nicht immer ganz ernst genommen, wenn man
sich an Mozarts Oper Cosi fan tutte erinnert, die 1789/90 entstand. Da
versucht Despina, Kammermidchen der Damen Fiordiligi und Dora-

! Facsimile-Ausgabe, Birenreiter, Kas-
sel 1959
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2 Hierzu empfehle ich die Lektiire der
beiden Aufsitze von R. Jost (Das Mdir-
chen vom elfenbeinernen Turm, Sprin-
ger 1995), einmal iiber Michael Fara-
day allein in Michael Faraday — 150
years after the discovery of electroma-
gnetic induction, einmal im Vergleich
mit Carl Friedrich Gaull in Mathematik
und Physik seit 1800; Zerwiirfnis und
Zuneigung.

bella, in der 16. Szene des ersten Akts als Arzt verkleidet die Liebhaber
Guglielmo und Ferrando mittels Magnetismus zu heilen:

,,Questo e quel pezzo di calamita, pietra Mesmerica,
ch’ebbe origine n’ell Allemagna

che poi si celebre in Francia fi.

(,,Hier ein Magnetstein,

den ich empfangen aus Dr. Mesmers Hand,

den man im deutschen Land zuerst entdeckte,

und der so grofsen Ruhm in Frankreich fand*)

(Franz Anton Mesmer, 1734-1815, war Arzt und Theologe. Er begriin-
dete die Lehre vom Heilmagnetismus, dem sog. animalischen Magnetis-
mus, eine Vorform der Hypnosetherapie. Im Englischen ist noch heute
das Wort mesmerizing fiir fesselnd, faszinierend gebréduchlich.)

Natiirlich wissen die Leserinnen und Leser, dass das Wort Elektron
die griechische Bezeichnung fiir Bernstein ist, womit auf die ,,harzelek-
trische* Ladung verwiesen wird.

Das Coulomb’sche Gesetz, d.h. die 1/r?-Abhingigkeit der Kraft
zwischen zwei Ladungen, wurde 1785 entdeckt (Charles Augustin
Coulomb, 1736-1806), aber erst 35 Jahre spiter, um 1820 wurde er-
kannt, dass elektrische und magnetische Erscheinungen in Wahrheit
nahe verwandt sind. Der dinische Physiker Hans Christian Orsted
(1777-1851) teilte mit, dass in Leiterschleifen zirkulierende elektrische
Strome in ihrer Umgebung Magnetnadeln ausrichten. Dieser erste von
vier Schritten der Vereinigung erregte grofSes Aufsehen und war Anlass
fiir die nachfolgenden, quantitativen Untersuchungen von Biot und Sa-
vart (Jean-Baptiste Biot, 1774-1862; Félix Savart, 1791-1841), die in
dem nach ihnen benannten Gesetz kulminierten, sowie fiir eine Reihe
beriihmter Experimente Amperes (André Marie Ampere, 1775-1836),
der unter Anderem nachwies, dass kleine stromdurchflossene Spulen
sich im Magnetfeld der Erde wie Stabmagnete verhalten und der die
Kraftwirkungen von stromdurchflossenen Leitern aufeinander formu-
lierte.

Die beiden ganz groBen Gestalten der klassischen Periode der Elek-
trodynamik sind Faraday (Michael Faraday, 1791-1867) und Max-
well (James Clerk Maxwell, 1831-1879), der Erste als der Prototyp
des ,,Vollblut—Expertimentators“2, der das Schliisselgesetz der Induktion
entdeckte, der Zweite von ihnen als der Vollender der Grundgleichun-
gen der Elektrodynamik in universeller, lokaler Form. Das Indukti-
onsgesetz von 1831 stellte die erste direkte und explizite Verbindung
zwischen elektrischen und magnetischen Feldern her. Aber erst Max-
wells Entwicklung des Konzepts des Verschiebungsstroms — 33 Jahre
spéter! — in der nichtstationdren Anwendung des Biot-Savart’schen Ge-
setzes machte daraus eine geschlossene, in sich konsistente Theorie.
Die fulminante und fiir uns Heutige folgenreichste Bestitigung fanden
Maxwells Gleichungen von 1864 in den Experimenten, die Heinrich
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Hertz 1888 durchfiihrte (Heinrich Rudolph Hertz, 1857-1894) und
mit denen er die Existenz elektromagnetischer Wellen nachwies. Die
ungeheure technische Entwicklung bis in unsere Zeit, von der frii-
hen drahtlosen Telegrafie bis zur GPS-Technik in unseren Schiffen,
Flugzeugen, Autos und der modernen Telekommunikation ist den Le-
sern wohlbewusst. So konnte man den Schlusssatz des Eingangszitats
einfach wiederholen, wenn auch mit vertauschten Subjekten, ... at pre-
sent it is so combined with things sacred and important, as well as
with our pleasures, that mankind seems wholly unable to subsist with-
out it.

Weniger geradlinig und transparent ist die Geschichte des Begriffs
Vektorpotential, der doch fiir die Entdeckung der Eichinvarianz wesent-
lich war. Wie Jackson und Okun in ihrem historischen Abriss iiber das
Eichprinzip ausarbeiten’, gibt es bei Franz E. Neumann und Wilhelm
Weber Mitte des 19. Jahrhunderts erste Spuren, aber erst bei Gustav
Kirchhoff (um 1857) und ein Jahrzehnt oder mehr spiter bei Hermann
von Helmholtz finden sich Gleichungen, die Vektor- und skalares Po-
tential in Relationen verkniipfen, die — aus heutiger Sicht — speziellen
Wahlen der Eichung entsprechen.

Es war der didnische Physiker Ludvig Valentin Lorenz (1829—
1891), der 1867 als Erster retardierte Potentiale der Art (4.30) angab,
d.h. in heute gebrduchlicher Schreibweise,

D(t, x) = /// d3x //dt’ ot x (t/—t+l|x—x’|> , (la)
|x —x’| c

A(t,x):/// d3x//dt/J( ’x)a<z/—t+1|x—x/|) . (b
[x — x| c

und der feststellte, dass diese die Bedingung

190t x) _
V- A(, )+— P

2

erfiillen. Offenbar war ihm der Gebrauch von Eichtransformationen ver-
traut, denn er stellte die Aquivalenz dieser Potentiale mit denen in der
Klasse V- A =0 fest. Seit Menschengedenken wird die Bedingung (2)
dem niederlidndischen Physiker H. A. Lorentz (Hendrik Antoon Lor-
entz, 1853-1928) zugeschrieben. Da L.V. Lorenz sie aber etwa ein
Viertel Jahrhundert vor H. A. Lorentz entdeckte und benutzte, ist es
an der Zeit, diesen in praktisch allen Lehrbiichern vertretenen Irrtum
zu korrigieren, ohne dass dadurch die Bedeutung und die groflen Ver-
dienste des Letzteren geschmilert werden®.

Interessant wére es auch, einerseits genauer zu verfolgen, wie die
Natur des elektrischen Stroms als Transport von Punktladungen im
Laufe der Zeit erkannt wurde, andererseits die Geschichte der Fizeau’-
schen und Michelson-Morley’schen Versuche bis hin zum Nachweis der
Interferenz der Rontgenstrahlen durch W. Friedrich und P. Knipping

3 J.D. Jackson, L.B. Okun: Historical
roots of gauge invariance, Rev. Mod.
Phys. 73 (2001) 663.

4 Beider Namen sind mit dem Begriff
des Lorenz-Lorentz-Effekts in der Op-
tik verbunden, der die Abhéngigkeit des
Brechungsindex von der Dichte zum In-
halt hat. Denselben Effekt gibt es in
der Wechselwirkung von negativen Pio-
nen mit Kernmaterie, unter dem Namen
Ericson-Ericson-Effekt.
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5 V. Fock, Z. Physik 38 (1926) 242
und 39 (1926) 226.

— aufgrund der Idee von Max von Laue — zu verfolgen, sowie den end-
giiltigen Garaus des omindsen Athers.

Aus heutiger Sicht interessanter und bedeutsamer ist die Kovari-
anz der Maxwell’schen Gleichungen unter der Lorentz-Gruppe, die auf
dem Prinzip der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit fufit, und die Ent-
wicklung der Speziellen Relativitétstheorie durch Albert Einstein. Die
Erkenntnis der Symmetrie zwischen Raum und Zeit und den Schritt
vom Newton’schen Raum und der absoluten, durch nichts beeinfluss-
baren Newton’schen Zeit zum Minkowski-Raum mag man den zweiten
Schritt der Vereinigung nennen.

Der Begriff der Eichtransformation wurde 1919 von Hermann Weyl
(Hermann Weyl, 1885-1955, deutscher Mathematiker und Physiker)
geprigt, der damit — beim Versuch, Elektrodynamik und Gravitation zu
vereinen — eigentlich eine Skalentransformation der Metrik

8y —> ek(x)g;w

mit reellen Funktionen A(x) meinte, d.h. eine Transformation, bei der
Koordinaten wirklich im alten Sinne des Wortes ,,geeicht” werden.
Besonders wichtig, wenn auch nicht immer voll gewiirdigt, ist die Ent-
deckung Vladimir Focks>, die ich den dritten Schritt der Vereinigung
nennen mochte: Die Kombination aus lokalen, durch reelle Funktionen
x(t, x) erzeugte U(1)-Transformationen und die Wirkung von Phasen

e
he
auf Wellenfunktionen der Quantentheorie, die wir in Abschn.3.4.2,
Gleichungen (3.38) und (3.39b), und in Abschn. 5.2, Gleichung (5.16),
ausgefiihrt haben. Hier werden das fiir die klassische Elektrodynamik
wichtige Eichprinzip und die fiir die Quantenmechanik charakteristi-
sche Phasenfreiheit zu etwas Neuem zusammen gefiihrt: eine lokal
eichinvariante Theorie von Strahlung und Materie, wobei die kovariante
Ableitung eine besondere Rolle spielt, indem sie die Kopplung zwischen
beiden Typen von Feldern festlegt.

Der vierte Schritt der Vereinigung ist die Zusammenfiihrung der
Elektrodynamik mit den anderen fundamentalen Wechselwirkungen im
Rahmen des sog. Standardmodells der Elementarteilchenphysik. Die
Pioniere dieser Vereinigung am Beispiel der Elektrodynamik und der
Schwachen Wechselwirkungen auf klassischer Basis, sowie die wich-
tigsten Schritte der Entwicklung habe ich im fiinften Kapitel genannt.
Sie fithren in das weitverzweigte Gebiet der modernen Quantenfeldtheo-
rie und in die aktuelle Forschung der Elementarteilchenphysik, zu deren
historischen Entwicklung ich auf den Anhang zu Band 4 verweise.

Die Allgemeine Relativititstheorie ist das Werk eines Einzelnen,
Albert FEinstein. Die Entstehungsgeschichte dieser Theorie, das Leben
Albert Einsteins und vieles mehr findet man in dem ausgezeichneten
Buch von Abraham Pais [Pais 1982]. (Eine deutsche Ubersetzung dieses
Buchs existiert.)

et mit a(r, x) = — x(t, %)



Aufgaben

Aufgaben: Kapitel 1

1.1 Verwendet man im R3 statt der kartesischen Basis é;, é,, é3 eine
sphérische Basis

i |
ey = :Fﬁ(el :i:lez) , €p.:=¢€3, (A.D
+1

so lautet die Entwicklung eines Vektors V=3 '~ ,v"é,. Man for-
muliere die Orthogonalititsrelationen der Basisvektoren é,,, das Ska-
larprodukt V- W und stelle den Unterschied zwischen kontravarianten
Komponenten v™ und den entsprechenden kovarianten Komponenten

fest.

1.2 Zeigen Sie, dass die Viererstromdichte (1.25) die Kontinuititsglei-
chung erfiillt.

1.3 Schitzen Sie die Masse eines Urankerns in Microgramm ab, wenn
Sie wissen, dass Uran 92 Protonen und 143 Neutronen enthilt.
Hinweis  m,c* >~ m,c? ~ 939 MeV.

1.4 Wie groB ist das elektrische Feld in Volt pro Meter, das ein Myon
im ls-Zustand von myonischem Blei spiirt?

Hinweise Bohr’scher Radius ap = hc/ (Zozmucz), muc2 =105,6 MeV.

1.5 Beweisen Sie die Formel (1.48a), d.h.
3
Z EijkEkim = 0i18 jm — Sim b ji .
k=1

1.6 Beweisen Sie die Formel (1.52a) anhand folgender Methode: Be-
trachten Sie zwei konzentrische Kugeln mit den Radien R; bzw. R,,
R; < R,, und mit Mittelpunkt x. Legen Sie den Aufpunkt x’ in das Ge-
biet zwischen den Kugeln und wenden Sie den zweiten Green’schen
Satz mit den Funktionen i bzw. ¢ gleich 1/r auf das von den beiden
Kugeloberflichen eingeschlossene Volumen an (r = |x — x’|). Lassen Sie
dann R; nach Null, R, nach Unendlich streben.

1.7 Bestimmen Sie den Normierungsfaktor N der Verteilung

N
OFermi (1) = I +expl(r—0)/z) (A2)

so, dass das Integral von o iiber den ganzen Raum gleich 1 wird.
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1.8 Es sei n die Flichenladungsdichte auf einer gegebenen, glatten
Fliche F. Beweisen Sie die Relation (1.87a).

Hinweis Legen Sie eine kleine ,,Dose so durch die Fliche, dass ihr
Boden und ihr Deckel die Fliche do parallel zur Oberfliche F, ihre
Seitenhohe aber von dritter Ordnung klein ist, und verwenden Sie den
Gauf}’schen Satz.

1.9 Beweisen Sie, dass die Tangentialkomponente des elektrischen
Feldes an Fldchen, auf denen die Flichenladungsdichte  sitzt, stetig ist,
Gleichung (1.87b).

Hinweis = Waihlen Sie einen geschlossenen Weg in Form eines Recht-
ecks, der die Fldche schneidet derart, dass die Stiicke senkrecht zur
Flidche viel kleiner als die Stiicke parallel dazu sind und berechnen die
elektromotorische Kraft entlang dieses Weges.

1.10 Beweisen Sie die Eigenschaften (1.97g) und (1.97h) anhand der
expliziten Ausdriicke (1.97a) fiir Kugelflichenfunktionen.

1.11 Leiten Sie den Zusammenhang zwischen den kartesischen Kom-
ponenten Q’k des Quadrupols, Gleichung (1.111c), i,k=1,2,3, und
seinen sphérischen Komponenten g5, her.

1.12 Man zeige, dass das Raumintegral tiber die elektrische Feldstirke
des Dipols proportional zum Dipolmoment ist,

/ / / d*x Epipol (x) = —%”d : (A.3)
\4

1.13 Zwischen die Platten eines Kondensators sei ein elektrisch pola-
risierbares Medium als Isolator eingebracht. Betrachten Sie den Entla-
dungsvorgang, wenn die Platten kurzgeschlossen werden und berechnen
den Verschiebungsstrom im Medium.

1.14 Konstruieren Sie den Zusatzterm F(x,x’) in (1.90), der dafiir
sorgt, dass die Dirichlet Green-Funktion auf der Kugeloberflache ver-
schwindet.

1.15 Ein punktférmiger elektrischer Dipol d = dé; wird in den Mit-
telpunkt einer leitenden Kugel gesetzt, deren Radius R ist. Berechnen
Sie Potential und elektrisches Feld im Innenraum. Wie sieht das Feld im
AufBenraum aus? Welche Ladungsdichte sitzt auf der Kugeloberfliche?

1.16 Ein punktformiger elektrischer Dipol befindet sich am Ort x(©@.
Zur Berechnung des von diesem Dipol erzeugten Potentials, ebenso wie
zur Berechnung seiner Energie in einem dufleren Potential @, kann man
ihn durch die effektive Ladungsdichte

et(x) = —d - V5(x —x©)

beschreiben. Zeigen Sie diese Aussage.



1.17 Eine leitende Kugel, auf der die Gesamtladung Q sitzt, wird in
ein homogenes elektrisches Feld EO = Eyé, gebracht. Wie veridndert
sich das elektrische Feld durch die Anwesenheit der Kugel? Wie ist die
Ladung auf der Oberfliche der Kugel verteilt?

Hinweis Setzen Sie das Potential fiir diese Anordnung wie folgt an:

® = fo(r)+ f1(r) cos 0

und 16sen Sie die Poisson-Gleichung. Konnen Sie diesen Ansatz plau-
sibel machen?

1.18 Man berechne die Energie, die im elektrischen Feld einer kugel-
symmetrischen, homogenen Ladungsverteilung (Radius R, Ladung Q)
enthalten ist. Man berechne nun die Selbstenergie

W=%/// dx 0(x)P(x)

dieser Ladungsverteilung.

1.19 Einem Elektron, das sich im Ursprung befindet, werde die La-
dungsverteilung o = (—e)d(x) zugeschrieben. Man legt nun eine Kugel
mit Radius R um den Ursprung und berechnet die Energie des elektri-
schen Feldes im AuBenraum der Kugel. Wie gro3 muss dieser Radius
gewdhlt werden, damit die eben berechnete Energie gleich der Ruhe-
energie m.c> des Elektrons ist? Man nennt diese GroBe den klassischen
Elektronenradius.

Antwort R =¢?/ (Zmecz) =ahc/ (2me02).

1.20 Eine Kugel mit Radius R bestehe aus homogenem, dielektri-
schen Material, das die Dielektrizititskonstante ¢; hat. Die Kugel ist
in ein Medium eingebettet, das ebenfalls homogen ist und die Dielek-
trizitidtskonstante ¢ hat. Aulerdem liege ein dufleres elektrisches Feld
E = Eyé3 an. Berechnen Sie das Potential im Innen- wie im AuBenraum
der Kugel. Skizzieren Sie die Aquipotentialflichen fiir die Spezialfille
(eo=-¢,e1=1)und (¢9g = 1, ] = ¢). Lassen Sie im zweiten Fall & sehr
grof} werden und vergleichen das Potential mit dem aus Aufgabe 1.17.

1.21 Zwei positive Ladungen g = (¢/2) und zwei negative Ladungen
—g werden in den angegebenen Punkten (x, y, z) (kartesische Koordi-
naten) wie folgt verteilt

g1= ¢q: (00, ¢g=q:(-a00),

q3:_q'(03b70)a q4:_q'(07_b70)'
Notieren Sie die Ladungsverteilung mit Hilfe von é-Distributionen. Wel-
ches Dipolmoment hat diese Verteilung? Bestimmen Sie den Quadru-
poltensor Q;; = [[[ d3x [3x;x; —x?8;/]o(x) und das spektroskopische
Quadrupolmoment

Qo ::,/an/// d3xQ(x)r2.

Geben Sie die Momente g¢ ,, fiir £ =2 (sphérische Basis) an.

Aufgaben
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1.22 Die Kugelschale mit Radius R, die eine konstante Flichenla-
dungsdichte n trégt, rotiere mit der Winkelgeschwindigkeit @ um eine
Achse durch ihren Mittelpunkt. Welches Magnetfeld erzeugt sie?
Hinweis  Der Flachenstrom ist durch den Ausdruck

K () =nwxx=wnRsinbéy

gegeben.

1.23 Eine Hohlkugel, deren innerer Radius r und deren duflerer Radius
R ist, besteht aus einem Material hoher magnetischer Permeabilitét .
Diese Kugel wird in ein duBeres Induktionsfeld B = Byés eingebracht.
Man berechne den Feldverlauf in Anwesenheit der Kugel. Man untersu
che insbesondere den Spezialfall © — oo.

Hinweis Da keine Stromdichte vorhanden ist, kann man die Felder
H und B aus einem magnetischen Potential @p,g, ableiten. Fiir dieses
benutze man die Multipolentwicklung.

Aufgaben: Kapitel 2

2.1 Bestimmen Sie durch Abzihlen der Basis-k-Formen die Dimen-
sion des Raums AX(M) der k-Formen iiber der Mannigfaltigkeit M.

2.2 Zu zeigen: Wenn man einen symmetrischen Tensor zweiter Stufe
Suv mit einem anderen, antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe A*Y
verjiingt, so ergibt dies Null.

2.3 Wenn gy4gy5 das Levi-Civita-Symbol in Dimension vier ist, finden
Sie Summationsformeln, die den Formeln (1.48a) und (1.48b) entspre-
chen.

2.4 Es sei A(t, x) ein vorgegebenes Vektorpotential, das keiner beson-
deren Bedingung unterliegt. Wéhlt man die Eichfunktion

x(r,x>=i///d3y ! V.- Alt, y)
4r lx — |

um A zu ersetzen, was kann man iiber die Divergenz des transformierten
Vektorpotentials A" aussagen? Wenn keine duBeren Quellen vorhanden
sind, mittels welcher Eichfunktion erreicht man, dass Ag(¢, x) = 0 wird,
ohne die Klasse der Coulomb-Eichungen zu verlassen?

2.5 Wenn Energie und Impuls erhalten sind, kann ein freies Elektron
kein Lichtquant abstrahlen, e — e+ y. Zeigen Sie dies anhand der rela-
tivistischen Kinematik.

Aufgaben: Kapitel 3

3.1 Bestimmen Sie die physikalischen Dimensionen der Grof3en u (¢, x),
(3.54a), P(t, x), (3.54b), S(¢, x), (3.54c¢), und TJI.‘ (t, x), (3.544d).



3.2 Zeigen Sie: Im R3 sind d;j und g unter Drehungen R € SO(3)
invariante Tensoren. Was kann man im Minkowski-Raum iiber §,,, und
tiber &;,,5; beziiglich Lorentz-Transformationen aussagen?

Aufgaben: Kapitel 4

4.1 Untersuchen Sie, welche Randbedingungen an Grenzflichen fiir
elektrische Felder und fiir Induktionsfelder gelten (s. auch Aufgaben 1.7
und 1.8).

4.2 Eine harmonisch schwingende Dipolquelle wird durch die Strom-
dichte

jt,x) = —iwd §(x)e i

beschrieben. Geben Sie die zugehorige Ladungsdichte und die physi-
kalischen Ausdriicke fiir j und o an. Berechnen Sie das zugehorige
Vektorpotential Ag; mit seiner harmonischen Zeitabhingigkeit. Berech-
nen Sie das elektrische Feld und das Induktionsfeld.

4.3 Wir betrachten zwei diinne, konzentrische Ringe aus leitendem
Material. Der innere Ring mit Radius a trage die homogen verteilte La-
dung ¢, der duBere die Ladung —¢g. Was ist die Ladungsdichte dieser
Anordnung, ausgedriickt in Zylinderkoordinaten, bei denen die z-Achse
durch den Mittelpunkt der Ringe geht und senkrecht zu diesen ausge-
richtet ist?

4.4 Die Anordnung der Aufgabe 4.3 rotiere mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit w um die z-Achse. Geben Sie die entstehende Strom-
dichte an. Berechnen Sie das magnetische Dipolmoment.

Aufgaben: Kapitel 5

5.1 Losen Sie die Differentialgleichung

(A—#?)g(x) = g8(x) (A4)
im Impulsraum, d. h. mithilfe des folgenden Ansatzes
_ 1 3 ik-x7}

5.2 Fiir die Erzeugenden einer kompakten, einfachen Lie-Gruppe gilt
in einer gegebenen Darstellung (wir vereinfachen hier die explizite
Form U(T), indem wir U weglassen)

Sp{Ti, Tj} = I{(Sij . (A6)
Man zeige, dass die Konstante x zwar von der Darstellung, nicht aber
von i und j abhingt.

5.3 Geben Sie eine Lagrangedichte fiir die lokale Eichtheorie an, die
aus der Strukturgruppe G = SO(3) konstruiert ist und in die man ein
Triplett von Skalarfeldern gesetzt hat.

Aufgaben
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5.4 Eine lokale Eichtheorie, die auf der Strukturgruppe
G =SU(p) xSU(g) mit p,qg>1
aufbaut, ldsst zwei unabhingige ,,Ladungen® (Kopplungskonstanten) zu.

Zeigen Sie dies durch die Konstruktion des Eichpotentials und der ko-
varianten Ableitung.

5.5 Eine groflere Studienarbeit: Man bereite die gruppentheoretischen
Aussagen der in Abschn.5.5 genannten Arbeit zur Selbstgravitation
eines rotierenden Sterns auf. Untersuchen Sie die dort gefundenen Ver-
zweigungen analytisch und mittels numerischer Beispiele.

5.6 Zeigen Sie, dass die Matrizen
(k - ~(m)
Mlm) =—iCy'
die Lie-Algebra (5.20) erfiillen.

Aufgaben: Kapitel 6

6.1 Es soll gezeigt werden, dass die (n — 1)-Sphire S;‘l, die den Ra-
dius R hat und in den R” eingebettet ist, eine glatte Mannigfaltigkeit ist.
Es seien N=(0,...,0,R) und S= (0, ... ,0, —R) Nord- bzw. Siidpol
der Sphire. Man wihle als Karten die Projektion der Punkte x € S’;e_l
von N bzw. S aus auf die Aquatorialebene (x" =0). Die erste Karte
gilt auf der Umgebung U; = S’}(,_l\{N}, die zweite auf U, = S’,’Q_l\{S}.
Geben Sie die Kartenabbildungen ¢;, i = 1, 2 und deren Umkehrabbil-
dungen an. Berechnen Sie die Ubergangsabbildung von U; nach U, und
zeigen Sie, dass diese auf dem Durchschnitt U1 N U, ein Diffeomorphis-
mus ist.

6.2 Gravitative Rotverschiebung: Berechnen Sie die relative Frequenz-
dnderung Aw/w eines Photons, das von der Spitze eines Turms der
Hohe H auf den Boden lauft. Vergleichen Sie die Verschiebung Aw fiir
das Beispiel H = 22,5 m mit der natiirlichen Linienbreite I" einer >’Fe-
Linie, die eine Frequenzschirfe w/I" = 3-10'? besitzt.

6.3 Es seien X, Y, Z € X(M) glatte Vektorfelder auf M, [X, Y] usw.
ihre Lie-Klammern. Beweisen Sie die Jacobi’sche Identitit

(X, [Y, Z]|+[Y, [Z, X]] +[Z, [X, Y]] =0.

Auf dem Beispiel M =R? sind X = yd, und Y = x0dy gegeben. Was ist
deren Lie-Klammer?

6.4 Tensorprodukte kommutieren im Allg_emeinen nicht. Um dies zu
illustrieren, betrachten Sie die Beispiele T D e Ig, i=1,2, wo

TO=d''@d?, 7 =d’®d'
gegeben sind, und berechnen Sie die Funktionen 7@ (X, Y) fiir
X=a'd+a*8,, Y=>0"9+b"

mit konstanten Koeffizienten a’, ... , b2.



6.5 Eine andere Art, die kovariante Ableitung von Tensorfeldern vom
Typus (0, 1) zu berechnen, ist die folgende. Wenn V = 0,, gewihlt wird,
dann ist die kovariante Ableitung Dy eines Vektorfeldes X nach V be-
kanntlich

X’ =0 X  +TX".
Berechnen Sie hieraus X ., = g7, X" ,, und verwenden Sie die Koordi-
natenformel fiir die Christoffel-Symbole.

6.6 Die Christoffel-Symbole sind nicht Komponenten eines Tensorfel-
des: In Gauf3’schen oder Normalkoordinaten im Punkt x € M lautet die
Bewegungsgleichung eines frei fallenden Teilchens

d ZZM : 2 v
in beliebigen Koordinaten dagegen
d? yH dy? dy” —0

w &Y
dt? P dr drt

Beweisen Sie folgende Formeln
3z 9z s 327%
v = Tap . T po — .
oyt ayY az% dyPay°

Leiten Sie die Transformationsformeln fiir Christoffel-Symbole bei ei-
nem Diffeomorphismus {y*} — {y'#} her. Aus diesen liest man die
eingangs gemachte Feststellung ab.

6.7 Die semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit (M, g) habe die Dimen-
sion n. Zeigen Sie, dass die Kontraktion der Metrik gleich n ist und
dass fiir glatte Funktionen f € §(M) die Divergenz von fg gleich der
duBleren Ableitung von f ist, div(fg) = df.

6.8 Ein mit dem Riemann’schen Tensor R nahe verwandter Tensor ist
der Weyl’sche Tensor. Er ist eine Funktion des Riemann-Tensors R, des
Ricci-Tensors R®i°) und des Kriimmungsskalars S und wird in Kom-
ponenten folgendermalien definiert

1
Crvor := Ryvor + ES (glwgvr - g,urguc)

_ E <g;w Rglccn) — gur jolélcm) — g Rﬂ?cm) + gur RLRchm)) )
Der Tensor C hat dieselben Symmetrieeigenschaften wie R. Alle seine
Kontraktionen verschwinden. In Dimension n =4 hat er zehn unabhén-
gige Komponenten, in Dimension n = 3 ist er identisch Null.

Hat M Dimension 4 und ist mit einer konform flachen Metrik aus-
gestattet, d.h. gilt g,, = ¢2(x)r],w mit ¢(x) einer glatten Funktion, so
ist C identisch Null.

Aufgaben
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Ausgewdhlte Losungen der Aufgaben

Losungen: Kapitel 1

1.1 Die sphirischen Basisvektoren é,,, m = —1, 0, 41, haben folgende
leicht zu verifizierende Eigenschaften:

é:,; - (_)mé—m é;kn 'ém/ - Smm/ . (1)

Entwickelt man, wie angegeben, V = Z;lz_l v"é,,, und beachtet, dass
V reell ist, so folgt

V= ume = ()" ey )

Gleichung (1) und Gleichung (2) zeigen, dass die zur Basis {€,}
duale Basis gleich &” = (—)"é_,, ist und dass V =) v,," mit
v = (—)™v™™ gilt. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist

+m +1
V-W= Z "M = Z o™ . 3)

m=—1 m=—1
In der Tat verifiziert man das Skalarprodukt
1 1
Z vuw” = E(v1 — i)' +iw?) +vwd + E(v1 +ivY)(w! —iw?)
=vlw! + v2w? + v,

Die Aufgabe zeigt, dass man auch in einem Euklidischen Raum Ko-
varianz und Kontravarianz unterscheiden muss, wenn man keine reelle
kartesische Basis benutzt.

1.2 Geht man in eine spezifische Aufteilung in Zeit und Raum, so ist

300 = e%5(3) (y —x(0) = ex- V.89 (y —x(1))
= —ex-V,6% (y —x()
3ij = ex- V8D (y —x(1)) .

Die Summe dieser Ausdriicke ist gleich Null.

1.3 Bis auf Bindungseffekte ist
Mc? =235-939 MeV = 3,535-10787 .
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Ausgewdhlte Lésungen der Aufgaben

Benutzt man die Konversionsformel (s. Band 4, Anhang A.7) 1eV c2
=1,78266-107%7 jug, dann ergibt sich der ungefihre Wert M =3,9-
10716 g,

Bemerkung
Dies ist immer noch sehr klein im Vergleich mit der Planck-Masse

he
Mpianck 1= =222 ne,
GNewton

die man mit einer Apothekerwaage messen konnte.

1.4 Der myonische Bohr’sche Radius ist um den Faktor m,/m, klei-
ner als der des Elektrons. In Blei, d.h. mit Z = 82, ist er

I
al(Z=82) = ——— =3,12.10"" m.
Zamyc

Dieser Wert liegt innerhalb des Kernradius von etwa 7- 10715 m. Wire
die gesamte Ladung des Kerns dennoch in seinem Zentrum lokalisiert,
so wire der Betrag des elektrischen Feldes am Ort des Myons

z
E|= 5 =1,35-10%Vm! .
r

Den realistischen Wert, der kleiner als diese Zahl ist, kann man abschiit-
zen, indem man die Ladungsverteilung von Blei durch eine homogene
Ladungsverteilung mit dem angegebenen Radius modelliert.

1.5 Man kann die Relation (1.48a) auf verschiedene Weisen nachpriifen.
(a) Fiir feste Werte von i und j liegt auch k fest und kann nicht gleich
i oder j sein. Das gilt dann auch fiir / und m, die nicht gleich k sein
diirfen. Da sie untereinander verschieden sein miissen, bleiben nur die
Moglichkeiten (i =1, j =m) und (i =m, j =1). Die erste von diesen er-
scheint mit dem positiven, die zweite mit dem negativen Vorzeichen.
(b) Bezeichnet {¢;}, i =1, 2, 3, eine Orthonormalbasis im R3, dann ist
das erste e-Symbol gleich dem Spatprodukt (¢; x &;) - &;. Ebenso ist das
zweite e-Symbol gleich & - (é; x &,,). Da die Summe ), &) (€x| gleich
1 ist, ist der gesuchte Ausdruck gleich

(& xej)-(exéy),
was gleich der rechten Seite der zu beweisenden Gleichung ist.

1.6 Nimmt man den Raum zwischen den beiden Sphiren der Abb. 1
als das Volumen V(F), dann besteht dessen Oberfliche aus der Sphire
mit Radius R,, auf der die Fldchennormale nach aullen weist, und
der Sphire mit Radius R;, auf der die Normale nach innen zeigt. Mit
A(1/r) =0 im Zwischenraum und A®(x) = — f(x) gibt der zweite



Green’sche Satz

[If et o fei 23]

Dabei ist x =0 gewihlt worden. Auf der rechten Seite tragen die bei-
den Sphiren bei und es ist do = r2ds2. Der zweite Term verschwindet
sowohl im Limes R, — oo als auch im Limes R; — 0. Der erste Term
verschwindet zwar auch fiir R, — oo, aber bei R; — 0 gibt er 47®(0).
Das ist die gesuchte Antwort.

1.7 Um die gegebene Verteilung normieren zu kénnen, muss man das
Integral

i 1 i 1
. 2, v 3f2, L
I:=4n /r dr PEyE =4nz /x dx yppE— “4)
0 0

mit x =r/z und xp = ¢/z berechnen. Man unterteilt den Integrations-
bereich in das Intervall [0, x9) und [xp, c0), um den Integranden als
geometrische Reihe schreiben zu konnen,

. n _,—nx l’lx
x<x0. 1+e(x Xo) +Z( ) 0 )

1

X Z=Xxp: T et—0

— Z(_)n/ e(n/-H)xo e—(n’-‘rl)x
n'=0

00
- _ Z(_)n o gy
n=1

wo im letzten Schritt n =n'+ 1 gesetzt wurde.
Die folgenden beiden Integrationsformeln sind leicht herzuleiten und
fiir das Folgende niitzlich:

a
I. = /dxxzex =e(a*-2a+2) -2,

0
00

I. = /dx e ¥ = e_“(a2+2a+2) )
a

Das gesuchte Integral wird mithilfe dieser Formeln zu

[ =4n7> {§x0+4x0 Z( )”Jrl 22( ) nm}

n=1

Ausgewdhlte Lésungen der Aufgaben

381



382

Ausgewdhlte Lésungen der Aufgaben

I siehe z.B. N. Straumann, Quanten-

mechanik, Springer, Heidelberg 2002,
Gl. (1.168).

Fir die unendliche Summe im zweiten Term findet man z.B. in
[Abramovitz-Stegun; Gl. (23.2.19) und Gl. (23.2.24)]
S (_)n—',-l

1 2
= —552) =

b
12°

n=1

wo ¢(x) die Riemann’sche Zetafunktion ist. Damit folgt

= () o) R e

n=1

und daraus die im Haupttext angegebene Normierung.

Bei Ladungsverteilungen von Atomkernen ist ¢ in der Regel wesent-
lich grofer als z (typische Werte sind ¢ =6fm, z =0,2fm), d.h.
exp{—c/z} < 1. Vernachlissigt man diesen letzten Term, so ist die Ver-
teilung bei r = ¢ auf die Hilfte ihres Wertes bei r = 0 abgesunken. Der
Abstand zwischen den Radien rp ¢ und rg 1, wo sie noch 90% bzw. 10%
ihres Wertes bei » = 0 hat, ist # =4 In(3)z. Dieser Parameter wird iibli-
cherweise als Oberflachendicke angegeben.

1.8 Das Integral iiber das Volumen der ,,Dose® in Abb. 2 gibt 47 mal
der Flichenladungdichte, weil die Hohe als klein von dritter Ordnung
vorausgesetzt ist. Das Fldchenintegral bekommt nur von den beiden
Stirnflichen der Dose Beitridge, die sich in der Richtung der Flidchen-
normalen unterscheiden. Daher ergibt sich hier (E, — E;) - fi.

1.9 Legt man den in Abb. 3 skizzierten geschlossenen Weg so, dass er
die Fliche mit den kurzen Seiten schneidet, dann folgt

?gE-ds= (Ea—E;)-1=0.
Dies zeigt die Stetigkeit der Tangentialkomponente.

1.10 Der Ausdruck (1.97¢) fiir die Legendre-Funktionen erster Art gilt
zunéchst nur fiir m > 0. Der folgende, alternative Ausdruck!
- l+m)!

Pr@=(=)"e 2!

+7
./dxp (cos@—l—isin@cos 1/f)(Z cos(myr) , (z =cos0)
-
gilt fiir alle Werte von m und zeigt zugleich, dass
L —m)!
(L+m)!

gilt. Setzt man dies in die Formel (1.97a) ein, so ergibt sich die Sym-
metrierelation (1.97g).

P (@)= ()" P (2) (6)



Ausgewdhlte Lésungen der Aufgaben

Fiir die Relation (1.97h) beachte man, dass mit z/ = cos(m —60) =
—cosf =—z

eim(¢+7‘r) — (_)m eimdb ,
dm
P (—2) = (=) (1 =" ()" G P = (=) " P (2)

ergibt. Dabei wurde benutzt, dass die Legendre-Polynome bei z — (—z)
ein Vorzeichen (—)¢ produzieren. Setzt man beides zusammen, dann
folgt die Symmetrierelation (1.97h).

1.11 Die Multipolmomente werden durch (1.106d) definiert. So ist

g = / f / dx Y35 ®)o(x)

V15 .
= "o /// dx r?sin?0e 2o(x)
T

— 4{/_12% /// Ex (x' —ix2)’0®)

= 4_125 /// dx {)clx1 —Zixlxz—xzxz}g(i)
V2T
V15 1
— 4 2n§(Qll —2iQ12— Q22) .

Ebenso berechnet man die beiden anderen Komponenten

V15 3. 3(1 .02 V5 13, : 123
qzl:_Zm///dxx (x —1x>g(x)=m(—Q +i107),

5 5
q20 = % /// &x (3x7x —r?)o@®) = %QB .

Dabei hat man die Symmetrie Q7' = Q¥ und die Definition (1.111c)
ausgenutzt.

1.12 Man berechnet zunichst das Integral {iber das Volumen V einer
Kugel mit Radius R und Mittelpunkt am Ort des Dipols. Dieses Integral
kann man mithilfe von (1.6) in ein Integral iiber die Oberfliche dieser
Kugel verwandeln:

/// dx ED(x)=—/// dx V@D(x)z—R2//da &p(x) A
%4 Vv F(V)
e fff o
3

r< ~ AN A
.//da = PR CMENMEST D

F(V) "
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Ausgewdhlte Losungen der Aufgaben

Hier wurde die Multipolentwicklung (1.105) verwendet, von der wegen
des Winkelintegrals nur der Term mit £ =1 beitrdgt. Denkt man sich
den Einheitsvektor 72 nach Kugelfunktionen entwickelt,

+1
n= Z amYlm()z)v

m=—1

dann gibt das Integral iiber die Oberfliche der Kugel

//da YR @A | @) =) anYin (@) =#'.
" m

FV)

Da der Dipol lokalisiert ist, ist 7. =7" und r-~ = R und es folgt

47 1 R 4
/// &x Ep(x) = —Rz?ﬁ /// &x o(x)r'it = —?d.
1%

Diese Herleitung zeigt, dass die zu beweisende Formel fiir jede lokali-
sierte Dipolverteilung und somit speziell fiir den punktférmigen Dipol
gilt.

1.13 Der Kondensator bestehe aus zwei gleichen und parallel ausge-
richteten Platten der Fliche F. Auf diesen Platten seien zu Anfang
die Ladungen +¢g bzw. —g aufgebracht. Die Normalkomponente des
Verschiebungsfeldes D = ¢E — z.B. auf der positiv geladenen Platte —
erfiillt die Relation D,, = |D| =4nmn, wo n = q/F die Flichenladungs-
dichte ist. Werden die Platten kurzgeschlossen, so flieft im Verbin-
dungskabel ein Strom der Stirke

_dq_ 87}_ F oD,

Cdt 4w o

Die Stromdichte dieses Verschiebungsstroms ist somit

1 aD

Aot

Hier sind die Vektorfelder selbst eingesetzt, weil sie an der Plattenober-
flache alle senkrecht auf dieser stehen und somit gleich ihren Normal-
komponenten sind.

1

Jv

1.14 Dies ist ein Beispiel fiir die Methode der Spiegelladungen. Man
setze zwei Punktladungen ¢V und ¢® auf eine Gerade durch den Ur-
sprung und wihle diese z.B. als 1-Achse. Die Ladungen mogen bei
xD =rMg; bzw. x =rP¢; sitzen, als Spiegelpunkte an der Kugel
mit Radius R mit dem Ursprung als Mittelpunkt. Man bestimme die La-
dung des zweiten so, dass das Potential auf der Kugel gleich Null ist.



Die Spiegelbedingung ist r"r® = R%. Das Potential ist bei |x| = R

) @
q q

P(x)| g =

(x)[g |:|x—r(l)él| |x—r(2)él|:||x|:R
4O q®

= — — + — .
RE—(V/Re|  r@|(R/r@)E -2

Hierin sind die beiden Absolutbetrige in den Nennern gleich,

(0 R\ ol orWe o (rY
X — ? e = E xX—ey|=1— ?x'31+ i s

R
so dass das Potential bei r = R verschwindet, wenn man die zweite La-
dung gleich ¢® = —¢( (@ /R) wihlt. Jetzt kann man die im Inneren
der Kugel sitzende Ladung durch die Kugeloberfliche mit @|gr =0 er-
setzen und hat das gestellte Problem gelost.

1.15 Man setzt den Dipol in den Ursprung. Ohne die Anwesenheit der
Kugel wire das von ihm erzeugte Potential @p(x) = dr cos 6/ r3. In An-
wesenheit der Kugel tritt hierzu ein additiver Term, der dafiir sorgt, dass
das Potential auf der Kugeloberfldche gleich einer Konstanten ist. Ohne
Einschrinkung kann man diese Konstante gleich Null wihlen. Dann ist
das gesamte Potential im Innenraum der Kugel

1 o0
D = dcos@r—2 —{—ZagrePg(cosG)
=0

1
= dcose—2 +ayrcosf
r

1 1
=drc050<r—3—ﬁ> .

Hierbei wurde ausgenutzt, dass nur der Term mit £ = 1 beitragen kann
und dass die Randbedingung @(R) =0 den Koeffizienten auf a; =
—d/R3 festlegt. Daraus berechnet man die Radial- und die §-Kompo-
nenten des elektrischen Feldes

0P 2 1
E,=——=dcosO| <+ ,
or r3

R3

£ 1 0® dsino 1 1
=——— =dsinf|=—-—— | .

0 r 00 r3 R3

Bei r = R verschwindet die §-Komponente, die Unstetigkeit der Radi-
alkomponente ist gemil (1.87a)

3
(Er)a - (Er)i = (Er)a —d cos GF = 47‘[7] .
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Die induzierte Flichenladungsdichte auf der Kugeloberfliche ist ge-
mil (1.92¢)

1 0o _dcosf 3
"T4x eh|,_p . 4m B

(Zur Ableitung tragt nur der Innenraum bei. Dort ist die Flichennormale
gleich der negativen Normalen auf der Kugel, daher das extra Minuszei-
chen.) Damit folgt (E,), =0.

1.16 Das Potential, das vom Dipol erzeugt wird, berechnet man wie
folgt:

0
q>(x)=///d3 Qert(®) _ ///d3 Vb (x=x)
[x — x| |x x|
3 ) x—x©
:d-///dxrs xX—x )Vx/|x—x/|:d.|x—x(0)|3'

Dieser Ausdruck stimmt mit (1.88c) tiberein. Die Energie im dufBleren
Potential ist

W= / f / & 0 (1) B, (x)
:—d-/// dx (VXS(x—x(O))> Py(x)
=d~/// d3x5<x—x<0>) V. 0,(x) = —d-E, (x<0>> .

Dies ist der bekannte Ausdruck fiir die Energie eines elektrischen Di-
pols im duBeren elektrischen Feld.

1.17 Ohne duBeres Feld, Ey =0, wire das Potential das einer ku-
gelsymmetrischen Ladungsverteilung im Auflenraum @(r) = Q/r; ohne
die Anwesenheit der Kugel wire es @(x) = —Epz = —Egrcosf. Da
Potentiale in den Quellen additiv sind, ergibt sich daraus der im Hin-
weis enthaltene Ansatz, d. h. als Summe aus einem kugelsymmetrischen
Term und einem Term, der die cos #-Abhingigkeit des homogenen Fel-
des hat,

P(x) = fo(r)+ f1(r)cosb .
In die Laplace—Gleichung A®(x) =0 eingesetzt ergibt sich

1 »d fo »d fi
AD(x) = o (r dr)+r2dr (r dr>0050

fi 4
T Zsing @(sz )

_[L1d (.dfo Ld (Ldfi\_2h
_[rzdr(r dr):|+[2d (r dr) r2:|(:059 0.




Diese Differentialgleichung muss fiir alle » und 6 erfiillt sein. Deshalb
miissen die Ausdriicke in den grofien eckigen Klammern jeder fiir sich
gleich Null sein:

1d [ ,dfe

- =0 7
r2dr <r dr) ’ @)
1d (Ldfi\ 2fi

r2dr <r dr) r2 =0. ®)

Die erste davon, Gleichung (7), hat die allgemeine Losung fo(r) =
A/r+ B, die zweite Differentialgleichung (8), lautet r?f;' +2rf] —
2 fi = 0 und hat die allgemeine Losung f1(r) = C/r?+ Dr. Somit ist die
gesuchte Losung von der Form

A C
D(x)=—+ <—2 + Dr) cosf+B. )
r r

Die vier auftretenden Konstanten bestimmt man aus den Randbedingun-

gen:

a) Fiir r — oo dominiert der Term proportional zu r cos. In diesem
Bereich ist allein das vorgegebene duflere Feld spiirbar, d. h. es muss
D = —Ej sein.

b) Auf der Kugeloberfliche muss das Potential konstant sein,

A C
D(x)|,=g = m + (ﬁ - EoR) cosf = const. VO ;

daraus folgt C = EqR°.
¢) Aus dem Gaufy’schen Satz folgt die Normierungsbedingung

. 0D
do E-n=— | [do — =4nQ.
ar
r=R r=R

Dasselbe Integral ist gemdB (9) aber auch gleich 4w A. Daher folgt
A = Q. Die Losung lautet somit

0 R}
D(x) = 7+Eo<r—2—r) cosf . (10)

Die auf der Kugeloberfliche induzierte Ladungsdichte berechnet man
fiir den Fall Q =0

P I B
T = "o T ag 0

(Man skizziere einen ebenen Schnitt durch die Aquipotentialflichen, der
die z-Achse enthilt, und die elektrischen Feldlinien z.B. fiir den Fall

0 =0
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Bemerkung

Der Ansatz, von dem wir ausgegangen sind, ist intuitiv begriindet. Will
man systematischer vorgehen, so bietet sich eine Entwicklung des Po-
tentials nach Kugelflachenfunktionen an: Wegen der Axialsymmetrie
des Problems ist der allgemeinste Ansatz

o0

®(x) =) fe(r)Py(cos6)

=0

mit f; =r® oder = r—¢~!. Das Potential des urspriinglichen homogenen
Feldes ist axialsymmetrisch und proportional zu Pj(cos#). Die hinzu-
gefiigte Kugel dndert nichts an der Winkelabhéngigkeit, d.h. bewirkt
nur einen zusitzlichen Monopolterm. Die Losung muss also von der
Form

A C
D(x) = <— + B) Py(cos 6) + <—2 + Dr) Pi(cos )
r r
(Po(cos) =1, Pi(cos6) = cosb)
sein. Die Konstanten darin bestimmt man wie oben.

1.18 Mit o(r) =3Q/(47R3)O(R — r) sind Potential und Feldstirke im
Innen- bzw. Aullenraum

. 30 2 1 72 o .
r < R: @i(}’) 2R3 (R § y Ei = Fre, s
r>R: @a(r)zg, Ea=%ér
r r

Berechnet man die Energie aus dem Quadrat des elektrischen Feldes
und integriert iiber den ganzen Raum,

o0

1 1
=—///d3xE2=—/r2drE2
8 2

2
—Q RG/drr —f—/drr g,

so ist dies dasselbe Resultat wie das, das sich aus der angegebenen For-
mel ergibt:

3 Q2 2 1 2 3Q2
///d x o(r)®(r) = 4R6/ <R 3 ) SR



1.19 Die Energie, die im Feld auBlerhalb des Eelektrons enthalten ist,
ist gleich
o0
1, 1 &
Wa = 56 / dr r_2 = ﬁ .
R

Wenn dies gleich m,c? ist, so ergibt sich der angegebene Wert von R,
dem sog. klassischen Elektronenradius.

1.20 Man iiberlegt sich anhand der Maxwell’schen Gleichungen, dass
an einer Fliche, die die Flichenladung 7 trigt, die Tangentialkompo-
nente des elektrischen Feldes stetig ist, die Normalkomponente des Ver-
schiebungsfeldes um 4mn springt. In der gestellten Aufgabe ist n =0,
die Normalkomponente von D somit stetig. Als Randbedingungen hat
man daher bei r = R

¢l = ¢a El

0D, 0P;
=g .
or or
Die Kugelsymmetrie der Anordnung wird nur durch das angelegte
duBere Feld gestort, das axialsymmetrisch ist und dessen Potential
D(r,0) = —EgPi(cos6) ist. Innen wie auflen muss das Problem daher
die allgemeine Losung

€0

A
D, = (—2 + Br) Pi(cos6) ,
r

C
D; = (—2 + Dr) Pi(cos6)
r

haben. Lisst man r nach Unendlich gehen, r — oo, dann sieht man,
dass B = —E( sein muss; ldsst man » — 0 gehen, so folgt, dass C =0
sein muss.
Aus den genannten Randbedingungen bestimmt man die iibrigen bei-
den Konstanten und findet
&1 —¢&o

A= ——""F\R%,
g1 +2¢

3¢9
€1+ 2¢9

Die genannten Spezialfille sehen folgendermalen aus:
a) g9 =¢, €1 = 1: Hier ist das Potential

o, =[12 R Eo P (cos6)
=——- cos6) ,
S Iy R

3e
1+2¢

D = — rEgPi(cosb) .
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Das Feld im Inneren der Kugel hat die Stirke
3¢
Ei=
1+42¢
und ist — da ¢ > 1 ist — grdfer als Ey.
b) g9 =1, &1 = &: Jetzt ist das Potential

Eo

COS 5

3
D = —8+2rEoP1 (cosb) .

Der Betrag des Feldes im Inneren ist
3

42
und ist somit kleiner als das angelegte Feld.

E;

Eo

Wihlt man hier € > 1, so ist
R3

D, > |:7 — l}rEoPl(cose) , D;~0.
3

Das Feld im Inneren geht nach Null, man findet die Verhiltnisse der
Aufgabe 1.17 (mit Q = 0) wieder.

1.21 Die von den vier Punktladungen erzeugte Ladungsdichte ist

o(x) = g ([80x —a) +8(x +a)] 8(»)8(2)
—[8(y=Db)+8(y+b)]18(x)8(2)} .

Man sieht sofort, dass fiir diese Verteilung sowohl das Monopolmoment

1
qoo = ——= X Gesamtladung =0,
var

als auch die Dipolmomente

d; = /// d*x xio(x) =0

Null sind. Fiir die Eintrige Q;; des Quadrupoltensors findet man

Q“:/// P [262 32— 22| o) = (27 +17)

Q22=/// Cx [2y2_12—x2] o(x) = —e (2b2+a2) ’
03 = [[[ @ [22 =2 = e e (~a+4%) |
Q”://f d*x 3xyo(x) =0,

analog auch Q13=0, 023 =0.



Es ist somit Q = ediag(Za2 +b%, —2b> —a*, —a* +b?) und man besti-
tigt, dass Q die Spur Null hat.
Das spektroskopische Quadrupolmoment ist

Qo=/// dx r?(3cos? 6 — 1)o(x)
:/f/ Ex 22 =2 =) =033 =e(B*—d%).

Fiir die Momente in sphérischer Basis findet man

NG 15 5, ,
= -2 — b°),
g2 = 4\/_(Qn 1012—0xn) = me(a +b7)
qzl—zr( Q13+1023) =0
5
420 = 4\\//_5 033 = 41//;6(—612 +5%).

Die Momente g2, 1 und g2, > ergeben sich aus den Symmetrierelatio-
nen (1.107).

1.22 Die Stromdichte ist proportional zur Flichenladungsdichte und
zur Tangentialgeschwindigkeit am betrachteten Aufpunkt,

J(x) =norsinf8(r — R)éy = jpéy .

Hieraus berechnet man ein Vektorpotential aus der Formel (1.116). Den
Einheitsvektor &4 zerlegt man nach 1- und 2-Richtung, és = — sin ¢€; +
cos ey, und verwendet sphirische Polarkoordinaten im Integral fiir
A(r, 0, ¢),

A(r, 0, ¢) = now— / /zdrf d2’ ¥'8(+' = R) sin 6’

47

x (—sin¢'é; +cos ¢ ez)z
Der weitere Gang der Rechnung geht wie folgt. Da die Anordnung
axialsymmetrisch ist, geniigt es A fiir den Wert ¢ = 0 auszurechnen.
Andererseits ist das Integral iiber ¢, das proportional zu €; ist, gleich
Null, was bedeutet, dass A(r, 6, ¢ = 0) proportional zu €, und damit
gleich der Komponente Ay ist. Im Integranden ersetzt man

2
sin¢’ cos ¢’ =,/ ?”(—Yu(f’) +Y @)

und kann damit das Winkelintegral ausrechnen. Aus dem Ergebnis A =
Agéy berechnet man das Induktionsfeld.

1.23 Da keine Stromdichte und kein zeitlich veridnderlicher Verschie-
bungsstrom vorhanden sind, ist das Feld H rotationsfrei. Man kann es
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daher als Gradientenfeld eines skalaren, magnetischen Potentials @y
darstellen. Im Innenraum innerhalb der kleineren Sphire, im Zwischen-
gebiet zwischen den beiden Sphéren und im AuBenraum setzt man eine
Multipolentwicklung fiir @y an,

o0
o) = > agr’ Py(cos6) .

£=0
> 1

q;f\;) = Z [c@ o= Pe(cos 0) + dert Py(cos 9)] (11)
= ()

QD(“) Z by — S| Py(cos 8) + BorP1(cos6) .

Hierbei wurde schon benutzt, dass das Potential bei r = 0 regulér ist und
dass es bei r — oo in das Potential des homogenen Feldes iibergeht.

Die Randbedingungen sind: Das Potential muss bei » und bei R ste-
tig sein; an beiden Grenzflichen ist die Tangentialkomponente von H
stetig; auferdem ist die Normalkomponente von B stetig, d. h.

o) = (12a)
845(1) 8@5(2)
M _ M (12b)
00 a0
(1 (2)
oD P
i — = pp—4 (12¢)
or or

wobei die Ziffern 1 und 2 fiir jeweils benachbarte Gebiete stehen und im
Innen- sowie im AuBlenraum pi = wy = 1, im Zwischengebiet p, =
ist. Man iiberzeugt sich, dass die ersten beiden Bedingungen (12a)
und (12b) &dquivalent sind, es geniigt also die Stetigkeit des Potentials
zu fordern. Ahnlich wie in Aufgabe 1.17 stellt man fest, dass nur die
Terme mit £ = 1 beitragen konnen. Mit r als Radius der kleineren, R als
Radius der groeren Kugel erhdlt man das Gleichungssytem

alr3 =c —|—d1r3 ,
1 +d1R3 =b — B()R3 ,
a1r3 =u [—ch +d1r3] ,
2by —|—B()R3 =u [2C1 —leS] .

Die Auflésung dieses Gleichungssystems ergibt fiir die Koeffizienten
des Ansatzes (11)

9uR?
= By, 13
A =123 —(u+2)Qu+ DRI ° (132)
3(w—1r3R3
o = (e —Dr (13b)

B
22— )P —(u+2)Cu+ HR



3Q2u+1HR3
d = By, 13¢
T2 — (u+2)Qu+ DR Y (13¢)
— DR +Qu+DHR3
by = BoR® + 3R M- D+ CGu+ D) (13d)

2= D2 — (it Cut DR
Als Test des Ergebnisses betrachte man den Fall 1 = 1, bei dem die Ku-
gelschale nicht mehr unterscheidbar ist. Man findet aus (13a) bis (13d):
a; = —By, c1 =0, di = a1, by =0; jede Abhingigkeit von r und von R
ist verschwunden.

Das Magnetfeld berechnet sich mithilfe der generischen Formel

Dy =rcosf, H=—-Voy=oar®'coshe,+r* &5,

die magnetische Induktion ist B = uH.
Im Grenzfall © — oo gehen aj, ¢; und d; nach Null, b1 geht nach
BoR>.

Losungen: Kapitel 2

2.1 Die Basis-k-Formen dx’! A...A dx’ sind vollstindig antisymme-
trisch, die Indizes i; bis iy konnen alle Werte von 1 bis zur Dimension
n des Raumes annehmen. Fiir festes k gibt es

(2) =
k) kl(n—k)!

solche Basisformen. Dies sieht man wie folgt. Zunichst zdhlt man die
Zahl der Moglichkeiten ab, k verschiedene Indizes aus der Indexmenge
{1,2,...,n} auszuwihlen. Der Index i; kann jeden Wert von 1 bis n
annehmen, hat insgesamt also n Moglichkeiten; fiir i, das ja von i; ver-
schieden sein muss, gibt es dann nur noch (n — 1) Wahlmoglichkeiten;
fiir i3 mit i3 # i1 und i3 7 i3 sind es nur noch (n — 2); bis hin zu i, das
noch (n —k+ 1) Werte annehmen kann. Insgesamt ist die gesuchte Zahl
n!

(n—k)!"
Diese k verschiedenen Indizes anzuordnen, dafiir gibt es k! Moglichkei-
ten, ndmlich so viele wie es Permutationen von k Elementen gibt. Nur
eine von ihnen erfiillt die Bedingung i; < i» < --- < ix. Man muss daher
die eben ermittelte Zahl durch k! dividieren und erhilt auf diese Weise
die behauptete Dimension des Raumes AR(M).

nmn—1)n-=2)---(n—k+1)=

2.2 Es geniigt zwei feste, voneinander verschiedene Werte o und v
herauszugreifen. Es ist
Suv A" + 8y A = 8,0, APV + 8, (—A*) =0.

Gleiche Werte von @ und v treten nicht auf, weil A** =0 ist. Die
Summe iiber alle Werte der beiden Indizes ist die Summe iiber alle sol-
chen Paare.
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2.3 Die Indizes @ und B miissen voneinander verschieden sein. Legt
man sie fest, so haben die tibrigen vier Indizes Werte, die nicht gleich
einem dieser beiden ist. Dies bedeutet, dass entweder 0 = und 7 =v
oder 0 = v und 7 = p sein miissen. In der Summe {iber o und B geben
8""3‘”80,,3#” und eﬂ"“”e,gaw dasselbe Ergebnis, daher stammt ein Fak-
tor 2. Mit gg1p3 = 1 ist 0123 — 1, dies gibt ein Minuszeichen in der
folgenden Formel

e e = ~2(8767 — 8757, )

Dies ist das Analogon zu (1.48a). Setzt man y = o und summiert hier-
tiber, so folgt

P gy = —2(4—1)87 = —657 .
Dies ist das Analogon zu (1.48b).

2.4 Man berechnet die Divergenz von A’ = A+ V x:
V-At,x)=V-Alt,x)+ A x(t,x) =V -A(t,x) =V -A(t,x) =0.
Im zweiten Schritt wird A(1/x —y) = —4n8(x —y) benutzt und das
Integral iiber y ausgefiihrt. Jede weitere Transformation mit einer Eich-
funktion v, die der homogenen Gleichung At = 0 geniigt, dndert nichts
mehr an dieser Aussage.
Eine Eichtransformation A} = A} —9,% mit

X0

v = [ar A%
0
bringt wie gefordert Aj = 0.

2.5 Am einfachsten ist folgende Uberlegung: Das Elektron im An-
fangszustand hat den Viererimpuls pj, der p? = m2¢? erfiillt. Im End-
zustand hat es den Impuls py, das Photon den Impuls &, die die Be-
ziehungen p% =m2c? bzw. k* = 0 erfiillen. Dies steht im Widerspruch
zur Energie-Impulserhaltung, die p; = pr+k verlangt: die Bedingung
pr-k =0 kann nur gelten, wenn py lichtartig ist, d. h. wenn p% =0 ist.

Losungen: Kapitel 3

3.1 Die physikalischen Dimensionen der angegebenen GroBen sind

[S]=MT = o
Fldache x Zeit
1 |
[P]=ML?T!= _IPus
Volumen

_ Energie
[u] "~ Volumen



3.2 Drehungen werden durch orthogonale 3 x 3-Matrizen dargestellt,
d.h. es gilt RR™! = 13. Es ist

ZRmianSij = Z RmiR,'Tn = 8mn -
i,j i

Die Transformationsformel fiir den e-Tensor

Z Rini Rnj Rpreijr = 8;,,,,[,

i)k
ist genau die Determinante von R, wenn (m, n, k) eine gerade Permu-
tation von (1,2, 3) ist, und ist gleich minus diese Determinante, wenn
(m, n, k) eine ungerade Permutation ist. Die Determinante selbst ist in-
variant, das Vorzeichen bei ungeraden Permutationen kann aber durch
emnp dargestellt werden. Daher ist ), , p = Emnp-

Losungen: Kapitel 4

4.1 Aus den Maxwell’schen Gleichungen leitet man Folgendes ab: An
einer Fliache, die zwei verschiedene Medien ,,1° und ,,2* trennt, auf der
die Flichenladung 7 sitzt bzw. auf der der Flachenstrom j flie3t, gelten
folgende Beziehungen fiir die Normal- und die Tangentialkomponenten
der Felder

(Dg—Dl)-fl=47Tn, (14a)
(Bo—B1) - =0. (14b)
(Ez—El)Xﬁ=0, (14¢)
(Hz—Hl)Xﬁ:—%Tj. (144)

Hierbei ist 72 der Normalenvektor, der so orientiert ist, dass er vom Me-
dium 1 zum Medium 2 weist. Wenn also keine Flichenladungen oder
-strome vorhanden sind, dann sind die Normalkomponenten der Felder
D und B stetig. Die Tangentialkomponenten von E und die Normal-
komponente von H sind immer stetig.

4.2 Diese Aufgabe ist mit Aufgabe 1.16 nahe verwandt. Die Ladungs-
dichte ergibt sich aus der Kontinuititsgleichung. Das Vektorpotential
folgt aus (4.30). Daraus leitet man das elektrische Feld und das magne-
tische Induktionfeld aus den bekannten Formeln ab.

4.3 und 44 Die Ladungsverteilung ist

_ 4|l Lso—m |5
Q(x)—g[; (V—a)—g (r— )] (2),

wo r die Radialkoordinate in Zylinderkoordinaten bedeute. Die Strom-
dichte lautet mit v(x) = w|x|éy

. qw A

Jjx) =o0(x)v(x) = > [8(r—a)—38(r —b)]8(2)ey .
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Das magnetische Dipolmoment folgt aus der Formel (1.120b):

:i//fd%xxj(x)
2c

o0 +oo 27w

4m / / dz / de (ré,+zé;) x ég[8(r —a) — 8(r —b)]8(2)
0

q;)(a —b%)é, x &y

Zf(a — e, .

Losungen: Kapitel 5

5.1 Setzt man ¢(x) in die Differentialgleichung (A.4) ein, dann ent-
steht daraus eine algebraische Gleichung

2 2\ 7 _

die man leicht 16sen kann. Die urspriingliche Funktion, die iiber dem
Ortsraum definiert ist, erhilt man durch Riicktransformation,

i )__<2 )3 /// k2+K2

Dieses Integral kann man beispielsweise in sphérischen Kugelkoordina-
ten berechenen. Es ist gleich —ge™ /(4rmr).

5.2 Wir nehmen zunéchst an, dass x = «; von der Erzeugenden ab-
hinge. Durch geeignete Wahl der Basis der Lie-Algebra kann Sp(7; 7))
immer diagonal gewihlt werden, d. h.

Sp(T;Tj) = k;djj .
Es sei folgende, vollstindig antisymmetrische Grofe definiert
&t :=Sp([T3. T]Ti) = Sp(T Ty i) = Sp(TY T T -

Mithilfe der Kommutatoren kann man diese Grof3e bei festem k ausrech-
nen,

Ejk =1 Ciju Sp(TuTk) = ixk Cije -
n

Jetzt vertauscht man die Indizes j und & und erhilt &;; =ik ;Cjj, wie-
der mit festem j. Sowohl &;j als auch die Strukturkonstanten Cy,,, sind
antisymmetrisch. Aus dem Vergleich der letzten beiden Formeln folgt
daher ki =k, solange der Kommutator [7}, T;] nicht gleich Null ist.



Bei einer einfachen Gruppe sind aber je zwei Erzeugende durch nicht-
verschwindende Kommutatoren verkniipft. Daher sind alle Konstanten
k; gleich und somit unabhéngig von i.

5.3 Die adjungierte Darstellung von SO(3) ist dreidimensional. Die
Eichfelder und die Feldstirken transformieren wie Vektoren im R3. Das
symbolische Skalarprodukt in (5.49) ist daher das Euklidische Skalar-
produkt. Ein Triplett von Skalarfeldern wurde schon in Beispiel 5.2
behandelt, so dass man die SO(3)-eichinvariante Lagrangedichte (5.51)
ohne Weiteres hinschreiben kann.

5.4 Wenn die Strukturgruppe das direkte Produkt zweier einfacher
Lie-Gruppen ist, dann kommutiert jede Erzeugende der einen mit jeder
Erzeugenden der anderen Gruppe. Eichpotentiale, Feldstirkentensoren
und kovariante Ableitungen der SU(p) und der SU(g) sind vollig un-
abhingig voneinander und konnen daher mit unabhingigen Kopplungs-
konstanten g; bzw. ¢, definiert werden. So hat man fiir SU(p) und
SU(g) geméﬁ (. 33b)

1qIZTkZA§f>(x)dxﬂ (Np=p2—1> ,

k=1 n=0

—ig Zq:s, 3 AD () dot (Nq — - 1) .
I=1 =0

In der Lagrangedichte (5.49) gibt es keine Wechselwirkungsterme zwi-
schen Eichbosonen der einen und Eichbosonen der anderen Eichgruppe,
weil alle Kommutatoren [T;, S¢] gleich Null sind.

5.5 (Siehe das in Abschn.5.5 angegebene Zitat [Constantinescu, Mi-
chel, Radicati 1979].)

5.6 In der adjungierten Darstellung mit Summenkonvention bei allen
doppelt vorkommenden Indizes hat man

[Uad(Ti)’ Uad(Tj)]ac =+ (Cla jb CJ“ lb)

Der Ausdruck in runden Klammern auf der rechten Seite kann mithilfe
der Jacobi-Relation (5.21) und unter Ausnutzung der Antisymmetrie der
Strukturkonstanten umgeschrieben werden:

b k k
Cm jb Cja ib — Cta jb+C[ ib = C Cka +C Cka'

Schreibt man andererseits den oben angegebenen Kommutator aus, so
ist er

UM(THUM(T;)) — UX(T ) UR(T))
= c" "l = le-}(—lea) = iC{UL(Ty) .

Genau dles war zu zeigen.
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Losungen: Kapitel 6

6.1 Die Konstruktion des Atlas und der Nachweis dafiir, dass die
Ubergangsabbildungen Diffeomorphismen sind, lassen sich analog zum
Fall der S%e c R3 durchfiihren. Dieses Beispiel ist in Band 1, Ab-
schn. 5.2.3 ausgearbeitet.

6.2 Mit der Uberlegung aus Beispiel 6.3 in Abschn. 6.1.3 folgt Aw/w ~
Hg/c?. Damit folgt
Aw . Aw w . 225m-10ms~2

- = ~0,7% .
I ol (G-108ms1)? v

6.3 Die linke Seite der behaupteten Identitiit lautet ausgeschrieben

C:=XYZ-XZY+YZX -YXZ+ZXY - 7YX
—YZX+ZYX - ZXY +XZY - XYZ+YXZ .

Hier heben sich die zwolf Summanden paarweise gegeneinander weg
und es ist in der Tat C = 0.
Mit den angegebenen Vektorfeldern ist

XY = ydy(xdy) = ydy + yx0x 0y ,
YX = x0y(y0y) = x0x +xy0y 0y ,
XY —YX = ydy —x0y .

Dabei ist ausgenutzt, dass die Basis-Vektorfelder kommutieren.

6.4 Wertet man 7 und 7@ auf den beiden Vektorfeldern aus, so ist
7O (a'0) + a2, b0y +b%02) = a'b?,
T (a'01+a, b0y +b%02) = a®b'

Die Antworten sind i. Allg. verschieden.

6.5 Esist X;,, = gUpo, , worin man X’ aus der Formel (6.57a)
entnimmt. Man benutzt in der nun folgenden Rechnung die offensicht-
liche Gleichung

O (gopgpr) =0y (55) =0=20, (gop) 8"+ 8opdu (gpt) ) (15)
sowie die Koordinatenformel (6.66) und berechnet
gapo;,L = 8op {au (ngr) + FlfngXr} .

Beim Ausdifferenzieren des ersten Terms auf der rechten Seite mit der
Produktregel, tritt einerseits g,,8°70,X: = 0, X, auf — wie erwartet.



Der andere Term sowie die restlichen Terme der rechten Seite miis-
sen das Christoffel-Symbol —1I7/, ergeben. Dies rechnet man wie folgt
nach:

gop (aﬂgt’t) +ga,oF,fng

1

= 8op (8/Lgm) + Eg(rpgpa [(augvoz) + (0v8ue) — (8018;4\1)] g"
1 1

= 8op (augm) - Egop(a,ugpawé - Egap(avgpa)guagw

1
- §5§(3aguv)g” :

Bis zu diesem Punkt hat man zwei Mal die Relation (15) verwendet, um
die Ableitung auf g’* abzuwilzen. Wendet man denselben Trick auf die
ersten drei Terme des zuletzt erhaltenen Ausdrucks an, dann lassen sich
die ersten beiden zusammen fassen und man erhilt insgesamt

1 1 1
- 5(8/16’0/1)8” + 5(31)6’0/1)5,[18% - E(Gggup)gm

1
= _Egpr [3ugap+30gup —8pga,L] = _F;Ia .

In der vorletzten Zeile wurde der Summationsindex v des dritten Sum-
manden in p umbenannt, zuletzt wurde wieder die Formel (6.66) einge-
setzt. Damit ist die Formel fiir die kovariante Ableitung eines Tensors
des Typus’ (0, 1) bewiesen.

Man sieht spitestens an dieser Stelle ein, dass der Beweis wesent-
lich iibersichtlicher ist, wenn man die koordinatenfreie Formel (6.40a)
anwendet und dort lokale Koordinaten einfiihrt: Es sei V = V#9,, und
o = X, dx*. Gemih (6.40a) ist

(Dyw) (W) = Dy (0o(W)) —w (Dy(W)) .
Wiihlt man jetzt V =9, und W = 05, dann ist
(D3, (X5.dx™)) (35) = 8, X — X5 dx* (177, 0c)
=0, X5 — F/foXt .

Dies ist dieselbe Formel.

6.6 Betrachten wir zwei iiberlappende Karten (U, ¢) und (V, v) fiir
die Raumzeit (M, g) und sei x € UNV ein Punkt ihres Uberlappge-
biets. In lokalen Koordinaten wird derselbe Punkt in zwei Kopien des
R* durch

o(x) = {uo(x), ! (0, 12 (%), u3(x)} . bzw.
Y0 = {1200, 0 0, 1200, v o) |

dargestellt. Die Ubergangsabbildungen (o¢™') und (poy~!) sind
Diffeomorphismen, v*(x) = (¥ o~ ! (u))*. Die lokalen Darstellungen
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der Metrik in diesen beiden Karten erfiillen
g=gundu"®du’ = gfxﬂ dv* @ dvf .
Fiir die Differentiale gilt dv® = (dv®/du**)du, woraus die Beziehung

w* P
8uv = au—umgaﬁ (16)

folgt. Vergleicht man beliebige Koordinaten mit Normalkoordinaten
v* = z%, dann folgt die erste der behaupteten Formeln,

az* 978

uv = mt—ﬂwﬂa (17a)
Fiir die Inverse des metrischen Tensors gilt dann
ou'* ou”
w— P 17b
9z 9P (170)

Jetzt kann man die Christoffel-Symbole mit Hilfe der Formel (6.66) aus-
rechnen und in Normalkoordinaten ausdriicken:

1 0807 agpr agpa
_ oMt —
28 { our - ou®  ou’

Lt ouT g\ [ 8 [0z 9zP
=2 <8z—°‘ P ) {8up <8u" out "“ﬁ>
d [ 9z% 8P 9 (9% azF
+ ouc <8w" ou* naﬂ) out <8u_/’ ou’ ﬂaﬁ)}
Der Tensor v ist konstant und kann aus den Ableitungen herausgezo-
gen werden. Tut man dies und beachtet, dass alle Indizes aufler u, p

und o Summationsindizes sind, so siecht man, dass die drei Terme in den
geschweiften Klammern sich zusammenfassen lassen. Man erhilt

ut (du” 9P 922" g ut 9
o=z \ —Fas " nap =
P79z \ gzB u™ ) uPou’ 2% quPou®

wo_
Fpg_

: (18)

wobei ausgenutzt wurde, dass der Faktor in runden Klammern Sg ist und

somit nur & = « beitragt.
In (18) sind z* Normalkoordinaten, u* beliebige Koordinaten. Diese
Formel gilt fiir die Transformation u# — z(u) ebenso wie fiir die Trans-
formation v+ z(v). Daraus lédsst sich die Transformationsformel der
Christoffel-Symbole unter dem Diffeomorphismus u +— v ableiten. Man
findet
o VT uP uC T *uC
Ni=—— "t 4|——
S Y N D <8u" Bv’fav)‘)
Das affine Transformationsverhalten zeigt, dass die Christoffel-Symbole
nicht die Komponenten eines Tensorfeldes sein konnen; nur in antisym-
metrischen Kombinationen, wie sie z.B. in der Formel (6.80c) fiir den

19)



Ricci-Tensor oder in (6.76) fiir den Riemann’schen Tensor auftreten,
hebt sich dieser Term heraus.

6.8 Dass der Weyl’sche Tensor dieselben Symmetrieeigenschaften wie
der Riemann’sche Tensor hat, muss man lediglich an den Zusatztermen
nachpriifen, die den Ricci-Tensor oder den Kriimmungsskalar enthal-
ten. Die Aussage C",,, =0 ist mit einer kleinen Rechnung leicht zu
bestétigen. (Bei den anderen Kontraktionen verwende man die Symme-
trieeigenschaften.)

Unter Beachtung der Symmetrien des Weyl’schen Tensors zihlt man ab,
dass die Eigenschaft

C'r=0 (20)
zusammen mit der Invarianz unter o <> t in Dimension n insgesamt
n(n+ 1)/2 Bedingungsgleichungen liefert. Die Zahl der unabhingigen
Komponenten des Weyl’schen Tensors ist mit (6.78)

1 I 5 5 1
NC=NR—§n(n+1)=1—n (n —1)—§n(n+1)

2
1
= En(n+1)(n+2)(n—3). (21)

In Dimension 4 hat er zehn unabhédngige Komponenten. In Dimension
3 ist Nc =0, der Weyl’sche Tensor verschwindet.

Im Fall einer konform flachen Metrik setze man ¢ = e/ und berechne
zunéchst die Christoffel-Symbole mit der Formel (6.66). Man findet

F,gv = (aﬂf)‘sg + (avf)sz - (3pf)776p77;w .

Damit berechnet man R, R®ic) ynd S daraus schlieBlich den Weyl’-
schen Tensor. Man findet, dass er gleich Null ist.
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